Definitionen und Aussagen zu Gruppen

Michadgl Hortmann

Eine Gruppe st ein geordnetes Paar (G,).

Dabel ist G eine nicht-leere Menge,

« ist eine Verknupfung (Abbildung) GxG - G, wobei mani.a. a-b oder gar nur ab statt
«(a,b) schreibt.

Es gelten die ,, Gruppenaxiome”:

1. Assozativgesetz Oa,b,c0G: as(bec) = (asb)-c
2. Eindeutig bestimmites neutrales Element: OelGHall0G:eela=ase=a
3. Eindeutig bestimmte inverse Elemente; Da0d0G Oa*OG:a'sa=aa'=e

(Dabei bedeutet [1 : esgibt genau ein)

Gilt fur die Verknipfung auch das
Kommutativgesetz Oa,b00G: asb=bea
so spricht man von einer kommutativen Gruppe oder auch abelschen Gruppe.

Beispiele fur Gruppen:

1. Die ,triviale Gruppe* G ={¢}
2. Die ganzen Zahlen: (Z, +) mit der Addition as Verkntpfung und O als neutralem Element.
Dabel schreibt man —n flr das additiv-inverse Element einer ganzen Zahl n ..

3. Die positiven Briiche {m|m, n DN} mit der Multiplikation a's Verkntipfung und 1:% as
n

-1
neutralem Element. Dabel ist (m] =0
n m
4. R":=R-{0}, also diereellen Zahlen ungleich O mit der Multiplikation als Verknuipfung
und neutralem Element 1.
a -b
5. Die 2x2 Matrizen der Form {(b . ]|a,bDR,(a¢ 00b# O)} mit der Verkniipfung

a b
[a —bj[a' —b')::[aa'—bb' —ab'—by'j_ g (a —b)lz b @b |
b a)lb" a' ba'tab' -bb'+aa’ b a -b a

a’+b®> a’+b’
man leicht nachprift. Diese Gruppe ist im Gegensatz zu den meisten Gruppen von Matrizen
»zufdlig® kommutativ.




6. Die Gruppe &, ={:N, - N, | 77 bijektiv} * . Man nennt die Elemente von & auch

» Permutationen vom Grad n*. Die Gruppenoperation ist die Hintereinanderschaltung von
Abbildungen und die ,identische Abbildung®, also digjenige, die alle Elemente von N auf

sich salbst abbildet, ist das neutrale Element. Man kann sich eine Permutation als Tabelle

1 2 3 |..| n

md) | m2) | /(@) | ... | ()

hinschreiben. Es st tiblich, stattdessen nur die zweite Zeile, also (77(1), 77(2),..., 77(n)) zu
notieren. Das Inverse einer Permutation 77 findet man, indem man zu gegebenem yUN |
dagenige XN, sucht, fir welches 7(x) = y. Auf Grund der Bijektivitét von 77 gibt esso ein
xON_, und esist eindeutig bestimmt. Man setzt dso 77*(y) = x. Praktisch macht man das
dann so, dal3 man zunéchst in der Zeile (77(2), 72(2),..., 77(n)) y aufsucht. X ist dann die
Nummer der Stelle, an der y steht. Will man z.B. 77=(5,3,7,9,6,8,2,4,1) I &, invertieren, so
steht 1an 9. Stelle, 2 an 7. Stelle, etc. und es ergibt sich 77+ =(9,7,2,8,1,5,3,6,4) .

Die Permutationsgruppen sind ab n=3 nicht kommutativ. Z.B. ist (3,2,1)~(2,3,1) =(2,1,3) und
(2,31D-(3,2) =(1,3,2).

In alen Gruppen G gelten die folgenden, leicht zu bewei senden Formeln:

1. 0adG:(a?) =a
2. 0a,b0G: (ab) " =b™a™
3. Oa,b,c0G: (ac=bc -~ a=b) O (ca=cb - a=h) (Kirzungsregeln)

Wird spéter fortgesetzt.

'N,={123....n}



