Tensorprodukt
Exakte Sequenzen von Vektorraumen

SindU,V,WVektorraume UbeK und y %v L lineare Abbildungen, so heit diese Sequenz
halbexaktwenn kergy>Img ,wenn also wye@=0 ,d.h. VueU : :y(p(u))=0 .
Sie heil3exakt wenn sogarkery=Im¢ , wenn also zusatzlich gilt:
V VeV :((w(v)=0]=(JueU p(u)=v)) .
Eine langere Sequengy 13U zﬁi,,,ﬁu 1 heil3t (halb)exakt, wenn jede der Teilsequenzen

U,3U,3U,,....U,_ ,>'U,3U, ., (halb)exaktist,

n

Man denkt sich den (einpunktigen) O-dimensionalen Vektorraum als eindeutig bestimmt und
bezeichnet ihn mit 0. Es gibt offenbar zu jedeésWwektorraumV genau eine Abbildung 8V
und genau eine Abbildungy/ -0 .

Ist oy 2V exakt, so bedeutet dies gerade, daR injektiv ist.
Ist Uy 4v -0 exakt, soist ¢ surjektiv.

Betrachten wir nun folgendes Diagramm von Abbildungen zwisBh€ektorraumen
w1 U’z

Vo = Vy =V,
Tx, Tx, ,

Py P2

u, - U, - U, - 0
wobei die obere Zeile halbexakt und die untere Zeile exakt sei. Man sdgtagramm
kommutiert wenn alle Mdglichkeiten, tber verschiedene Abbildungswege von einem Raum zum

anderen zu gelangen, zum gleichen Ergebnis fuhren. Im obigen Fall hei3ydieg;=X,c @, .

Fur obiges Diagramm gibt es genau eine Mdglichkeit, es durch eine Abbil(juyﬁfgv2 SO zu
ergéanzen, dafl3 auch

V, S5V, 3V,

Tx, Tx, Tx,

U, U, - 0

8
C
3

kommutativ ist. Dies wird im folgenden gezeigt.

Um eine geeignete Abbildung) zﬁvz zu konstruieren, die das Diagramm kommutativ macht,
geht man so vor: Zw,€U, gibt es wegen der Surjektivitat vop, ein U,€U,; mit
P,(u)=u, .

Also setzt man Xz(uz)::wz(xl(ul)) . Eine andere Vorschrift kann man offenbar auch gar nicht
machen, wenn das Diagramm kommutieren soll.

Nun hétte man zwar ein anderes Urbild vor finden konnen, z.B.@,(u';)=u, und muR also
zeigen, daR w,(X,(uy))=w,(X,(u"})) , d.h. daB X,(u,) wohldefiniert ist und nicht von der
Wahl des Urbilds abhangt. Offenbar igt,(u;—u';)=0 und wegen der Exaktheit der unteren



Sequenz gibt es jetzt ein,eU, mit @,(uy,)=u,—u';, . Weil das Diagramm kommutiert, ist
W1<X0<uo)):X1<(P1<uo)):X1<u1)_X1<u'0) . Damit folgt
O:(lfz((l/1<xo<uo))):(lfz(X1<u1)_X1<u'o)):(lfz(Xl(ul))_(l/z(Xl(uIl)) , also
w,(X,(u))=w,(X,(u',)) , so daR der Wert vorx,(u,) doch nicht von der Wahl des Urbilds

von U, abhing.

Derartige Beweise nennt man ubrigens “Diagrammjagden”.

Eine exakte Sequenz der Form—0 -V —-W —0 heil3t auctkurze exakte Sequenz.

Eine exakte Sequenz der Forp— U —V 5w —zZ—0 lait sich zerlegen in zwei kurze exakte
Sequenzen 0—»U -V 5Im ¢—0 , O0—kerp—-W—-Z—-0 , wobei die Abbildung

kero—W einfach durch die identische Abbildungg—w gegeben ist. Entsprechendes gilt fir
langere exakte Sequenzen.

Ist 0-U—-V->W-0 eine kurze exakte Sequenz, so zeigt man leicht, dal3
dimW=dimV —dimU bzw. dimU — dimV + dimW = 0, woraus dann durch Induktion folgt,

daR fur eine exakte Sequer¥~U,—...—»U_ —0 die Formel Z (=1)"dimU,=0 gilt.

i=1

Quotientenraum

Ist V einK-Vektorraum, U cV ein Unterraum, so wurde der Quotientenraditd als Menge der
Nebenklassen|x+U |[xeV | erklart und gezeigt, daR die Nebenklassenaddition

(x+U)+(y+U):=(x+y)+U zusammen mit der Multiplikatiom (x+U |:=(Ax)+U zu einer
Vektorraumstruktur auf dem Quotientenraum fihrt.

Die Abbildung v 5v/u ., X—x+U istlinear und offenbar surjektiv und hei3t “kanonische
Projektion.

Die Inklusion U cV ergibt eine injektive lineare Abbildungy Ly x—Xx .

Insgesamt haben wir die exakte Sequanz Uy 5V 5V /U —»0 .

Erganzt man eine Basi¥,,...,V,, vonU zu einer BasisV,,...,Vy:Vmi1s---: VY, VONV, so bilden
(Vi 1) =V +U ..., (v,)=Vv,+U eine Basis vov/U .

Freier Vektorraum Uber einer Menge
Ist M eine Menge, so soll déreie K-Vektorraum tber M (M ,K) gerade die Basidl besitzen.

Ist M n-elementig, so wird 7 (M ,K) n-dimensional. IsM unendlich, so ist (M ,K)
unendlich-dimensional.

Eine Moglichkeit, F(M ,K) formal zu definieren, ist folgende :
F(M,K):=| f:M —K|[meM|f (m)=0]ist endlich



Die Funktionen in diesem Raum kann man wie Ublich addieren und mit einem Skalar
multiplizieren: F(M ,K) menge ist also in natirlicher Weise KitVektorraum.

Wir identifizieren ein ElementmeM mit einer Funktion aus F (M ,K) durch die

_|1,fallsm=Kk
Osonst

Teilmenge von F (M ,K) auffassen.

Abbildungsvorschrift M(K):=8 . Damit 1af3t sictM in naturlicher Weise als

Zu gegebenemf eF (M ,K) sei M,=[meM|f(m)=0| die zugehorige endliche

“Tragermenge vofi”. Setzen wir A,,=f (m) , so laRt sich schreiben! = 2 Aym :

meM
Man sieht sofort, dal dieneM , aufgefalt als Elemente voit (M ,K) , eine Basis dieses
Raums bilden.

Man sieht daher auch sofort, daf3 sich jede Abbildivig-=V vonM in einenK-Vektorraum
eindeutig zu einer linearen AbbildungF (M ,K)—V fortsetzen laRt. Dies ist die wesentliche

“universelle Eigenschaft” vonF (M ,K) .

Tensorprodukt
SindV,W Vektorrdume lbekK so betrachten wir den freien Vektorraum UbéxW , also

F(VXW ,K) .

In F(VXW , K) betrachte man jetzt die Teilmengen
Si=[A(v,W)—(Av, W)€K ,veV ,weW| ,
S,=[A(v,w)— (v, AW)|AEK ,veV ,weW | ,
S={(u+v,w)—(u,w)=(v,w)u,veV ,wew| ,
S,={(u,v+w)—(u,w)—(u,v)lueV ,v,weWw| ,

und bilde in F(VXW ,K) den vonSerzeugten UnterraumS>, d.h. die Menge der endlichen
Linearkombinationen von Elementen &isAnschliel3end definiere mav @ W als den
Quotientenraum F (V XW ,K)/<S> |

Wir haben also die exakte Sequedz><S>— F (VXW ,K)>V @W -0 , wobei m die
kanonische Projektion auf den Quotientraum ist.

Fir veV ,weW setze man nochv@w:=m(v,w)=(v,W)+<S>eV W .

Die Elemente von V @ W haben keineswegs alle die Form®@w ; sie sind vielmehr aus
endlich vielen Summanden dieser Form zusammengesetzt



Alle Eigenschaften des Tensorprodukts, beispielsweise die Rechenregel
(u+v)ow=u@w+vew sind jetzt in die Definition “eingebaut”.

Es ist namlich
(Uu+v)@w=m(u+v,w)=m((u+v,w)—(u,w)—(v,w))+m(u,w)+m(v,w)=

(U, W)+ (V,W)=URQW+VRW

Die wesentliche Eigenschaft vo @ W und der durch (v,w)->v®@w gegebenen bilinearen
Abbildung V xW 5V @W , ist es, daR es filr jede andere bilineare Abbilddng/ xW — U

eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung:V @ W—U gibt, so daBp(veow)=®(v,w) ,
La.W. por=® . Dies ist die sog. “universelle Eigenschaft des Tensorprodukts”.

Noch einmal mit anderen Worten:

Das Diagramm

VxW 5 U
TTJz i‘(p
VoW

ist kommutativ!

Zum Beweis der universellen Eigenschaft gehen wir aus von der AbbildunvgxW —U und
ihrer eindeutigen Fortsetzung zu einer linearen AbbilduRgv xW ,K)—U , die wir ebenfalls
& nennen wollen. Die Situation kénnen wir durch folgendes Diagramm beschreiben:
U 5 v
To

<S> 5 F(VXW,K) 5 Vew — 0

Dal’ die Abbildung ¢:V XW —U bilinear ist, bedeutet gerade, daf? im obigen Diagramm
®0i=0 ! Dadurch laft sich das Diagramm kommutativ ergdnzen zu
0o - U % U
T To I

<S> 5 F(VXW,K) 5 Vew — 0

Nach unserem oben bewiesenen Lemma gibt es jetzt eine eindeutig bestimameeAbtsldung
¢@:V®W-U |, die das Diagramm
0 - U 5 U
0 To Te
<S> L F(VXW,K) 5 Vew — 0
kommutativ macht.

Wir lesen ab: & (v,w)=¢ (m(v,w))=¢(v®w) und haben also die in der universellen
Eigenschaft des Tensorprodukts geforderte eindeutige Abbildpngonstruiert!



