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Name(n) Tutor Datum
Aufgabe 1

Zwei metrische Tensorfeldeg,,d, auf der MannigfaltigkeiM heiRerkonform aquivalent wenn
es eine positive Funktionf eC*(M) gibt mit g,=f g, . Offenbar bedeutet dies, daR Winkel

und Langenverhéltnisse in den Tangentialraumen fur beide Metriken gleich sind, wahrend die
Langen gegeneinander um den durchjedem Punkt gegebenen Faktor verzerrt sind.

||>)<(||2 ist offenbar die “Spiegelung an der

Die Abbildung ¢:R"-{0]-=R"-(0] . @(Xx)=

Einheitskugel”. Seinung,=) dX®dxX (=5,dX®dx’) die ubliche Euklidische Metrik auf
i=1

R"—{0] und g,=¢ g, .Zeigen Sie, dakg,,d, konform aquivalent sind!

Lineare Algebra
Aufgabe 2

SeiV ein Vektorraum tber dem Korpkr, U cV ein Unterraum, Vv,,...,V, eine Basis voV ,
wobei die erstek dieser Basisvektoren eine Basis \whilden. Zeigen Sie:v,,.,+U ,...,v,+U
bilden eine Basis des Quotientenralwid .

Zur Definition des Tensorprodukts
Ist M eine Menge, so besitzt dieeie K-Vektorraum tiber M 7 (M ,K) gerade die Basidl. Ist
M n-elementig, so wird (M ,K) n-dimensional. IsM unendlich, so ist 7 (M ,K)
unendlich-dimensional. Eine Méglichkeit,F (M ,K) formal zu definieren, ist folgende :

F(M ,K)::| f:M-oK HmeM | f (m);éo}ist endlich} . Diese Funktionenmenge ist in
naturlicher Weise eiK-Vektorraum, und wir identifizieren ein Elememhe M mit einer Funktion

aus F(M,K) durch die Abbildungsvorschriftm(k)1:5mk:[(1)’fansmzk
sonst

Zu gegebenemf e F(M ,K) sei M f:{meM | f (m);éo} die zugehorige endliche

“Tragermenge”. Setzen wir nochA,,= f (M) , so haben wir f :mEZM: Apm

, und man sieht

sofort, daR diemeM eine Basis von F(M ,K) bilden.



SindV,W Vektorraume UbeK so betrachten wir zunachst den freien Vektorraum ietW
also F(VxXW ,K) . Sind z.B. V ,W Vektorraume UberR , wobei mindesten einer von ihnen

mindestens eindimensional ist, so igtxW unendlich und damitF (V xW , K)
unendlichdimensional; dies wird in den meisten unserer Anwendungsfalle so sein.

In F(VXW ,K) betrachte man jetzt die Teilmengen

Si=[A(v,w)—(Av,wW)[AeK ,veV ,weW| ,
S,=[A(v,wW)— (v, Aw)|]A€K ,veV ,weW | ,
S={(u+v,w)—(u,w)—(v,w)u,veV ,wew| ,
[
L

S,=[(u,v+w)—(u,w)—(u,v)[ueVv ,v,weW| ,
S=S,US,US,US,

und bilde in F(VXW ,K) den vonSerzeugten UnterraumS>, d.h. die Menge der endlichen
Linearkombinationen von Elementen &isletzt definiere manv @ W als den Quotientenraum
F(VXW ,K)/<S> .

Fir veV ,weW setzt man nochv@w:=(v,w)+<S>eV W .

Die Elemente von V @ W haben keineswegs alle die Form@w ; sie sind vielmehr aus
endlich vielen Summanden dieser Form zusammengesetzt, s. Aufg. 3.

Alle Eigenschaften des Tensorprodukts, beispielsweise die Rechenregel
(u+v)@w=uw+vew sind jetzt in die Definition “eingebaut”.

Aufgabe 3

Man zeige: IstVv,,...,V,, eine Basis voV, W,,...,W, eine Basis VOW ,so ist
V,ow;,1<isn,l<jsm eine Basisvon V@W .

V W ist alsomn-dimensional

Aufgabe 4

Sei B(V xXW', K)::[cp:V*xW*—> K| biIinear] der Vektorraum deK-linearen Abbildungen.
Ist (v,w)eVxW , so wird durch @, ,,(A,u):=A(v)u(w) eine bilineare Abbildunge®,, .,
aus B(V'xW’,K) definiert.

Zeigen Sie: Istv,@w;+...+Vv,@W,=vV" @W';+...+V" ®w", so auch
(pvlwl T +(P W) (p(Vll,W'1)+”'+(p(V'| w')

(Vorschlag: Nehmen Sigk<!| an, und fuhren Sie einen Induktionsbeweis liber



Daraus folgt sofort eine kanonische Isomorphie zwischéreW und B(V xW',K) . Man
hatte das Tensorprodukt also auch UbBfV xW",K) definieren kénnen.

Wichtig ist letztlich nur, den RaumV ® W und die bilineare Abbildungv XW -V @W ,
(v,w)—»vew so zu definieren, dal es fiir jede andere bilineare Abbildang xW —-U eine

eindeutig bestimmte lineare Abbildung:V @ W—-U gibt, so daB¢p(veaw)=®(v,w) .
(Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts).

Jede mdogliche Definitionsvariante fur das Tensorprodukt ist technisch umstandhcbnavdas
Objekt selbst sehr natirlich ist, wie man z.B. an der Aussage von Aufg. 3 sieht. Maitherdjies
mit der komplizierten Definition/Konstruktion der ganzen Zahlen, ausgehend von einer
Aquivalenzrelation auf der Meng®&NxIN . Dabei ist die “Idee” der ganzen Zahlen doch ganz
einfach!



