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Fiir die korrekte Losung einer Teilaufgabe gibt es 10 Punkte.
Damit sind maximal 210 Punkte erreichbar.

Aufgabe 1 Mengen und Relationen

a) Gegeben sei die iibliche Ordnungsrelation < auf der Menge {1,2,3,4,5} . Wieso ist diese
Relation keine Aquivalenzrelation?

b) Sei M eine Menge, auf der eine Aquivalenzrelation gegeben ist und seien x, yEM .

Zeigen Sie, daB X#y = xNy=4

Aufgabe 2  Natiirliche Zahlen

a) Nennen Sie die Peano-Axiome.

b) Wie lautet die rekursive Definition der Addition in den natiirlichen Zahlen?

c) Zeigen Sie durch Induktion: V¥V n€N:n+1=1+n.

Beim Beweis diirfen Sie das Assoziativgesetz der Addition, aber natiirlich nicht das
Kommutativgesetz benutzen.

d) Gegeben Sei die Dezimalzahl 1234.

Schreiben Sie diese Zahl im Stellensystem zur Basis 7. Dokumentieren Sie Ihre Rechnung.

Aufgabe 3  Gruppentheorie

a) Geben Sie ein Beispiel fiir eine nicht-kommutative Gruppe und fithren Sie dann den Beweis, daf3
Ihre Gruppe nicht kommutativ ist.

b) Definieren Sie den Begriff "Normalteiler".

¢) Zeigen Sie, daB} in einer kommutativen Gruppe jede Untergruppe Normalteiler ist.

d) Definieren Sie die Ordnung eines Elements a € G (geschrieben ord a oder ord; a ).

e) Sei n eine natlirliche Zahl. Beweisen Sie, dal aus der Gleichung a"= e folgt, dafl die Ordnung
von a ein Teiler von # ist. (e sei das neutrale Element der Gruppe G.)

f) Bestimmen Sie die Ordnung von 2 in Z s, . (257 ist Primzahl.)

g) Berechnen Sie 2'"*”eZ], . (Geht schnell.)
h) Berechnen Sie mit dem Erweiterten Euklidischen Algorithmus 86" in Z,; . (Geht schnell.)



Aufgabe 4 Ringtheorie

Sei R ein Ring mit Eins. Wie {iblich sei 0 sei das neutrale Element der Addition und 1 das neutrale
Element der Multiplikation. Ist a € R, so ist -a das eindeutig bestimme inverse Element von a
beziiglich der Addition.

a) Zeigen Sie, daB —a=(—1)a
b) Zeigen Sie (-1)(-1)=1

Sei R ein kommutativer Ring. Fiir Elemente a ,b€ R definiert man: a /b < Ic€R: ac=b.
¢) Man zeige: Wenn <b>c<a>, dann a/ b.

Aufgabe 5 Polynome

Betrachten Sie die als Strings von Elementen von Z,, gegebenen Polynome a=765431, b=432.
Damit sind also a ,b€Z [ X |, und grad a = 5 und grad b = 2.

a) Berechnen Sie das Polynomprodukt a-b .

b)Fiihren Sie die Division mit Rest von a durch b durch, d.h. berechnen Sie explizit Polynome
q.r€Z, [ X| mit a=gb+r und grad r <2 .

Aufgabe 6  Eisensteinsche Zahlen
Der Ring der Eisensteinschen Zahlen E besteht aus der Menge {a +bw \ a, beZJ1 , wobei

w:= _71+i g , Addition und Multiplikation in diesem Ring sind gegeben durch die Addition und
Multiplikation in C .

a) Man zeige, daBl @w und w+1 Einheiten im Ring £ sind.

b) Fiir z€C setzt man N (z)=zz . Sind a ,bEZ , so ist z=a+b w eine Eisensteinsche Zahl.
Man berechne N (a+bw) so, daB das Ergebnis ein Ausdruck ist, in dem zwar ¢ und b,
vorkommen, w aber nicht mehr.

1 In der Originalfassung stand hier der Tippfehler: grad ¢ <2



