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Aufgabe 5 (,,Forschungsaufgabe® :-))
Sein€NN .

a) Welche Ordnung hat die multiplikative Gruppe Z; ? (Begriindung!)

b) Man zeige, daB8 Z; nicht zyklisch ist.

c¢) Stellen Sie an Hand von (zu dokumentierenden) Experimenten fest, welche Ordnung ein Element
von Z_, hichstens haben kann.

d) Beschreiben Sie anhand von (zu dokumentierenden) Experimenten die Elemente von Z; , die die

in c¢) festgestellte maximale Ordnung besitzen.
e) Beweisen Sie Thr in d) gefundenes Ergebnis!

Losung Se:

Experimentell hat man festgestellt:
(13:40) gp > forstep(i=1,8,2,printl(i," ",znorder (Mod(i,8))," "))
11 32 5 2 72

13:40) gp > forstep(i=1,16,2,printl (i," ", znorder (Mod(i,16))," "))
1

(
1 3 4 5 4 72 9 2 11 4 13 4 15 2

((13:40) gp > forstep(i=1,32,2,printl (i," ",znorder (Mod(i,32))," "))
11 3 8 5 8 7 4 9 4 11 8 13 8 15 2
17 2 19 8 21 8 23 4 25 4 27 8 29 8 31 2

In ZTﬁ haben also genau die Elemente 3,5,11,13 die maximale Ordnung 4,
In Z;z haben genau die Elemente 3,5,11,13,19,21,27,29 die maximale Ordnung 8.

Wir vermuten also den Satz:

0. Die Gruppen Z, und Z sind zyklisch.

1. Ist n=>3 , so ist die Gruppe Z, nicht zyklisch.

2. Ist n>4 , so besitzt ein Element x €Z,, genau dann die maximale Ordnung 2”72 , wenn x % 8=3
oder x %8=5.

Beweis:
ad 0: Es ist Z,=(1} . 1 ist Erzeuger. Esist Z,={1,3]=[1,—1] 3=-1 ist Erzeuger.

ad 1: Esist Zz=/1,3,5,7] . 1 besitzt die Ordnung 1; 3,5,7 besitzen die Ordnung 2. Ein Erzeuger
miifite die Ordnung 4 haben. Z ist also nicht zyklisch.

Wir zeigen jetzt induktiv, dafl Z; fiir n =3 keinen Erzeuger besitzt. Den Induktionsanfang haben
wir gerade mit der Untersuchung von Z; geleistet.

Sei ab jetzt n>3 . Wir nehmen ein x EZ; und zeigen, daB x kein Erzeuger dieser 2"~' -elementigen
Gruppe sein kann. Fassen wir x als natiirliche Zahl auf, so ist x ungerade und es gilt 1<x<2"-1.



Jetzt kann man 2 Fille unterscheiden:

1. Fall: 1<x<2""'—1

Fassen wir x auf als Element von Z;fl , SO0 wissen wir bereits, dal} es in dieser Gruppe kein
Erzeuger ist, also nicht die Ordnung 2" besitzt. Seine Ordnung muB also ein echter Teiler von
2""? sein, also ein Teiler von 2" * . In Z;f. gilt also =1 , und daher ist die natiirliche Zahl

x> =1 durch 2" teilbar. Nach der 3. binomischen Formel gilt: x* —1=(x* —1)(x* +1). Wir
haben gerade gezeigt, daB der erste Faktor auf der rechten Seite durch 2"~ teilbar ist und der zweite
Faktor ist jedenfalls durch 2 teilbar (Potenz einer ungeraden Zahl ist ungerade). Also ist die linke
Seite durch 2” teilbar, d.h. x> —1=0inZ,., also x* =1 in Z’, . Damit hat x eine Ordnung, die

2”2 teilt, kann also nicht Erzeuger der Gruppe Z.. sein, welche die Ordnung 2"~" hat.

2. Fall: 2" ' +1<x<2"—1

Wir bilden y:=x—2""", und haben damit 1<y<2""'. Fiir y argumentieren wir wie im 1. Fall:

y ist kein Erzeuger von Z; , also ist yzH— 1 durch 2" teilbar. Wenn wir daraus folgern kénnen, daf3
auch xZH— 1 durch 2" teilbar ist, sind wir fertig.

Es ist xZH— 1=(y +2"7! )ZH— 1 . Wir entwickeln den 1. Summanden auf der rechten Seite mit Hilfe
der binomischen Formel und stellen den letzten und vorletzten Summanden der binomischen
Entwicklung nach auf3en, also

( 2 ) n=2  2"7=1 an—1 &’ 22\ (a1
¥y =142y 2+; iy(z) ,

Der letzte Ausdruck besteht aus drei Summanden.
Wenn wir zeigen, dal} jeder von thnen durch 2" teilbar ist, sind wir fertig.

Der erste Summand ist ( yzH— 1) . Wir wissen bereits, dall er durch 2" teilbar ist.

Der zweite Summand ist 2"2> 12"~ Wegen n>3 ist 2""22"~" durch 2" teilbar.

722 n=2\ ., 2
Der dritte Summand ist die Summe Z (2 ) ) yl(2n 1) . In dieser Summe ist der Exponent
i=0 1

2"~ immer groBer als 1, also (2"*1 )2 " immer durch 2" teilbar. Also ist jeder Summand und

damit die Gesamtsumme durch 2” teilbar.

Zum Beweis der letzten Teilaussage des Satzes argumentieren wir genauso rekursiv mit den bereits
gewonnenen Ergebnissen Aussagen fiir die Gruppe Z,_, , beginnend mit der Aussage fiir Z .



