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Musterlösung  einer etwas modifizierten Aufgabe:

Sei f :ℝ2ℝ gegeben durch  xyx 2 y2 und sei x0

y0∈ℝ2
.

Man zeige durch direkte Überprüfung der Definition von Differenzierbarkeit, daß f in x0

y0  

differenzierbar ist und daß für Ableitung gilt: Df x0

y0=2 x0 ,2 y0 . Man schreibe also 

f  xy= f x0

y02 x0 , 2 y0⋅ x−x0

y− y0rxy und zeige, daß lim
x , yx0 , y0 
x , y≠ x0 , y0 

1
x− x0

2 y− y0
2
r xy=0

Zu zeigen ist (ich gehe aus typographischen Gründen zu einer Zeilenvektorschreibweise über):

∀ ε0∃0 ∀ x , y∈ℝ :x≠ x0 oder y≠ y0und∥ x−x0 , y− y0∥ ⇒
∣r  x , y∣

∥x− x0 , y− y0∥
ε .

Dies ist offenbar äquivalent zu 
∀ ε0∃0 ∀ x , y∈ℝ: ∥ x−x0 , y− y0∥ ⇒ ∣r x , y ∣  ε∥x− x0 , y− y0∥ .

Nun ist

 

∣r x , y ∣=∣ f x , y − f x0 , y0−Df x0 , y0x− x0 , y− y0∣=
∣x2− y2−x0

2− y0
2−2 x0x−x0−2 y0 y− y0∣∣x

2− x0
2−2 x0 x−x0∣∣y

2− y0
2−2 y0 y− y0∣

∣xx0x−x0−2 x0 x−x0∣∣ y y0 y− y0−2 y0 y− y0∣=
∣x−x0x−x0∣∣ y− y0y− y0∣=∣x−x0∣∣x−x0∣∣y− y0∣∣y− y0∣
∣x− x0∣∥x−x0 , y− y0∥∣y− y0∣∥x−x0 , y− y0∥=∣x−x0∣∣y− y0∣∥x− x0 , y− y0∥

Beim letzten   in der vorletzten Zeile wurde benutzt, daß ∣a∣a2a2b2=∥a ,b∥ .

Ist nun ∥x−x0 , y− y0∥=x− x0
2 y− y0

2 ε
2 , so folgt ∣x− x0∣

ε
2 und ∣y− y0∣

ε
2 , also 

∣x− x0∣∣y− y0∣ε .

Wählen wir nun = ε
2 , so folgt für ∥x−x0 ,  y− y0∥ , daß ∣r x , y ∣ε∥x− x0 , y− y0∥  .

Was zu beweisen war.


