Die Dimension eines Vektorraums
Sei K ein kommutativer Korper und V ein K-Vektorraum.

Falls V eine endliche Basis v, , ..., v, besitzt, definiert man die Dimension von V' (iiber K) als die
Anzahl der Elemente dieser Basis und schreibt dim, V' =n ,

Damit dies Sinn macht, muf} gezeigt werden, dal3 verschiedene Basen von V dieselbe Elementezahl
besitzen. Einen Beweis fiihren wir auf der nichsten Seite.

Man setzt dim, V" =00, falls V" keine endliche Basis besitzt, und dim, /=0, wenn V' nur aus einem
Element (Punkt) besteht.

Ist dim V' <00 | 50 nennt man ¥ (iiber K) endlichdimensional, sonst unendlichdimensional.
Ist n€IN | so ist dim K"=n .

Ist dim, V' =n<o  so gibt es einen Vektorraumisomorphismus ¢: K" — 7. Man nehme dazu
einfach eine Basis V;,...,V, von ¥ und setze @(e;)=v;. Wir haben gelernt, daB ein Vektorraum-
homomorphismus durch Vorgabe der Werte auf einer Basis eindeutig gegeben wird. Analog wird
durch ¢ (v;)=¢; ein Homomorphismus ¢ : ¥V — K" definiert. Da @ oy und o auf einer Basis mit
der Identitit iibereinstimmen, hat man @ cyw=1id,, ¢ °c@=1d . . Damit ist ¢ injektiv und surjektiv
und daher ein Isomorphismus.

Der Begriff der Dimension ist invariant unter Vektorraumisomorphismen, d.h. sind V,W
K-Vektorrdume und ist ¢ : ¥ — W ein Vektorraumisomorphismus, gilt dim, V' =dim "
Ein Isomorphismus bildet ndmlich eine Basis auf eine Basis ab.

Ist U <V ein Untervektorraum, d.h. ist U eine additive Untergruppe von ¥ und gilt
VAeKVxeU: AxeU,soistdim U <dim, V', [st dimyV <oo 5o istdim, U =dim,V
gleichbedeutend mit U=V".

Diese wichtige Aussage beweisen wir am Schlufl des Kapitels.

Bemerkungen:
Bei der Dimension kommt es wesentlich auf den Korper an:

Beispiclsweise hatten wir ja definiert C=IRXIR . Damit ist C als Vektorraum iiber C natiirlich
eindimensional und 1=~(1,0) ist Basis von C iiber C, aber als Vektorraum iiber IR
zweidimensional, und (1,0) und (0,1) sind Basis von C iiber R.

IR ist als Vektorraum iiber sich selbst eindimensional mit 1 als Basis, als Vektorraum iiber Q
dagegen unendlichdimensional: ein endlichdimensionaler Q -Vektorraum ist ndmlich isomorph zu
und damit bijektiv abbildbar auf Q" , also abzéhlbar; weil IR liberabzéhlbar ist, kann IR demnach
kein endlichdimensionaler Vektorraum iiber Q sein.

Im tibrigen ist jeder Korper E ein Vektorraum {iber jedem Unterkdrper K C £ : Ist A€ Kund xEE,
so ist ja auch A€ E und man kann in £ das Produkt A x bilden und hat damit eine Multiplikation mit
»Skalaren K X E— E . Und so ist eben IR ein Vektorraum tiber Q oder C ein Vektorraum tiber IR .
Ein Vektorraum iiber E ist auch automatisch ein Vektorraum iiber K . Ist dim, V'=n und

dimy E=k  soistdimy V' =nk (Ubungsaufgabe!)



Beweise:
1. Es soll gezeigt werden:

Sind v,,...,v,, w,,...,w, Basen von V', so ist m=n .

no

Die Beweisidee ist jetzt folgende:
Sei o0BdA n<m . Man tauscht die Basiselemente v, der ersten Basis nacheinander gegen geeignete

Basiselemente W, (; der zweiten Basis aus, unter Beibehaltung der Basiseigenschaft. Zum Schluf3
hat man dann W (y),---, W, (,) als Basis.

Wire jetzt n<m , so konnte jedes verbleibende Element der zweiten Basis als Linearkombination
der w,; geschrieben werden; dies wiirde bedeuten, daB w,...,w,, gar nicht linear unabhiangig
sind.

Also mull m=n gelten.

Hier nun der Austauschprozel3:

Nehmen wir an, Wq(1y, > Wo—1)» Vi»--+» V, sel Basis, wir hitten also schon (k-1) Elemente
ausgetauscht. Dabei lassen wir den Fall £=1 zu, was bedeuten soll, da3 man noch am Beginn der
Austauschaktion steht, also noch von v,,..., v, ausgeht.

Es soll gezeigt werden, daf3 ein Basiselement W) gewdhlt werden kann, so daf3 auch

Wo)s-oos Woe)» Vir1,--+» V,, eine Basis ist. Dabei wird der Fall k&=n mit betrachtet, bei dem man am
Ende des Austauschprozesses steht und W (), ---» W, (,) als Basis erhilt.

Diejenigen Basiselemente der zweiten Basis, die noch nicht unter Wy, ---» W, 1) vorkommen,
bezeichnen wir kurzerhand mit W4, ---» We () .

Jedes der W, 1dBt sich als Linearkombination der Wy (1), +-+» Wo(k~1)» Vi »--+» V, schreiben. Dabei

muf} es mindestens ein W ;) geben, fiir das der zugehorige Linearkoeffizient von v, von Null ver-
schieden ist. Anderenfalls lieen sich ja alle W als Linearkombinationen bereits der (n-1)-elemen-
tigen Menge Wy (1)s--+» Wok—1)» Vi+1----» V,, darstellen. Der Vektor v, 148t sich nicht als Linear-
kombination aus Wg(1)s--+> Wo(k—1)> Vk+1---+» Y, schreiben, sonst wire Wy (1)s -+ Wo =1y Vir o> Vy
nicht linear unabhéngig. v, ist aber eine Linearkombination der W ;, die ja eine Basis bilden; wenn
nun alle w; Linearkombination von Wy (1), +++» We (s —1)» Vi 415 -+ V, Wiiren, dann auch v .

Wir nehmen daher ohne Beschriankung der Allgemeinheit an, daB3 in der Darstellung

k—1 n
*) Wr(k)zz HyWo ot H Vit Z H;v;
i=1 J=k+1

der Koeftizient y, nicht verschwindet.
Wir setzen nun o (k)=T (k) und zeigen, daB W,(1)>--+» Wo()» Vis1»--+» V,, Basis von V ist.

1. Lineare Unabhingigkeit:
Nehmen wir an, Wy (1), > Wox)» Vi1 --+» V, seien nicht linear unabhéngig.



k-1 n
Dann gibt es eine Darstellung  (**) OZZ KW, KWt Z KV,

j=1 j=k+1
bei der nicht alle Linearkoeffizienten verschwinden. Insbesondere mufl dann k; #0 sein. Wire
namlich k; =0 , so miiiten wegen der linearen Unabhdngigkeit von W (1), ---s Wo 1) Vii15 -5V,

auch die iibrigen Koeffizienten Null sein. Setzen wir (*) in (**) ein, so ergibt sich

k—1 n n
O:ZKA/WWWKk z“.fwa(A/)jL“kajL Z MV, |t Z K;v,;=

j=1 j=1 j=k+1 J=k+1

(KK )Wy F K vt > (K HK;)v;

j=1 j=k+1

Hier wird also die Null als Linearkombination der Basis Wy (1), +-+» Wo—1)> Vi ---» V, dargestellt.
Daher sind alle Linearkoeffizienten Null; insbesondere ist k; ;=0 und damit k, =0 oder u;=0.
Beides war aber vorher ausgeschlossen: also ist Ws(1)»--+» W (k)» Vi+1----» V, doch linear unabhingig.
2. Woiiyreos Woik)r Vis1o -+ V, ist Erzeugendensystem.

Wir brauchen nur zu zeigen, daf3 sich v, aus diesen Elementen erzeugen 143t. Dann lassen sich
Woityreoos Woe—1)» Vi»-++» V, €rzeugen, und diese Vektoren sind bereits als Basis und damit als

Erzeugendensystem bekannt. Wenn sich aber alle Vektoren eines Erzeugendensystems erzeugen
lassen, dann jeder Vektor.

Wir schreiben dazu die Gleichung (*) um:
k=1 n
J— -1 -1 -1
V= 2 (=) () gt 2 (),
j=1 j=k+1
Dies ist aber genau eine Darstellung von v, als Linearkombination aus Wy (1), Wo()s V1o Vo

2. Sei U <V ein Teilraum und V endlichdimensional. Dann ist dim U <dim V. Im Falle
dim U= dim Vist U=V.

Wir fithren jetzt einen Induktionsbeweis iiber die Dimension von V.

Ist ¥ nulldimensional, so ist definitionsgemaB ¥ ={0} . Damit ist auch U={0} . Man hat also
0=dim U=dim V' und U=V

Wir gehen jetzt davon aus, unsere Aussage sei bereits bewiesen jeden beliebigen
(n-1)-dimensionalen Raum V', dabei wird ausdriicklich der eben bewiesene Grenzfall n=1
mitbedacht. Es soll gezeigt werden, daf3 sie dann auch fiir jeden n-dimensionalen Raum gilt.

Seialson=1 und Vv,,...,V, eine Basis von V. und dim V=n .
Ist U=[0} , so ist 0=dim U < dim ¥ =n , und es braucht nichts weiter gezeigt zu werden.

Enthélt U einen Vektor w#0 , so haben wir eine eindeutige Darstellung w = z A;v; , bet der nicht
i=1
alle Linearkoeffizienten verschwinden; sei also oBdA A,#0 . Damit ergibt sich
n—1 n—1
v, = Z (=) v, 42 w= Z p;v,+uw . Entscheidend ist jetzt, dal auch v,,...,v,_;, W eine
i=1 i=1

Basis von V ist. Ahnliches kennen wir bereits aus dem vorigen Beweis.



a) Lineare Unabhéngigkeit:
n—1
Sei z K;v;+kw=0.Es ergibt sich
—1

Z)\l V,) Z (Ki+(K/\i))vi+K)\nvn.

i=1

0= ZKV+KW ZKV+K

Wir haben also eine Lmearkomblnatlon der Null aus der Basis v;,..., v, , d.h. alle
Linearkoeffizienten sind Null. Aus kA,=0 folgt k=0, und damit folgt aus «;+(kA,)=0, daB auch
alle k; gleich Null sind.

b) Erzeugendensystem
Sei x€V . Es gibt eine Darstellung von x

n n—1 n—1 n—1
x:Z Ki Vi:Z Kivi+Knvn:Z Kivi+Kn
i=1 i=1 i=1 =

Zuivl.+uw)zz (k4K u,)v+(k, pu)w
] i=1

n—1

als Linearkombination aus V,,...,V,_, U ..

Wir betrachten jetzt den eindimensionalen Unterraum W :=<w> Esist WcUc/V .

Damit ist offenbar auch U/W ein Unterraum von V/W .

Auch wissen wir bereits, da3 v,,...,v,_; Basis von V/W, dieser Raum also (n-1)-dimensional ist.
Lt. Voraussetzung wissen wir, dafl der Unterraum U/W von V/Weine Dimension kleiner oder gleich
m-1 besitzt, also eine Basis 4;,...,U,_, mitm<n .

Es 148t sich jetzt leicht zeigen, daBB u, ..., u,,_;, W eine Basis von U sein muB.

a) Lineare Unabhéngigkeit:
m—1

Sei z Ku,+kw=0.

m—1

Daraus folgt 0= ZKquKu ZKu—l—KW

m—1
Wegen ue€W ist =0, also haben wir 0= Z k;u; und wegen der Basiseigenschaft von
i=1

uy,...,u,; sind die k; gleich Null . Wegen w#0 muf} dann auch k ungleich Null sein.

b) Erzeugendensystem

m— m—1

Sei x€U. Zunichst gibt es eine Darstellung X= z Z Kk;u; . Dies bedeutet x — z K,u,EW .

i=1 i=1 i=1

Jeder Vektor in W 148t sich aber als skalares Vielfaches von w schreiben, also gibt es ein kK € K mit

—1 m—1

xX— ZKM—KW Dies heifit aber x= ZKM+KW

i=1 i=1

Es muB jetzt noch untersucht werden, dall im Falle m=n U=V gilt.
Lt. Voraussetzung wissen wir aber schon, dal dann U/W=V/W.

Seialso x€V . Dannist X€V/WcU/W . Nun ist U/WZ{U | uEU} ,dh.x=ufireinuel,
also x—ueWfireinu€lU ,also x=u-+kw fiir ein u€U und ein kEK . Weil aber weU , ist
auch x€U. Ingesamtalso: x€V=>x€U, d.h. VcU und damit U=V".



