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Three Semantics — One View

Operational

Denotationa

Programs

Axiomatic
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Denotationale Semantik — Motivation

» Operationale Semantik:

Eine Menge von Regeln, die einen Zustand und ein Programm in einen neuen Zustand
iiberfithren:

<C; 0> —Stmt O

» Denotationale Semantik:

Eine Menge von Regeln, die ein Programm in eine partielle Funktion von Zustand nach

. . Denotat
Zustand lberfiihren

[[c]]C:ZAZ
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Denotationale Semantik — Kompositionalitat

» Semantik von zusammengesetzten Ausdriicken durch Kombination der Semantiken der
Teilausdriicke
P> Bsp: Semantik einer Sequenz von Anweisungen durch Verkniipfung der Semantik der einzelnen

Anweisungen

» Operationale Semantik ist nicht kompositional:

> Semantik von Zeile (*) ergibt sich aus der Ableitung davor

= 3

_ . *

Y= Xi /() » Kann nicht unabhangig abgeleitet werden
z= X+ y;

» Denotationale Semantik ist kompositional.

» \Wesentlicher Baustein: partielle Funktionen
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Partielle Funktionen und ihre Graphen

» Der Graph einer partiellen Funktion f : X — Y ist eine Relation
grph(f) C X x Y £ {(x,f(x)) | x € dom(f)}

> Wir kénnen eine partielle Funktion durch ihren Graph definieren:
Definition (Partielle Funktion)

Eine partielle Funktion f : X — Y ist eine Relation f C X X Y so dass wenn (x,y;) € f
und (x, y2) € f dann y; = y» (Rechtseindeutigkeit)

» Wir benutzen beide Notationen, aber fiir die denotationale Semantik die Graph-Notation.

> Systemzustinde sind partielle Abbildungen ¥ £ Loc — Z (— letzte VL)
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Denotierende Funktionen (Denotate)

> Arithmetische Ausdriicke: a € Exp denotieren eine partielle Funktion ¥ — Z
» Boolsche Ausdriicke: b € Exp denotieren eine partielle Funktion ¥ — B

> Anweisungen: ¢ € Stmt denotieren eine partielle Funktion ¥ — ¥
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Denotat von arithmetischen Ausdrucken

[a]a:Exp — (X — Z)

[r]a ={(o,
[x]4 ={(o,
|[ao + al]]A {(U ng + n1) | (0’, no) S |Iao]]A A\ (U, n1) € |[al]]A}
[a0 — a1].a ={(o, no — m) | (o, o) € [a0].a A (0, m) € [ar] 4}
(
(

[nl) o€ X}
o(x))| o €X,x e€dom(o)}

[[ao*al]]A {U no*nl) | (0 no)E ﬂao]]A/\(O' nl)E [[al]]A}
Hao/al]]A {J no—nl)](a no)€|[ao]]A/\(O' n1)€|[al]]AAn17éO}
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Denotat von Boolschen Ausdriicken: Relationen

[a]s : Exp — (X — B)

[truels ={(o, true) | o € £}
[false]z ={(o, false) | o € £}
[a0 == a1]s ={(o, true) | o € X,(0,ng) € [ao].a, (o, m) € [a1].a,n0 = m}
U{(o, false) | o € X,(0,n0) € [ao]a, (c,m) € [a1].a, no # m}
[ao < a1]s ={(o, true) | o € ¥, (0, ng) € [ao] 4, (o, ) € [a1].a, no < m }
U{(o, false) | o € X,(0,n0) € [a0]a,(c,m) € [a1]a,no > n}
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Denotat von Boolschen Ausdriicken: Konnektive

[a]s : Exp — (X — B)

['blz = {(o,true) | o € X, (o, false) € [b]n}
U{(o, false) | o € ¥, (o, true) € [b]s}
[b1 && b2]|p = {(o,false) | o € X, (o, false) € [b1]B}
U{(o, t2) | o € X, (0, true) € [b1]s, (0, t2) € [b2]5}
[b1 ]| b2z = {(o,true)| o € X, (o, true) € [b1]s}
U{(o, t2) | o € X, (0, false) € [bi]s. (o, t2) € [b2]B}
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Kompositionalitat und Striktheit

Lemma (Partielle Funktion)

® [—]a ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.
® [—]5 ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.

» Beweis durch strukturelle Induktion Gber e.

» st [—]4 strikt?
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Kompositionalitat und Striktheit

Lemma (Partielle Funktion)

® [—]a ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.
® [—]5 ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.

» Beweis durch strukturelle Induktion Gber e.

» Ist [—].4 strikt? Ja — es werden immer alle Argumente ausgewertet.

> Ist [—] g strikt?
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Kompositionalitat und Striktheit

Lemma (Partielle Funktion)

® [—]a ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.
® [—]5 ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.

» Beweis durch strukturelle Induktion Gber e.

» Ist [—].4 strikt? Ja — es werden immer alle Argumente ausgewertet.

» Ist [—] g strikt? Natdirlich nicht:

» Sei [b1]s(0) = false, dann [by && bo]s(c) = [b1]s(o) = false

sSQ 12 [28]

QU



Kompositionalitat und Striktheit

Lemma (Partielle Funktion)
® [—]a ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.
® [—]5 ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.

Beweis durch strukturelle Induktion tber e.

Ist [—].4 strikt? Ja — es werden immer alle Argumente ausgewertet.

Sei [b1](c) = false, dann [b1 && by]s(0) = [b1]s(c) = false

>

>

» Ist [—] g strikt? Natdirlich nicht:

>

» Deshalb nicht [b1 && bo]s(c) = [bi]s(o) A [b2]5(0)

» Logische Operatoren miissen links nicht-strikt sein.
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Denotat von Stmt

SSQ

[lc :Stmt — (X — %)
[x = a]c ={(o,0[x+—n]) |c € ZA(0,n) € [a] 4}
[ci; e2lle =[ale o [e]e Komposition von Relationen
[nil]c =Ids Id .= {(0,0)|c € &}
[if (b) thency else ci]c ={(c,0") | (0, true) € [b]s A (0,0") € [co]c}
U{(c,0") | (o, false) € [b]s A (c,0") € [c1]c}
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Denotat von Stm

t

[lc :Stmt — (X — %)

[x = ale ={(o,0[x = n]) | c € EA(0,n) € [a] 4}

[if (b) thency e

Aber was ist

[while (b) c]c =

SSQ

[ci; e2lle =[ale o [e]e Komposition von Relationen
[nil]c =Ids Id .= {(0,0)|c € &}
Ise ci]c ={(o,0") | (0, true) € [b]s A (0,0") € [co]c}
U{(c,0") | (o, false) € [b]s A (c,0") € [c1]c}
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Denotat von Stmt

[lc :Stmt — (X — %)

Ix = ale ={(,0x = nl) | 0 € T A (0,1) € [ala}
[ci; e2lle =[ale o [e]e Komposition von Relationen
[nil]c =Ids Id .= {(0,0)|c € &}
[if (b) thency else ci]c ={(c,0") | (0, true) € [b]s A (0,0") € [co]c}
U{(c,0") | (o, false) € [b]s A (c,0") € [c1]c}

Aber was ist

[while (b) clc = {(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o [while (b) c]c}
U{(c,0) | (o, false) € [b]s}
ssQ 13 [28]
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Denotat von Stmt

[lc :Stmt — (X — %)

[x = alc ={(o,0[x+— n]) |oc € XA (0,n) € [a]a}
[c1; e2e =[eale o [e]e Komposition von Relationen
[nil]c =Idy Id = {(0,0)|0 € T}
[if (b) thency else ci]c ={(o,0’) | (0, true) € [b]s A (0,0") € [co]c}
U{(c,0") | (o, false) € [b]s A (c,0") € [a]c}

Aber was ist

[while (b) clc = {(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o [while (b) c]c}
U{(o,0) | (o, false) € [b]s}

Problem: rekursive Definition, Konstruktion iiber Fixpunkt.
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Equivalence of Semantics

» Fir alle c € Stmt, fiir alle Zustande o, 0

<C70> —Stmt OJ — (07 OJ) € I[C]]C

> Fir alle e € Exp, fiir alle Zustande o

(e,0) =g V< (0,v) € [e]a(v € Z)
(e,0) = Ep V<= (0,v) € [e]s(v € B)

» Beweis durch Induktion tber Struktur von e, ¢ und Ableitung von {(c,o) —simt o’
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Axiomatic Semantics
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Axiomatic Semantics: ldea

» What is calculated? E: }
while (c <= n) {
P p *x C;
¢ c + 1;
}
SSQ
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Axiomatic Semantics: ldea

p:
» What is calculated? p = n! c= 1:
» Why? How can we prove it? while (c <= n) {
p=pP *x C;
c=c+ 1;
}

SSQ 16 [28] QU



Axiomatic Semantics: ldea

» What is calculated? p = n!
» Why? How can we prove it?

» We need to calculate the state
symbolically.

$5Q 16 [28]

p:

= 1;

while (c <= n) {
p=pP *x C;
c=c+ 1;

}
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Axiomatic Semantics: ldea

p= 1;
> What is calculated? p = n! = 1:
» Why? How can we prove it? while (c <= n) {
» We need to calculate the state E z 2 :_ Cl’_
symbolically. } '

» Operational/denotional semantics not suitable for correctness proofs.
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Axiomatic Semantics: ldea

p= 1;
> What is calculated? p = n! = 1:
» Why? How can we prove it? while (c <= n) {
» We need to calculate the state E z 2 :_ Cl’_
symbolically. } '

» Operational/denotional semantics not suitable for correctness proofs.
» Basic principle:
@ Abstraction
@® State-dependent assertions
© Calculating validity of assertions by rules.
ssQ
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Foundations of Axiomatic Semantics

» Zusicherungen Ulber den Zustand

> Beispiele:
/1 (A) » (B): Hiergilt p=c=1
5: 1f > (D): Hier ist ¢ ist um eines groBer als der Wert
/7 (B) von ¢ an Punkt (C)
while (c <= n) { » Gesamtaussage: Wenn bei (A) der Wert von
//(C) n > 0 ist, dann ist bei (E) p = n!
p=p * C;
c=c + 1;
// (D)
}
// (E)

SSQ 17 [28] QU



Foundations of Axiomatic Semantics

/] (A)

p= 1;

c= 1;

// (B)

while (c <= n) {
/] (C)
p=p * C;
c=c + 1;

: // (D)
/1 (E)

SSQ

» Zusicherungen liber den Zustand

> Beispiele:
> (B): Hiergilt p=c=1
> (D): Hier ist ¢ ist um eines groBer als der Wert

von ¢ an Punkt (C)

» Gesamtaussage: Wenn bei (A) der Wert von
n > 0 ist, dann ist bei (E) p = n!

» Beobachtung:

» nist eine "'Eingabevariable"’, der Wert am
Anfang des Programmes (A) ist relevant;
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Foundations of Axiomatic Semantics

/] (A)

p= 1;

c= 1;

// (B)

while (c <= n) {
/] (C)
p=p * C;
c=c + 1;

: // (D)
// (E)

SSQ

» Zusicherungen liber den Zustand
> Beispiele:
> (B): Hiergilt p=c=1
> (D): Hier ist ¢ ist um eines groBer als der Wert
von ¢ an Punkt (C)

» Gesamtaussage: Wenn bei (A) der Wert von
n > 0 ist, dann ist bei (E) p = n!
» Beobachtung:
» nist eine "'Eingabevariable"’, der Wert am
Anfang des Programmes (A) ist relevant;

» pist eine "‘Ausgabevariable"’, der Wert am Ende
des Programmes (E) ist relevant;
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Foundations of Axiomatic Semantics

» Zusicherungen liber den Zustand
> Beispiele:

/1 (?) > (B): Hiergilt p=c=1
5: 1j > (D): Hier ist ¢ ist um eines groBer als der Wert
/7 (B) von ¢ an Punkt (C)
while (c <= n) { » Gesamtaussage: Wenn bei (A) der Wert von
//(C) n > 0 ist, dann ist bei (E) p = n!
pP= P Cl » Beobachtung:
;7 (CD)Jr ' » nist eine "'Eingabevariable"’, der Wert am
Anfang des Programmes (A) ist relevant;
// (E) » pist eine "‘Ausgabevariable"’, der Wert am Ende

des Programmes (E) ist relevant;
> c ist eine "'Arbeitsvariable"’, der Wert am Anfang
und Ende ist irrelevant
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Was berechnet dieses Programm?

/] (A)

"

= g

// (B)

while (c <=1vy) {
/1 (C)

X= 2%X;
c= c+1;
// (D)

}
// (E)

SSQ

Betrachtet nebenstehendes Programm.
Analog zu dem Beispiel auf der vorherigen Folie:

® Was berechnet das Programm?

® Welches sind "'Eingabevariablen"’, welches
"*Ausgabevariablen"’, welches sind "‘Arbeitsvariablen"'?

©® Welche Zusicherungen und Zusammenhange gelten zwischen
den Variablen an den Punkten (A) bis (E)?
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Towards Axiomatic Semantics

> Kern der Floyd-Hore-Logik sind zustandsabhangige Aussagen
P> Aber: wie kdnnen wir Aussagen jenseits des Zustandes treffen?

» Einfaches Beispiel:

x = x+ 1; » Der Wert von x wird um 1 erhoht

» Der Wert von x ist hinterher groBer als vorher

SSQ 19 [28] QU



Towards Axiomatic Semantics

> Kern der Floyd-Hore-Logik sind zustandsabhangige Aussagen
P> Aber: wie kdnnen wir Aussagen jenseits des Zustandes treffen?

» Einfaches Beispiel:

x = x+ 1; » Der Wert von x wird um 1 erhoht

» Der Wert von x ist hinterher groBer als vorher

> Wir benétigen zustandsfreie Aussagen, um von Zustanden unabhingig vergleichen zu
kénnen.

» Die Logik abstrahiert den Effekt von Programmen.
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Basic Building Blocks

» Logische Variablen (zustandsfrei) und Programmvariablen (zustandsabhangig)

» Zusicherungen mit logischen und Programmvariablen
» Floyd-Hoare-Tripel {P} c{Q}
> Vorbedingung P (Zusicherung)

> Programm c¢

» Nachbedingung Q (Zusicherung)

» Floyd-Hoare-Logik abstrahiert von Programmen zu logischen Formeln.

$5Q 20 [28]
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Assertions

» Erweiterung von Exp durch

» Logische Variablen Var vi=NMLUVX Y, Z
» Definierte Funktionen und Pradikate nl,xY, ...
» Implikation und Quantoren by — bp,Vv.b,3v. b
» Formal:
Aexpv a:= Z|Ildt|Var|a;+ay|a1—ax|a1 xax|ai/a
| f(e1,...,en)
Assn b= true| false|a; =ap| a1 < a

"!b‘bl/\b2|b1\/b2
|b1—>b2\p(el,...,e,,)|Vv.b|3v.b

SSQ 21 [28] QU



Denotationale Semantik von Zusicherungen

» Erste Naherung: Funktion

[a].a : Aexpv — (X — Z)
[6]5 : Assn — (X — B)

» Konservative Erweiterung von [a] 4 : Exp — (X — Z)

> Aber: was ist mit den logischen Variablen?

SSQ 22 [28]
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Denotationale Semantik von Zusicherungen
» Erste Naherung: Funktion

[a].a : Aexpv — (X — Z)
[6]5 : Assn — (X — B)

» Konservative Erweiterung von [a] 4 : Exp — (X — Z)

> Aber: was ist mit den logischen Variablen?

» Zusatzlicher Parameter Belegung der logischen Variablen / : Var — Z

[a].a : Aexpv — (Var — Z) — (X — Z)
[b]s : Assn — (Var — Z) — (X — B)

> Bemerkung: /: Var — Z ist immer eine totale Funktion im Gegensatz zu einem Zustand.
SSQ
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Denotat von Exp

[a]a:Exp — (X — Z)

[n].a ={(o

[x]a ={(o

[ao + a1].a ={(o, no + m) | (o, no) € [ao]a A (o, m) € [a1] 4}

[a0 — a1]a ={(o, no — n1) | (o, m0) € [a0]u A (o, m) € [ar] 4}

[0 * a1].a ={(o, no x m) | (o, n0) € [a0]a A (0, m) € [ar].a}
( ) | (o, no) (o, m)

Hao/al]]A {ano—n1 , N El[ao]]A/\ o,m El[alllA/\Iu#O}

[nl) o€ X}
o(x))| o €X,x e€dom(o)}
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Denotat von Aexpv

[a] 4 : Aexpv — (Var — Z) —»— (X — Z)
Sei | : Var — Z eine beliebige Belegung

[l ={(o,[n]) | o € £}
[xIls ={(0,0(x)) | o € £, x € dom(0)}
[a0 + a1lls ={(o, no + m) | (0, mo) € [a0]ls A (o, m) € [ar]ls}
[0 — a1lls ={(0, 0 — m) | (0, mo) € [a0]4 A (o, m) € [anls}
[a0 * a1)ls ={(0, no x m) | (o, mo) € [a0]a A (0, m) € [ar]la}
[ao/a1la! ={(0, no <+ m) | (o, mo) € [a0]s A (,m) € [ar]la A m # 0}
(o,

[XI4 ={(0, /(X)) o € £, X € V}
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Erfiillung von Zusicherungen

» Wann gilt eine Zusicherung b € Assn in einem Zustand o7

> Auswertung (denotationale Semantik) ergibt true

> Belegung ist zusatzlicher Parameter

Erfilltheit von Zusicherungen

b € Assn ist in Zustand o mit Belegung / erfiillt (o =/ b), gdw

[b]s(0) = true

$5Q 25 28]
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Floyd-Hoare-Tripel

Partielle Korrektheit (= {P} c{Q})

{P} c{Q} ist partiell korrekt, wenn fiir all Belegungen / und alle Zustande o, die P
erfiillen, gilt: wenn die Ausfithrung von ¢ mit ¢ in einem Zustand 7 terminiert, dann erfillt

T mit Belegung / Q.
= {P}c{Q} = VIVo.o = PAIr.(0,7) ec]e — T E' Q

» Gleiche Belegung der logischen Variablen in P und Q erlaubt Vergleich zwischen
Zustanden

Totale Korrektheit (= [P] c[Q])

[P] c[Q)] ist total korrekt, wenn fiir all Belegungen / und alle Zustande o, die P erfiillen, die

Ausfiihrung von ¢ mit o in einem Zustand 7 terminiert, und 7 mit der Belegung / erfillt Q.

=[Pl c[Q <= VIVo.ol=' P —3r.(0,7) e[cenTE Q
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Beispiele

> Folgendes gilt:

SSQ

= {true} while(1){ } {true}
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Beispiele

> Folgendes gilt:

» Folgendes gilt nicht:

SSQ

= {true} while(1){ } {true}

= [true] while(1){ } [true]
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Beispiele

> Folgendes gilt:

= {true} while(1){ } {true}

» Folgendes gilt nicht:
= [true] while(1){ } [true]

> Folgende gelten:

= {false} while (true) nil {true}
= [false] while (true) nil [true]

Wegen ex falso quodlibet: false — ¢

$5Q 27 28]
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Giiltigkeit und Herleitbarkeit

» Semantische Giiltigkeit: = {P} c{Q}

» Definiert durch denotationale Semantik:
={P}c{Q} = VIVo.o = PAIT.(0,7) € [cle — 7 =' Q

» Problem: missten Semantik von ¢ ausrechnen

$5Q 28 [28]
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Giiltigkeit und Herleitbarkeit

» Semantische Giiltigkeit: = {P} c{Q}
» Definiert durch denotationale Semantik:
E{P}c{Q} <= VIVo.oc = PAIr.(0,7) € [c]e — TE'Q
» Problem: miissten Semantik von ¢ ausrechnen

» Syntaktische Herleitbarkeit: - {P} c{Q}

» Durch Regeln definiert
» Kann hergeleitet werden

P> Muss korrekt beziiglich semantischer Giiltigkeit gezeigt werden

» Generelles Vorgehen in der Logik — nachste Vorlesung
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