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e \erifikation: Wann ist ein Programm korrekt?

e Beweis: Wie beweisen wir Korrektheit und andere Eigenschaften?

e [Techniken:

o Vollstandige Induktion
o Strukturelle Induktion

o Fixpunktinduktion

e Beispiele, und langeres Fallbeispiel: mergesort
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Rekursive Definition, induktiver Bewels

e Definition ist rekursiv

o Basisfall (leere Liste)

o Rekursion (x:xs)

rev :: [a]l-> [al
rev [] = []
rev (x:xs) = rev xs++ [x]

o Reduktion der Eingabe (vom grof3eren aufs kleinere)

e Beweis durch Induktion

o Schlu3 vom kleineren aufs grof3ere
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Beweis durch vollstandige Induktion

Zu zeigen:
Far alle natUrlichen Zahlen x gilt P(x).

Bewels:

e Induktionsbasis: P(0)
¢ Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung P(x), zu zeigen P(x + 1).
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Bewels durch strukturelle Induktion

Zu zeigen:
Far alle (endlichen) Listen zs gilt P(xs)

Bewels:

e Induktionsbasis: P(|])
¢ Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung P(xs), zu zeigen P(x : xs)
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Ein einfaches Beispiel

ZU zeigen:
Vs ys. len (zs ++ ys) = len zs + len ys

Beweis: Induktion Uber zs.

¢ Induktionsbasis: zs = ||
len||+1lenys = 0+ len ys
— len ys
= len ([] ++ys)
e Induktionsschritt:
Voraussetzung: len zs + len ys = len (s ++ ys), dann

len(z:2s)+1lenys = 1+ lenzs+ lenys (Def. von len)
= 1+ len (zs ++ ys) (Ind.vor.)
= len (x: xs ++ ys) (Def. von len)
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Noch ein Beispiel

ZU zeigen:
Vs ys.rev (xs ++ ys) = rev ys ++ rev s

Beweis: Induktion Uber zs.

e Induktionsbasis:
rev (|| ++ys) = revys
= rev ys ++rev ||
e Induktionsschritt:
Voraussetzung ist rev (zs ++ ys) = rev ys ++ rev xs, dann
rev (x:xs++ys) = rev (s ++ys)++ 1] (Def. von rev)
= (rev ys ++rev xs) ++ x| (Ind.vor.)
= rev ys ++ (rev s ++ [z]) (++ assoziativ)
(

= revys ++rev (z : xs) Def. von rev)
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Strukturelle Induktion Gber anderen Datentypen

Gegeben binare Baume:

data Tree a = Mt | T (Tree a) a (Tree a)

Zu zeigen:
Far alle (endlichen) Baume ¢ gilt P(t)

Beweils:

e Induktionsbasis: P(Mt)
¢ Induktionsschritt:

Voraussetzung P(s), P(t), zu zeigen P(T s a t).
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Ein einfaches Beispiel

Gegeben: map fir Baume:

fmap :: (a-> b)-> Tree a-> Tree b
fmap £ Mt = Mt
fmap £ (T s ab) =T (fmap £ s) (f a) (fmap f t)

Sowie Aufzahlung der Knoten:

inorder :: Tree a-> [a]
inorder Mt = []
inorder (T s a b) = inorder s ++ [a] ++ inorder t
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Ein einfaches Beispiel

Behauptung: inorder (fmap f t) = map f (inorder t)
Bewels:
e Induktionsbasis:

inorder (fmap f Mt) = inorder Mt [l = map f (inorder Mt)

e Induktionsschritt:

inorder (fmap f (T s a t)

inorder (T (fmap f s) (f a) (fmap f t))

= inorder (fmap f s) ++ [f a] ++ inorder (fmap f t)
= —— Nach Induktionssvoraussetzung

map f (inorder s) ++ [f a] ++ map f (inorder t)
—- Nach Lemma, und [f a] = map f [a]

map f (inorder s ++ [a] ++ inorder t)

map f (inorder (T s a t))
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Fixpunktinduktion

Gegeben: allgemein rekursive Definition

fr=F FE enthalt rekursiven Aufruf f ¢
Zu zeigen: Vz. P(f x)

Beweis: Annahme P(ft), zu zeigen: P(F).

e ZU zeigen: ein Rekursionsschritt erhalt P

e Ein Fall fir jede rekursive Gleichung.

e Induktionsverankerung: nichtrekursive Gleichungen.

Fallbeispiel: Verifikation von Mergesort
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