Einflihrung in die Formale Logik

Vorlesung 16 vom 08.06.23
Pradikatenlogik 1V

22:43:01 2023-06-21

Serge Autexier, Christoph Lith
Universitat Bremen

Sommersemester 2023

1[12]

D U



Skolem-Normalform

Theorem

Zu jeder o-Formel ) 1aBt sich eine T-Formel ¢ mit o C T konstruieren, so dass gilt:

@ p=Vx..... Vxn.o' und ¢’ ist quantorenfrei

i N
@ Zu jedem Modell 2 von 1 existiert eine Struktur ', welche Modell von ¢ ist.

Beweis.

@ Konstruktion von ¢ durch Skolemisierung

@ Beweis = — ¢

@ Zu jedem Modell von 1) existiert ein Modell, welches Modell von ¢ ist.
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Skolemisierung

» Skolemfunktion muss einzig sein, damit man die Interpretation frei wahlen kann

> Folge:

» Pro Existenzquantor, der skolemisiert wird ein eindeutiges, neues Funktionssymbol

> Gilt insbesondere auch bei Skolemisierung von Formelmengen
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Ubung

Zu jeder der folgenden Formeln gebt eine skolemisierte Formel anderen
» 3n.¥Ym.n # s(m)

> Ix.R(x,x) V IxVy.(=R(x,y) V (R(y,y) V Vy.=R(y, x))))

> Vy Vx.(-R(x,y) V3z.=(S5(x,z) — R(y,y)))
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Skolemisierung

» Skolemisierung einer Formelmenge ¢ zu ¢’
» Implikation gilt von rechts nach links: ¢’ = ®
» Von links nach rechts bleibt ‘nur’ Erfiillbarkeit erhalten

» Wenn ® erfiillbar, dann ist auch &’ erfiillbar
» Was kénnen wir damit machen?

Logik 5 [12]

i U



Skolemisierung

» Skolemisierung einer Formelmenge ¢ zu ¢’

» Implikation gilt von rechts nach links: ¢’ = ®

» Von links nach rechts bleibt ‘nur’ Erfiillbarkeit erhalten
» Wenn ® erfiillbar, dann ist auch &’ erfiillbar
» Was konnen wir damit machen?

» Wenn wir &’ als wahr beweisen sagt uns das nichts tiber ®
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Skolemisierung

» Skolemisierung einer Formelmenge ¢ zu ¢’

» Implikation gilt von rechts nach links: ¢’ = ®
» Von links nach rechts bleibt ‘nur’ Erfiillbarkeit erhalten

» Wenn ® erfiillbar, dann ist auch &’ erfiillbar
» Was kénnen wir damit machen?

» Wenn wir &’ als wahr beweisen sagt uns das nichts tiber ®

» Wenn wir &' wiederlegen (unerfiillbar), dann ist auch ¢
unerfiillbar
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Skolemisierung

» Skolemisierung einer Formelmenge ¢ zu ¢’

» Implikation gilt von rechts nach links: ¢’ = ®
» Von links nach rechts bleibt ‘nur’ Erfiillbarkeit erhalten

» Wenn ® erfiillbar, dann ist auch &’ erfiillbar
» Was kénnen wir damit machen?

» Wenn wir &’ als wahr beweisen sagt uns das nichts tiber ®

» Wenn wir &' wiederlegen (unerfiillbar), dann ist auch ¢
unerfiillbar
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Umformungen

Formelmenge

PNF . .
<= Formelmengen in Pranexnormalform {Qixi.Q2x2. ... Qnxn.0}
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Umformungen

Formelmenge
PNF . .
<= Formelmengen in Pranexnormalform {Qix1.Q2x. . .. Qpnxn.0}

MNE Formelmenge in PNF und NNF {Q1x1.Q2x2. ... Qnxn.NNF}
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Umformungen

Formelmenge
2NE Formelmengen in Pranexnormalform {Qixi.@Qaxa. ... Qpxn.0}
MNVE Formelmenge in PNF und NNF {Q1x1.Q2x2. . .. Qnxn,.NNF}

Sko,em:isLeMHg Skolemisierte Formelmenge in PNF und NNF {Vx;.Vxz. ... Vx,.NNF}
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Umformungen

Formelmenge

PNF . .
<= Formelmengen in Pranexnormalform {Qix1.@Q2x2. ... Qpnxn.0}

ANE Formelmenge in PNF und NNF {Q1x1.Q2x2. ... Qnxn.NNF}

Sko,egerung Skolemisierte Formelmenge in PNF und NNF {Vx;.Vx,....Vx,.NNF}

DML Siolemisierte Formelmenge in PNF und DNF {¥x;.¥xo. . .. Vx,.DNF}
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Umformungen

Formelmenge

ENE Formelmengen in Pranexnormalform {Qixi.@Q2x2. ... Qnxn.0}
YV Formelmenge in PNF und NNF {Qx1. Q2. - . . Quxp.NNF}
Sko,egemng Skolemisierte Formelmenge in PNF und NNF {V¥x;.Vxy....Vx,.NNF}
DY Skolemisierte Formelmenge in PNF und DNF {¥x;.Vxo. . . . Vx,.DNF}

Distr. é”ber A Menge von V-quantifizierten, skolemisierten Disjunktionen
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Ubung

Uberfiihrt folgende Formeln in V-quantifizierte, skolemisierte Disjunktionen (DNF)
® (Ix.A(x)) — Ix.Ty.B(x) A C(x,y)

® (Vx.A(x)) — Ix.Ty.B(x) A C(x,y)

© Vx.Vy.(3z.A(x,y,z) V (Ju.C(x,u)) — Iv.(C(x, v) A B(v, z)))
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Resolution fiir AL — Erinnerung

Logik

AV P -PVB

N

AV B
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Resolution fur FO ?

Vx,y,z.A(f(x,y)) V P(g(z,y))

Vy,z.=P(g(z,y)) v B(h(0))

/

Vx,y,z.A(f(x,y)) vV B(h(0))
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Resolution fur FO ?

Vx,y,zA(f(x,y)) vV P(g(z,y))

27229x, y. A(f(x, y)) V B(h(0))???
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Vv, w.=P(g(w,v))V B(h(0))
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Resolution fur FO ?

Vx,y,2.A(f(x,y)) V P(g(z, h(y)))

229x, y. A(f(x, y)) V B(h(0))???
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Vv, w.=P(g(h(w),v)) V B(
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FO Klausel

Definition (Klauselmenge)
Sei ® eine Menge von Formeln. Bilde aus A ® mittels PNF, NNF und Skolemisierung eine

Formel der Form

(Vi Y VYA A (R X Ly LRm)

so dass alle LJ,: Literale sind.
Dann sind die Mengen {L}, ..., Lf-("} eine Menge von FO-Klauseln zu ®.

Anmerkung:
» Die Variablen in den Kauseln sind voneinander unabhéangig, da V-quantifiziert.

» D.h. Variablen mit dem selben Namen in unterschiedlichen Klauseln sind ungleiche

Variablen.
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