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Kapitel 1

Aussagenlogik

Vorlesung vom 11.04.2023: Aussagenlogik 1

1.1 Logische Systeme

Definition 1.1 Ein logisches System besteht aus:

(1) einer formalen Sprache (Syntax) mit einem Alphabet von Zeichen, und Regeln, die daraus erlaubte
Worte (Formeln) bilden;

(2) einer Semantik, welche Formeln eine Bedeutung zuordnet;

(3) Schlussregeln, welche ein oder mehrere Formeln in eine andere Formel umformen.

Am Anfang werden alle unsere Formeln entweder wahr (1) oder falsch (0) sein; spiter werden wir das
etwas aufweichen.

Beispiele fiir logische Systeme: Programmiersprachen?

1.2 Aussagen

Aussagenlogik beruht auf atomaren Aussagen, die wir mit Konnektiven zu komplexeren Formeln kombi-
nieren.

Definition 1.2 Eine (logische) Aussage ist etwas, was entweder wahr oder falsch sein kann. Eine logische
Aussage ist atomar, wenn sie nicht in weitere Aussagen zerlegt werden kann.

Welches der folgenden sind Aussagen? Welche sind atomar?

(1) Sidugetiere sind Warmbliiter.

Atomare Aussage (1).
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(2) Die Sonne umkreist die Erde.
Atomare Aussage (0)

(3) Jede Sekunde verbrennt die Sonne 4 Millionen Tonnen ihrer Masse zu Energie.

Atomare Aussage (1, anscheinend)

(4) Fiete ist groBer als Kalle.

Atomare Aussage
(5) Kalle ist kleiner als Fiete.

Atomare Aussage, (fast) dquivalent zu der davor.
(6) Ist Fiete schlauer als Kalle?

Keine Aussage— keine Wahrheitswert.

(7) Kalle hat doch gar kein Auto.

Atomare Aussage.

(8) Kalle hat doch gar kein Auto?

Aussage wird zur Frage — keine Aussage.

(€))

Atomare Aussage, formal hingeschrieben.

(10) Geschwindigkeit ist die Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit.

Atomare Aussage. Definition.

(11) Bitte nicht bewegen.

Keine Aussage

(12) Kalle kommt mit und Fiete kommt mit.

Komplexe Aussage.

(13) Kalle und Fiete kommen mit.

Komplexe Aussage.

(14) Fiete kommt mit, wenn Kalle auch kommt.

Komplexe Aussage.

(15) Kommen Kalle oder Fiete mit?

Keine Aussage

(16) Sie kommen nicht mit.

Wer sind sie? Aussage mit einer Variablen.

(17) Kalle und Fiete heiraten.

Aussage. Mehrdeutig — wenn sei einander heiraten atomar, sonst komplex.

_5__
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(18) Der Konig ist tot, lang lebe der Konig!

Der erste Teil ist eine atomare Aussage, der zweite Teil ist keine Aussage.

(19) Solange die Sonne scheint, regnet es nicht.

Komplexe Aussage.
(20) Wenn der Kuchen spricht schweigen die Kriimel.
Aussage, kann aber auch eine Aufforderung sein.

Folgendes sind also keine Aussagen:

* Fragen,
* Aufforderungen,

* Interjektionen (spontante Ausrufe).

Komplexe Aussagen werden aus atomaren Aussagen durch Konnektive verbunden. In den Aussagen ha-
ben wir verschiedene Konnektive:

* “und” (Konjunktion),
* “oder” (Disjunktion),
e “wenn...dann” (Implikation),

LEINT3

* “wenn”, “solange” (zeitliche Abfolge).
Umgangssprachliche Konnektive sind mehrdeutig. Hier noch ein paar Beispiele:

(1) Heinz fuhr weiter und fuhr einen Fulginger an.

(2) Heinz fuhr einen FuBginger an und fuhr weiter.

(3) Wenn ich das Fenster 6ffne haben wir Frischluft.

(4) Wenn ich das Fenster 6ffne kreist die Erde um die Sonne.

(5) Wenn die Sonne um die Erde kreist dann haben wir Frischluft.
(6) Hannes arbeitet, oder er ist in der Kneipe.

(7) Euclid war Grieche oder Mathematiker.

* In (1), (2) haben wir eine implizite zeitliche Ordnung.

* (3) ist ein kausaler Zusammenhang. (4) und (5) kommen uns widersinnig vor, (5) sogar falsch; (5)
konnte eine rhetorische Figur sein (“Wenn die Sonne um die Erde kreist dann bin ich Kaiser von
China!”).

* In (6) und (7) wird “oder” exklusiv gelesen; (6) erscheint richtig (es sei denn Hannes arbeitet in der
Gastronomie), (7) falsch.

Zusammenfassend hat natiirliche Sprache mehrere Probleme: sie ist mehrdeutig und enthilft oft versteckte
(implizite) Annahmen.
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1.3 Aussagenlogik

Aussagenlogik kombiniert atomare Aussage mit Konnektiven, die eine feste Bedeutung haben. Dabei
betrachten wir keine zeitlichen Ablauf oder sonstige Modalititen (das wire dann Temporallogik oder
Modallogik).

1.3.1 Sprache

Wir definieren erst unsere formale Sprache der Aussagenlogik:

Definition 1.3 Gegeben eine abzihlbar unendliche Menge P von atomaren Aussagen, dann ist Prop die
kleinste Menge so dass mit ¢,y € Prop:

P C Prop

1 € Prop

—¢ € Prop

O ANy € Prop
OV y € Prop

¢ — y € Prop

Einfacher geschrieben:

pu=q€P|L[-p|piAp2[pP1Vp2|pt— p2
Syntaktisch gelten folgende Prézedenzen: — vor A vor V vor —

Ubung 1.1 Wie sehen folgende Ausdriicke voll geklammert aus?

« ANBVC —CVX
« 2(BVC)AX VY
« A—>BV-CAD

1.3.2 Bedeutung

Was ist die Bedeutung einer aussagenlogischen Formal p € Prop? Sie ist entweder wahr oder falsch.
Wenn wir wahr mit 1 kodieren und falsch mit 0, dann ist B = {0, 1} die Menge aller boolschen Werte.
(Offensichtlich ist B C N.) Die Semantik ist dann eine Abbildung sem : Prop — B (die wir allerdings
mit “semantischen Klammern” [[-]] schreiben). Das ist nicht so ganz perfekt — was ist mit atomaren
Aussagen? Deren Bedeutung konnen wir festlegen; sie sind quasi Parameter der Bedeutungsfunktion —
wir wissen zwar, dass die Erde um die Sonne kreist, aber bspw. nicht ob Kalle oder Fieter grofer ist. (Wir
wissen ja nicht mal, wer die beiden sind.)

Wir definieren die Funktion induktiv iiber der Struktur von Prop. (Das ist wie in Haskell.) Dafiir benotigen
wir alle vier Konnektive eine Bedeutung.
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A0 1 vi0 1 -0 — |0 1
0[]0 O 010 1 011 0 |1 1
110 1 1|1 1 110 1 |10 1

Abbildung 1.1: Wahrheitstabellen fiir die vier Konnektive

Fiir A hei3t das beispielsweise, dass wir die Bedeutung von p A ¢ aus der Kombination der moglichen
Bedeutungen von p und ¢ definieren miissen. Fiir jeden der beiden ist dies entweder T oder L, was uns
zu vier Moglichkeiten fiihrt.

Die mogliche Bedeutung 146t sich schnell an der Aussage “Serge und Christoph sind in der Vorlesung.”
verdeutlichen:

Serge | Christoph | Serge und Christoph
da da da
nicht da da nicht da
da nicht da nicht da
nichtda | nicht da nicht da

Fiir die Disjunktion ergibt sich schnell eine dhnliche Tabelle:

Serge | Christoph | Serge oder Christoph
da da da
nicht da da da
da nicht da da
nicht da | nicht da nicht da

Die Negation iiberlassen wir dem geneigten Leser, aber was mit der Implikation? “Wenn Serge in der
Vorlesung ist, ist Christoph auch da.” Eine Wahrheitstabelle:

Serge | Christoph | Wenn Serge da ist, dann ist Christoph da
da da wahr
nicht da da ?
da nicht da falsch
nichtda | nichtda wahr

In allen Fillen ist der Wahrheitsgehalt evident, bis auf die zweite Zeile. Ist die Aussage jetzt wahr oder
nicht? Wir definieren sie in dem Fall als wahr — das koénnte man auch anders machen, aber so ist die
resultierende Theorie eleganter (Ableitungsregeln, Aquivalenzen, etc.).

Diese Wahrheitstabellen stellt man traditionellerweise etwas kompakter dar (vgl. Abb. [I.T).

Der Wahrheitswert einer beliebigen Formel ¢ € Prop ist abhéingig von den Wahrheitswerten der atomaren
Aussagen (Arome). Dazu miissen wir nicht alle Atome mit einem Wert belegen, sondern nur die in ¢
enthaltenen. Wir definieren:
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Definition 1.4 Sei ¢ € Prop eine Aussage, dann ist die Menge der in ¢ enthaltenen Atome induktiv defi-

niert als
atoms(q) = {q} (fiirq € P)
atoms(L) =0
atoms(—¢) = atoms(¢)
atoms(@ A y) = atoms(¢) U atoms(y)
atoms(¢ V ) = atoms(¢) Uatoms(y)
atoms(¢ — y) = atoms(¢) Uatoms(y)

Fiir eine Aussage ¢ € Prop ist eine Valuation oder Belegung (der Variablen) eine Funktion v : atoms(¢) —
B.

Definition 1.5 Fiir eine Formel ¢ € Prop und eine Belegung v : atoms(¢) — B ist der Wert [[¢]], von ¢
unter v induktiv definiert als

[Py =v(p) (fiir p€P)
[L], =0
[=¢]v =1—[9]
[¢ Awlly =min([9], [w].)
[ vyl =max([¢]y, [w])
0 wenn[¢]l,=1und[y],=0
[0 — vl = {1 e

Fiir eine gegebene Belegung v ist die Semantik eindeutig definiert, i.e. wenn v und w zwei Belegungen fiir
¢ sind und v(p) = w(p) fiir alle p € atoms(¢), dann ist [@], = [@]],.. Der Beweis erfolgt durch Induktion
iiber die Struktur von ¢.

Vorlesung vom 18.04.23: Aussagenlogik I1

Ubung 1.2 (Aufwirmiibung) Formalisiert folgende Aussagen. Welches sind die Atome, und wie sieht
die Formel ¢ € Prop aus?

“Wenn ich alle Ubungsbliitter abgebe und die Priifung bestehe bekomme ich den Schein. Wenn ich
keinen Schein habe, habe ich also entweder nicht alle Ubungsblitter abgegeben oder die Priifung
nicht bestanden.”

“Wenn es regnet, werde ich nafs. Wenn ich aber einen Schirm habe, dann werde ich nicht naf3, wenn
es regnet.”

“Wenn gegessen habe, bin ich satt, aber ich bin hungrig, also habe ich nicht gegessen.”

Sind diese Aussagen wahr? Was heif3t das?
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1.3.3 Tautologien
Damit kénnen wir jetzt dariiber reden, ob eine Formel (immer) “wahr” ist:

Definition 1.6 Gegeben eine Formel ¢ € Prop, dann ist ¢ eine Tautologie, wenn [@]), = 1 fiir alle Bele-
gungen v. Wir schreiben dafiir auch |= ¢, und sagen ¢ ist semantisch giiltig.

Ist eine Formel ¢ fiir keine Belegung erfiillt, ist sie unerfiillbar (oder ein Widerspruch). Wie man leicht
sieht, ist ¢ unerfiillbar gdw. ~¢ semantisch giiltig ist (weil [—¢], = 1 gdw. [phi]}, = 0). Dariiber hinaus
gibt es noch Formeln, die fiir einige, aber nicht alle Belegungen, erfiillbar sind.

Wie finden wir heraus, ob ¢ eine Tautologie ist? Das wird uns den Rest der Veranstaltung beschifti-
gen...aber eine erste, einfache Moglichkeit sind Wahrheitstabellen: wir zidhlen einfach alle moglichen
Belegungen auf.

Beispiele:
* AAB—A
A B|A N B — A
0O 0j0 0 0 1 O
0 110 0 1 1 0
1 01 0 0 1 1
O 11 1 1 1 1
* | — A (Ex falso quodlibet)
A0 — -A
010 1 1
110 0
* Gegenbeispiel: AVB — A
A B|/A V B — A
0O 00O O 0 1 O
0O 1{o 1 1 0 O
1 o1 1 0 1 1
O 11 1 1 1 1

* Lingeres Beispiel: (A — (B — C) — (AAB — C) (und umgekehrt)

A B ClA — B — () — (A AN B — 0
0 0 0] 0 1 0O 1 O 1 0 0 0 1 O
0 0 1] 0 1 0 1 1 1 00 0 1 1
01 0] 0 1 1 0 O 1 0 0 1 1 0
01 1] 0 1 I 1 1 1 0 0 1 1 1
1 0 0] 1 1 0 1 O 1 1 00 1 O
1 0 1 1 1 0o 1 1 1 1 0 0 1 1
1 1. 01 O 1 0 O 1 1 1.1 0 O
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Ubung 1.3 Weitere Beispiele als Aufgabe:

(1) AV —A (Tertium non datur, Satz des ausgeschlossenen Dritten)

— 10—
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(2) (-AVB) — (A —> B) und umgekehrt.

Diese Art von Beweisen skaliert ganz klar nicht: die Anzahl der moglichen Belegungen fiir eine Formel
¢ € Prop ist 2" mit n = |atoms(¢)|, d.h. die Anzahl der Atome in ¢. Exponentielles Wachstum fillt
immer unter “schlechte Nachrichten”, was irgendeine Art von Automatisierung im GroBeren betrifft.
(Wir werden spiter noch weiter iiber Aufwand reden.)

1.3.4 Semantische Folgerung

Definition 1.7 (Semantische Folgerung) Sei I' = {¢;,...,9,} eine Menge von Aussagen, und y eine
Aussage, dann ist T |= y gdw. folgendes gilt: fiir alle Valuationen v mit [¢1]], = 1,...,[@]ly = 1 ist auch

[[W]]v =1

Das folgende Theorem zeigt, dass semantische Folgerung und synaktische Implikation iibereinstimmen.
Das ist eine erste Aussage iiber den Zusammenhang von Syntax und Semantik:

Theorem 1.1 (Deduktionstheorem)

(1) pEygaw. ¢ —y
(2) E oAy gdw = ¢ und =y
B)TEwgdw. =0 A...NOy— ¥

Beweis. (1) und (2) folgen direkt aus der Definition von =. Wir zeigen (1):

¢ = vy <=fiir alle v: wenn [[¢]], = 1 dann [[y], =1
—fiir alle v: [¢ — ],
—=EFE¢—Vy

Aus (1) und (2) folgt direkt (3). O

Vorlesung vom 20.04.2023: Aussagenlogik 111

Ubung 1.4 (Aufwiirmiibung) Wir haben iiber das exklusive Oder schon gesprochen. Welche Wahrheits-
tabelle kann der entsprechende Operator \/ haben? Und wie kénnen wir ¢ \/ v mit den anderen Operato-
ren ausdriicken?

Uns fallt auf, dass beispielsweise A — B und A — B die gleiche Wahrheitstabelle haben. (Das gilt
fiir viele andere Aussagen.) Aus dieser Beobachtungen folgen mehrere Fragen:

+ Was heiBit das genau, insbesondere syntaktisch? Kénnen wir einen syntaktischen Aquivalenzope-
rator definieren?

» Konnen wir diesen Operator vielleicht benutzen, um durch Umformen wie in der Algebra Beweise
zu fiihren?

» Konnen wir die Implikation mit Hilfe der Negation und Disjunktion definieren, und welches sind
die wenigsten Operatoren, die wir eigentlich benotigen?
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1.3.5 Beweis durch Umformen

In der Algebra beweisen wir oft durch wiederholtes Umformen von Ausdriicken, wie man es in der Schule
lernt. Hier ein typischer Beweis:

¥ —8-x+12=0
¥ =2-4.x4+16—4=0

<~

= (x—4)2—4=0

— (x—4)> =4

— (x—4)=2V(x—4)=-2
= x=6Vx=2

Wann funktioniert dieser Beweis?

* Der wesentliche Schluss ist, das x = 6 oder x = 2 die Anfangsgleichung erfiillen. Damit das gilt,
muss die Relation <= transitiv sein.

* Wir rechnen vorwirts (von der Anfangsgleichung ausgehend), aber sind am Schluss riickwirts
interessiert (wenn x die berechneten Werte hat, dann ist es eine Losung); dazu muss die Relation
<= zwingend symmetrisch sein.

» Wir ersetzen innerhalb der Gleichungen, bspw. in dem 12 = 16 — 4 nutzen, die Assoziativitit der
Addition, die binomische Formel efc.. Dazu muss die Relation <= substitutiv sein, d.h. wenn
A <= B dann gilt auch A’ <= B’ wenn ich in A und B gleiches durch gleiches ersetzen.

1.3.6 Aquivalenz

Zuerst einmal definieren wir, was Aquivalenz iiberhaupt heiBt. Dazu fijhren wir den Operator <— ein:

Definition 1.8 (Aquivalenz) Die Aquivalenz ist definiert als

A<— Bgdw(A— B)AN(B—A)

Mit der Definition ergibt sich folgende Wahrheitstabelle:

+«~—— |0 1
0 1 0
1 0 1

Wir wollen jetzt zeigen, dass die Aquivalenz semantisch der Gleichheit entspricht.
Lemma 1.2 Fiir alle Belegungen v gilt:

[¢ «— wlv =1 gdw. [9], = [v]. (L.
Beweis. Zum Beweis nutzen wir folgende Gleichung. Fiir alle Belegungen v gilt namlich auch:

[¢ — vl =1 gdw. [¢], <[], (1.2)
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Diese Gleichung folgt direkt aus der Definition von [[¢ — J},; man kann sie sogar als Definition dafiir
nehmen. Damit folgt jetzt: wenn [¢ <— y]|, = 1, dann [[¢ — y], = 1 und [¢ — ], = 1 (nach De-

finition von <—), mit dann [[¢]]y < [w], und [¥]y < [@], und damit [@], = [y], wie gewﬁnsché

Lemma zeigt, dass die syntaktische Aquivalenz auch eine semantische Gleichheit ist: wenn zwei
Formeln #quivalent sind, haben sie die gleiche Semantik. Jetzt kénnen wir die semantische Aquivalenz
(auf Formeln) definieren:

Definition 1.9 A ~ B gdw. =A +— B

Um damit rechnen zu kdnnen, miissen wir (s.o.) Transitivitdt und Symmetrie zeigen, mit anderen Worten,
dass die Aquivalenz eine Aquivalenzrelation ist:

¢~0 (1.3)

Wenn ¢ ~ y dann y = ¢ 1.4
Wenn ¢ ~ yund y =~ 0 dann y =~ © (1.5)
(1.6)

Beweis. Aus der Definition von = folgt dass A ~ B gdw. [[¢]], = [[w], fiir alle Belegungen v. Da die
Gleichheit = transitiv, reflexiv und symmetrisch ist, folgt dies auch fiir ~. O

Jetzt fehlt noch die Substitutivitdt, i.e. wir miissen in einer aussagenlogischen Formel gleiches durch
gleiches ersetzen. Aber was heif3t iiberhaupt ersetzen?

1.3.7 Ersetzung

Wir konnen atomare Aussagen als Variablen auffassen, die wir durch andere Aussagen ersetzen. Wir
schreiben die Substitution als ¢[y/p] fiir ein Atom p, gelesen als “in ¢ ersetzen wir Y fiir p”. Syntaktisch
bindet sie schwicher als alle Operatoren.

Definition 1.10 (Substitution) Fiir ¢ € Prop, g € P und y € Prop definieren wir die Ersetzung von x in
¢ durch v, geschrieben ¢y /p|, rekursiv iiber der Struktur von ¢ wie folgt:

v p=q (peP)
Ply/a]= {p p#q (p€P)
Lly/ql=1L
(=9)w/q] =~(¢[v/q])

(61 A¢2)[w/q] = (d1[w/q]) A (d2[w/q])
(¢1V ) ly/ql = (d1[w/q])V ($2(y/q])
(01 — ¢2)[v/q] = (¢1[v/q]) — (¢=2[w/q])
(¢1 < ¢)[w/q] = (d1[y/q]) < ($2[w/q])

Warum fordern wir eigentlich nicht, dass p € atoms(¢)? Es stellt sich heraus, dass das gar nicht notwendig
ist. Es gilt:
p & atoms(9) <= ¢[y/p] = ¢ fiir y € Prop,y # p

— 13—
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Wenn p also nicht in ¢ vorkommt, dann ist die Substitition von p in ¢ die Identitit. Der Beweis ist eine
Induktion iiber der Struktur von ¢.

So wie die Gleichheit auf B das semantische Gegenstiick fiir die Aquivalenz «+— ist, konnen wir auch
fiir die Substitution ein semantisches Gegenstiick angeben. Die Semantik einer Formel ¢ [p/y] in der das
Atom p durch eine Formel psi ersetzt wird, ist die Semantik der Formel ¢ unter einer Belegung v/, in der
p auf die Semantik von y unter der Belegung v belegt wird.

Fiir eine partielle Funktion f: A — Bund a € A, b € B schreiben wir f[a +— b] fiir die Funktion, welche
a auf b und alles andere wie f abbildet:

)b a=agp
<f[mbn<ao>—{ )

Bevor wir unsere wesentlichen Ergebnisse formulieren, iiben wir diese Konzepte anzuwenden:

Ubung 1.5 Gegeben die Formel p = (A — —~BAC)V (CV —-A), die Belegung v= (A 1,B+0,C 1)
und 6 = (A — B<+— —-BAC).

(i) Berechne ¢ = p[c/A].
(ii) Berechne t; = [¢]),.
(iii) Berechne s = [[c]),.
(iv) Berechne w=v[A — s].
(v) Berechne ty = [[p]),.

Jetzt konnen wir unser Lemma formulieren:

Lemma 1.3 (Substititionslemma) Fiir alle Formeln ¢,y € Prop und Belegungen v gilt:
[olw/pllly = [9]vps 1w

Beweis. Durch Induktion tiber der Struktur von ¢.

Die Induktionsbasis sind die zwei Fille ¢ = g mit g € P und ¢ = _L. Fiir ¢ = g gibt es zwei Fille, nimlich
p = q oder p # q. Fiir den ersten Fall haben wir

[ty /Py = (Wl = vip = [¥]](P) = [Plvipes -

und fiir den zweiten Fall

lqlw/Pl]y = 4]y = v(q) = vIp = [¥I)(9) = [allvipiyn)-
Fiir ¢ = L gilt einfacher [.L]},, = O fiir alle Belegungen w, und [.L[y/q]], = [L],-

Wir zeigen den Induktionsschritt fiir die Negation, die anderen Fille sind analog:

[=olw/plly =1—=[o[w/plly = 1 = [8]vipsy1) = (7O ]ipsw])

Der zweite Schritt ist hier die Induktionsvoraussetzung. 0

Damit kénnen wir folgendes Theorem zeigen:

— 14—



o< U Liith, Autexier: Einfiihrung in die Formale Logik

Theorem 1.4 (Substitutionstheorem) Wenn = ¢ +— ¢», dann |= y[¢; /p] +— y[d2/p].

Beweis. (= y[¢1/p] <— w(¢2/p| gdw. [y[¢1/pl]y = [y[¢2/ply; ferner wenn [= ¢y <— ¢ dann [[¢1], =

[@2]]v (eweils fiir beliebige v). Jetzt konnen wir rechnen:

[wi¢r/pllv = [Wlvipspon) = [VIhip 16,0, = [WI(92/ P11

Der erste und letzte Schritt folgen aus dem Substitutionslemma. 0

1.3.8 Boolsche Algebren

Jetzt konnen wir rechnen. Dazu brauchen wir aber erstmal eine Handvoll von Aquivalenzen, von denen
wir ausgehen konnen. Ein Beispiel in der Algebra sind die Gruppenaxiome, aus denen sich dann eine
reichhaltige Theorie ergibt; leider sind Aussagen keine Gruppen, sondern sogenannte Boolsche Algebren.

Theorem 1.5 Es gelten folgende Aquivalenzen fiir A,V und —:

(A Ay)ANo=PA(YAO) (oVy)Vo=oV(yVo) (Assoziativitdit)
ONY=YAP VY=YV (Kommutativitcit)
ON(yVo)=(dAY)V(PAD) OV(yAo)=(pVY)A(PVO) (Distributivitdit)
“(QAY) =9V oy “(@VY) =P Ay (De Morgan)
ONO~ ¢ OV =¢ (Idempotenz)

- =~ ¢ (Doppelnegation)

ONL~ L oV Ixa¢ (Falsum)

Die meisten dieser Eigenschaften folgen aus entsprechenden Eigenschaften der semantischen Funktionen.
Sogilt (9 Ay) Ao = ¢ A(yA o) weil min(x, min(y,z)) = min(min(x,y),z) oder =—¢ ~ ¢, weil 1 — (1 —
x)) = x. Etwas schwieriger sind die Distributivititsgesetze, hier muss man zeigen dass min(x, max(y,z)) =
max(min(x,y), min(x,z)) (durch eine Unterscheidung aller sechs Fille). Die letzten beiden folgen aus
min(x,0) = 0 und max(x,0) = x, fiir x > 0.

Wie man sieht, fehlt hier noch ein neutrales Element fiir A. Was kann das sein, und wie definieren wir es?
Definition 1.11 (Verum) Wir definieren True (“Verum”) als
T+— L1
Damit folgt [ T], = 1, und es gilt
ONT =~ ¢ VT =T
o edw o~ T

Die ersten beiden Aquivalenzen folgen aus min(x, 1) = x und max(x, 1) = 1 fiir x < 1. Die dritte Gleichung
folgt aus [[¢]], = 1 wenn = ¢.

Ubung 1.6 Zeige durch Umformen, dass ¢ A (¢ \/ w) eine Tautologie ist.

— 15—
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Weitere Gleichungen ([2, Theorem 1.3.4] zeigen, wie wir Operatoren aus anderen definieren konnen:

(@<= yv)= (@ — )Ny —9) (1.7)
(¢ — )= (—9Vy) (1.8)
PVY (-9 — V) (1.9
YAy~ (=9 V) (1.10)

OV Y~ (=9 A-y) (1.11)
-~ (p — 1) (1.12)

L~ (9A—9) (1.13)

Beweise:

* (L.7): nach Definition von <+—.

* (L.8): nach Wahrheitstabellen beider Seiten.

c LY pvy=-(-¢)Vyx—p —y

« [LIO): ¢ Ay = ~(=(9AY)) = (-9 V)

« [CI): o vy (=(6Vy) = (=9 A-y)

s (L12): g~ —(pAT) = pV-Tr9VL~— L

s (LI L ~TRA(=9VP) == A=~ A=
O

Wie man hier sieht haben wir auf der linken Seite der Aquivalenz eine Formal ¢y, wobei [J auf der
rechten Seite der Aquivalenz nicht auftaucht. Durch wiederholte Anwendung dieser Umformung kénnen
wir jede Formel in eine iiberfiihren, in der der Operator [J nicht mehr enthalten ist. ((J kann hier fiir <—,
—, A\, V stehen.)

1.3.9 Beispiele fiir Umformungen

Wir kénnen |= 6 «+— 7 zeigen, in dem wir ¢ & T durch Umformung zeigen, und wir kénnen = o zeigen,
in dem wir o ~ T durch Umformung zeigen.

k0 —yY— Yy — ¢

o —yrR9VY
ol /A%l
~a(my) Vg
Ry — ¢

CEO—y—0

¢ —y—9r=0V(-yVe)
(o Vo)V -y
RTVayT

— 16—
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Ubung 1.7 Fiir die ausschlieffende Disjunktion gibt es zwei migliche Formulierungen durch andere Ope-
ratoren:

PVY < (2(9 < y)) (1.14)
OVY— (OVY)A (=9 V) (1.15)

Zeige durch Umformen, dass diese dquivalent sind.

Vorlesung vom 25.04.2023: Aussagenlogik IV

1.3.10 Kernsprachen
Ubung 1.8 (Aufwirmiibung) Zeige durch Umformen:
E¢—(y—o0)«—dANy—o0

Aus den Gleichungen (1.7) bis (T.13) undTheorem 1.5]folgt, dass sich die Aussagenlogik nur mit folgen-
den Mengen von Operatoren definieren ldsst:

{\/7_'} {_>v_'} {/\7_'} {_>7J—} (1.16)

Die anderen Operatoren werden dann jeweils als abgeleitete Konnektive definiert, wie wir das mit Aqui-
valenzoperator gemacht haben. Warum machen wir das nicht? Es wiirde das Beweisen sehr erschweren,
weil wir immer erst alle Operatoren durch die repridsentierenden ersetzen miissen, dadurch werden die
Terme (und der Suchraum) sehr grof3. (SchlieBlich programmieren wir ja auch nicht in minimalen Pro-
grammiersprachen wie SUBLEQ.)

Wie beweisen wir das? Man kann es sich einfach machen: “einfach die Aquivalenzen solange anwenden
wie es geht”. Das ist allerdings nicht prdzise genug. Man muss dazu dieses ‘“Anwenden solange es geht”
préaziser machen. Wir zeigen eine etwas vereinfachte Ausage, die wir spiter brauchen:

Lemma 1.6 Zu jeder aussagenlogischen Formel ¢ € Prop gibt es eine iiquivalente Formal ¢’ € Prop, die
nur Atome und die Operatoren N,V ,— enthdilt.

Beweis. Sei Prop’ die Menge aller aussagenlogischen Formlen, die nur Atome und die Operatoren A, V,—
enthalten. Der Beweis ist iiber der Struktur von ¢:

e ¢ = p € P: Induktionsbasis, p € Prop’.

* ¢ = —¢;: Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ¢| € Prop’ mit ¢; ~ ¢/, dann ist ¢’ = —~¢{ € Prop’
und ¢’ = ¢.

* A,V: Analog.

* ¢ = ¢y — ¢,: Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ¢{, ¢ € Prop’ mit ¢; ~ ¢, ¢, ~ ¢;. Dann ist
O Z 9!V Oy~ ] — ¢5 ~ @) — ¢ ~ ¢ wie gefordert.

* ¢ = ¢; <— ¢: Analog.
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1.3.11 Der Sheffer-Strich

Man braucht nicht unbedingt zwei Operatoren, es reicht ein einziger: die Wahrheitstabelle des Sheffer-
Strich ist definiert als

|10 1
0/1 0
110 O
Offensichtlich ist das die negierte Konjunktion (NAND), und es gilt

Folyc——(oAy)
Fo¢«—0|0
FoAy«— (o) (¢]v)

Da wir wissen, dass {—, A} alle anderen Operatoren ausdriicken kann li , reicht also auch der Sheffer-
Strich alleine.

Wir konnen uns beliebig weitere Operatoren ausdenken und anhand ihrer Wahrheitstabelle definieren.
Konnen wir diese auch mit den Operatoren aus (1.16)), oder dquivalent dem Sheffer-Strich, ausdriicken?
Ja, das geht, aber wir miissen das erstmal beweisen.

Theorem 1.7 (Functional completeness) Sei $ ein n-stelliger Operator, definiert durch die Auswertungs-
Sfunktion fs (bspw. notiert als Wahrheitstabelle), i.e. [$(p1,...,pn)lv = fs(v(p1),--.,v(pn)) (mit Atomen
P1,---,Pn). Dann gibt es eine Aussage T € Prop, die lediglich Atome p; ..., p,, N\ und — enthdilt, so dass

E1«— $(p1,...,Pn)-
Beweis. Induktion iiber n. Siehe [2, Theorem 1.3.6] (dort wird die funktionale Vollstindigkeit von V, —

gezeigt, aber das ist dquivalent zu unserer Behauptung, da wird V durch A und — ausdriicken kénnen).
O

Wir sagen, dass der Sheffer-Strich, die Menge {V/, =} oder die anderen Mengen von Operatoren aus (1.16))
funktional vollstidndig (functionally complete) sind.

Ubung 1.9 Wir haben bereits gesehen, wie wir — und A mit dem Sheffer-Strich ausdriicken; driicke auch
alle anderen Operatoren damit aus.

1.4 Beweisverfahren

Dieses ganze Umformerei oben ist ja etwas planlos. Wir haben eine ungefihre Idee, wie wir eine gegebene
Formel beweisen, aber das ist noch keine allgemeines Rezept.

1.4.1 Normalformen

Kommen wir noch einmal auf die quadratischen Gleichungen vom Anfang zuriick. Wie 16sen wir eine
beliebige quadratische Gleichungen wie

(2x+7)x+19 = 15x+13?

— 18—
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Die Antwort ist, wir bringen die Gleichung in eine Normalform:

(2x+7)x—19=15x—9
263 +7x—15x—1949=0
2% —8x—10=0
X —4x—5=0

Diese Normalform konnen wir dann schematisch 16sen, und erhalten x = f% +4/ %2 +5=2+3, also
x=—1Vx=>5.

Normalformen fiir quadratische (und allgemeiner polynomiale) Gleichungen haben die Form ax® + bx +
¢ =0 (oder Y} a;x' = 0). Fiir Aussagenlogik gibt es etwas dhnliches. Wir konnen ndmlich Lemma
anwenden, und unsere Aussagen in eine dhnliche Normalenform bringen.

Definition 1.12 (Literale und Normalformen) Ein Literal hat die Form p oder —p fiir p € P.

Ein Ausdruck ¢ € Prop ist in konjunktiver Normalform (conjunctive normal form, CNF) wenn ¢ die Form

=P NP2 N--- Ay
und jedes ¢; hat die Form
Oi = Yiat Vi VeV Wi
hat, wobei ; ; ein Literal ist.

Ein Ausdruck ¢ € Prop ist in konjunktiver Normalform (conjunctive normal form, CNF) wenn ¢ die Form

O=0 VPNV,

und jedes ¢; hat die Form
O = Vit AWip A A Wi,

hat, wobei ; ; ein Literal ist.

Mit anderen Worten, konjunktive Normalformen sind Konjunktionen von Disjunktionen von Literalen,
und disjunktive Normalformen sind Disjunktionen von Konjunktionen von Literalen.

Fiir die verallgemeinerte Konjunktion und Disjunktion nutzen wir folgende Schreibeweisen:

N di=0iAg2A NG,
i=1

n

=1,...,

\/ =6 Ve AV,
i=1

n

=1,...,

Theorem 1.8 Zu jeder aussagenlogischen Formel ¢ € Prop gibt es eine Formel p € Prop in CNE, so dass
E ¢ «— p, und 6 € Prop in DNF so das = ¢ +— ©.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich wie Lemma durch strukturelle Induktion iiber ¢. Fiir die Negation ist
es wichtig, dass man beide Teile des Theorems gleichzeitig beweist, nicht separat, weil aus der Indukti-
onsvoraussetzung “‘es gibt eine CNF” der Schluss “es gibt eine DNF” und andersherum folgt. ]

— 19—
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Ubung 1.10 Ist die CNF/DNF eindeutig?

Ein Ausdruck wird also durch wiederholte Anwendung der Regeln in CNF/DNF {iberfiihrt. Leider ist
das sehr aufwéndig, und die Formel wird sehr grof. Eine andere Moglichkeit ist, die CNF/DNF aus der
Wabhrheitstabelle abzulesen. Wir stellen das an einem Beispiel dar.

Gegeben die Formel A = A3V —A1) — (A2 <— A3) mit folgender Wahrheitstabelle:

Al Ay A3 | ¢
0O 0 0|1
0 O 110
0 1 010
0 1 1 |1
1 0 0|1
1 0 1|0
1 1 0|1
1 1 1|1

Hier konnen wir die DNF direkt ablesen. Die Formel ist wahr gdw. einer der Zeilen in denen der letzte
Eintrag 1 ist zutrifft:

D= (ﬁA] N —Aj /\ﬁA3) vV (Al /\ﬁAz/\ﬁA3) Vv (ﬁAl NAj /\A3) \ <A1 NA) /\ﬁA3) vV (Al NAr /\A3>

Die CNF ergibt sich aus den anderen Zeilen. Die Formel ist wahr, wenn sie nicht falsch ist, d.h. wenn
keine der Zeilen in denen der letzte Eintrag O ist, zutrifft, und dafiir muss mindestens eine der Variabel
vorne mit 0 belegt sein:

C= (A1 VAV —|A3) A\ (A1 V Ay \/A3) AN (ﬁAl VAV —|A3)

Vorlesung vom 27.04.2023: Aussagenlogik V

1.4.2 Erfullbarkeit und SAT

Die Frage, ob eine gegebene aussagenlogische Formel ¢ € Prop erfiillbar ist (d.h. gibt es eine Bele-
gung v der Atome in ¢, so dass [[¢], = 1, ist das Erfiillbarkeitsproblem (SAT). Es ist aus zwei Griin-
den prominent: zum einen lassen sich viele praktische Probleme aus dem Schaltkreisentwurf und der
Programmverifikation auf Erfiillbarkeitsprobleme abbilden und damit 16sen, und zum anderen war das
Erfiillbarbeitsproblem das erste (soweit ich weil3), dessen NP-Vollstindigkeit nachgewiesen wurde:

Theorem 1.9 (Cook) Das Erfiillbarkeitsproblem fiir aussagenlogische Formeln ist NP-vollstindig.

NP-vollstindig heilit zum einen, dass SAT NP-hart ist, i.e. nicht besser als NP 16sbar, und dariiber hinaus,
dass jedes Problem in NP kann in polynomialier Zeit in ein SAT-Problem tiberfiihrt werden kann. Das
macht SAT zu einem beliebten Theorem, um NP-Vollstindigkeit zu beweisen, indem man das Problem
zu SAT reduziert; man muss dazunur die Problemstellung in Aussagenlogik formulieren (was wesentlich
einfacher ist als es direkt in das Wortproblem einer Turingmaschine zu tibersetzen).

Heutzutage gibt es eine Reihe von Werkzeugen, die SAT 16sen (SAT-Solver, wie Minisat oder Chaff).
Richtig michtig sind Kombinationen von SAT mit sogenannten Hintegrundtheorien, wie beispielsweise

— 20—
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lineare Ungleichheiten iiber natiirlichen Zahlen (satisfiability modulo theory, SMT), wie sie Werkzeugen
wie Z3, Yices, CVC oder Alt-Ergo implementiert sind. Moderne SAT-Solver konnen problemlos Instan-
zen mit mehreren Millionen Klauseln 16sen.

Das typische Eingabeformat fiir einen SAT-Solver ist CNF, kodiert im DIMACS-Format; SMT-Solver
lesen Eingaben im smtlib-Format, und iibersetzen intern in CNF (wenn nétig).

SAT-Solving geht von einer Formel ¢ in CNF aus:

Die einzelnen Glieder der Konjunktionen nennen wir Klauseln. Im folgenden wird sowohl die Konjunk-
tion als eine Menge von Klauseln, und die einzelnen Klauseln als eine Menge von Literalen betrachtet
(weil die Reihenfolge hier Banane ist). Das erlaubt uns Dinge zu schreiben wie L € ¢; wenn eine Klau-
sel ¢; das Literal L enthilt, oder ¢; U ¢, fiir die Vereinigung von Klauselmengen (was der Konjunktion
entspricht). Eine Klausel mit einem einzigen Literal ist eine Unit-Klausel.

Um eine Formel ¢ wie oben zu erfiillen, miissen alle Klauseln erfiillt sein. Das machen wir, indem wir
Stiick fiir Stiick alle Atome a € atoms(¢) belegen. Das Problem ist, da gibt es sehr viele Moglichkeiten
— nimlich exponentiell viele.

Trotzdem ist SAT NP-vollstindig, also besser als exponentiell. Es hat die “klassische” Struktur von NP-
vollstidndigen Problemen: einen sehr groen (expontiellen) Suchraum, aber eine effiziente Funktion zur
Uberpriifung (polynomial oder besser; hier ist das die Auswertung der Klauselmenge unter einer gegebe-
nen Belegung)

Der klassische Algorithmus nach Davis-Putnam-Logemann-Loveland (DPLL) ist ein Backtracking-Algorithmus
und funktioniert wie folgt: wihle ein beliebiges Atom a € ¢. Wihle eine Belegung a — 1 und propagiere

die Belegung durch alle Klauseln in ¢. Wenn dabei eine unerfiillbare Klausel entsteht, brechen wir die-

sen Versuch ab, ansonsten geht der Versuch mit dem néchsten Literal weiter. Beim Abbruch macht das
Backtracking mit der Belegung a +— O weiter.

Eine einfache Optimierung besteht darin, vor der Auswahl eines Literals alle Unit-Klauseln zu propagie-
ren. Dazu wird fiir jede Unit-Klausel p die Belegung p — 1, und fiir —p die Belegung p +— 0 auf die
Klauselmenge angewandt. Wenn durch die Belegung ein Literal zu 1 auswertet, dann wird diese Klausel
gestrichen (weil 1 VA = 1 ist), und wenn in einer Klausel ein Literal zu | auswertet, wird dieses aus der
Klausel gestrichen (weil 0 VA ~ A).

Hier ist ein einfaches Beispiel. Gegeben folgende Formel in CNF:

¢ =(AVB)A(BVCV-D)A(-AVBVC)A(AV-B)

'Eine andere wichtige Meta-Eigenschaft von NP-vollstindigen Problemen, die aus dieser Struktur folgt, ist dass wir sie mit
guten Heuristiken oft erstaunlich gut 16sen konnen. Das bedeutet auch, dass fiir ein interessantes NP-vollstdndiges Problem die
Suche nach guten Heuristiken ein lohnenswertes Unterfangen ist.
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Wir berechnen eine Belegung fiir die Atome A, B,C, D:

AVB BvVCvV-D —-AVBVC AV-B

A0 OvB BvCv-D 0vBVvVC O0V-B
B BvVCV-D BvVC -B
UP:B—1 1 1vCvV-D 1ve 07
A—1 1vB BvCvV-D O0OvVvBvVC 1V-B
1 BvCv-D BvC 1
B—0 1 ovCv-D ove 1
1 Cv-D C 1
UP:C—1 1 1v-D 1 1
1 1 1 1

Die Belegung ist also 6 = (A — 1,B+— 0,C — 0). D wird hier gar nicht belegt; das bedeutet, die Formel
wird mit o unter allen (beiden) Belegungen von D wabhr.

Man beachte, wie die unit propagation (UP) die Berechnung deutlich beschleunigt.

Ubung 1.11 Gegeben folgende Formelmenge:

y={AANB— C,D — B,D — BVC}

* Berechne die Klauselmenge fiir y: bilde die Konjunkt aller Elemente, ¢ = )\ y, und berechne CNF.

* Berechne eine erfiillende Belegung mit dem Algorithmus von oben.

1.4.3 Resolution

Erfiillbarkeit ist bis jetzt eine rein semantische Eigenschaft. Intuitiv sollte eine Formelmenge ¢ erfiill-
bar sein, (genau dann) wenn sie konsistent ist, oder andersherum: eine Formelmenge W ist inkonsistent,
wenn aus ¥ der Widerspruch folgt, ¥ = L; und eine Formelmenge sollte nicht erfiillbar sein gdw sie
inkonsistent ist.

Wir werden jetzt einen syntaktischen Kalkiil einfiihren, der es uns erlaubt aus einer Formelmenge andere
Formeln zu schlieBen, mit dem Ziel, den Widerspruch herzuleiten. Damit hitte man dann gezeigt, dass
Y = | wie oben. Damit kann man auch zeigen, ob die Formel ¢ eine Tautologie ist (indem man —¢ zum
Widerspruch fiihrt), oder ob ¢ aus ¥ folgt, ¥ = ¢ (indem man ¥ A —=¢ zum Widerspruch fiihrt).

Resolution basiert auf folgender Idee: wenn wir Klauseln AV P und BV —P haben, dann ist die Belegung
von P eigentlich irrelevant, weil beide gelten, wenn A V B gilt. Mit anderen Worten, Literale die in einer
Klausul positiv (nicht negiert) und einer negiert auftreten, konnen wir elminieren.

Wir fassen das formal. Vorab etwas Notation: fiir ein Literal L (das entweder die Form p oder —p fiir ein

Atom p € P hat) ist L definiert als (p) = —p und (—p) = p.

Gegeben drei Klauseln ¢1, ¢, ¢3, dann ist ¢3 die Resolvente von ¢; und ¢, wenn

* es ein Literal L gibt, so dass L € ¢; und L € ¢», und

* ¢3 von der Form ¢; \ {L} U@, \ {Z} iStEI

Diese Mengennotation ist korrekt, weil wir die Klauseln als Mengen (von Literalen) betrachten.
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Wir resolven immer tiber einem Literal L. Gibt es mehrere Ly, ...,Ly in @1, ¢» welche die Voraussetzung
erfiillen, gibt es auch mehrere Resolventen. Welches sind alle Resolventen der Formeln ¢ = AV -BV
XVDund ¢p =—-AVBVYV-D?

Lemma 1.10 (Resolutionslemma) Sei F eine Klauselmenge, mit ¢1,¢, € F und ¢3 eine Resolvente von
@1 und ¢r. Dann sind F und F U{@3} dquivalent.

Beweis. Siehe [1), Kapitel 1.5, S. 40]. O

Der Resultionsalgorithmus fiigt solange Resolventen hinzu, bis keine neuen mehr zu finden sind. Formal:
fiir eine Klauselmenge F

Res(F) = FU{¢3 | ¢1,¢2 € F, ¢3 ist Resolvente von ¢; und ¢, } (1.17)

Res’(F)=F (1.18)

Res""! (F) = Res(Res"(F) (1.19)

Res*(F) = | JRes'(F) (1.20)
0<i

Wichtig ist folgende Eigenschaft des Algorithmus: wenn wir bei der Resolution irgendwann durch Reso-
lution eine leere Klausel finden, dann ist F nicht erfiillbar.

Theorem 1.11 (Resolutionssatz) Eine Klauselmenge F ist unerfiillbar genau dann wenn @ € Res*(F).

Beweis. Dieser Satz ist nicht ganz so trivial zu beweisen, insbesondere die Vollstandigkeit (Richtung von
links nach rechts); d.h. wenn die Formelmenge unerfiillbar ist finden wir auch immer eine leere Klausel.
Siehe [[1, Kapitel 1.5, S. 41] O

Resolution ist zum einen ein méchtiges Beweisverfahren, welches auch fiir die Pradikatenlogik funktio-
niert (im Gegensatz zum SAT-Solving, welches nur fiir die Aussagenlogik funktioniert), und zum anderen
dient es als Ausfithrungsmodell bei der Programmiersprache Prolog. In Prolog sind Programme Klauseln
in spezieller Form: eine Hornklausel ist eine Klausel ¢ = {L,,...,L,} wobei es hichstens ein positives
L; mit L; = p; (und alle anderen L; = —p;) gibt. Eine Hornklausel {—p1,...,—p,,q} ist offensichtlich
dquivalent zu einer Implikation der Form p; A...p, — gq.

Ubung 1.12 Betrachte folgende Klauselmenge:
F={-BANA,BVA,-AV—-C,-BVC,BVC}

Konnen wir die Unerfiillbarkeit zeigen, indem wir mittels Resolution die leere Klausel herleiten?

Resolution wird gerne graphisch dargestellt:

AVP -PVB

~N

AVB

Das wird bei lingeren Resolutionsbeweisen schwierig, deshalb nutzen wir eine lineare Schreibweise, in
der wir die Klauseln untereinander schreiben, und jeder eine fortlaufende Nummer geben. Bei neuen
Resolventen wird notiert, welche Klausel dariiber resolviert wurden.

— 23
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Hier ist ein ganz einfaches Beispiel. Gegeben folgende Klauselmenge:

F={A,~AVB,-B}

Res’ 1: A
2: -AVB
3: -B
Res! 4: B Res(1,3)
50 —A Res(2,3)
Res> 6: L Res(1,5)
7. 1L Res(3,5)

Im nullten Schritt ist die Klauselmenge Res die initiale Klauselmenge (hier F). Danach resolvieren wir
alle Klauseln miteinander, und erhalten hier zwei neue Klauseln 4 und 5. Im nichsten Schritte versuchen
wir alle “alten” Klauseln mit den neuen zu resolvieren, und erhalten weitere neue Klauseln— in diesem
Fall zwei leere Klauseln, und wir kénnen die Resolution beenden, weil die Inkonsistenz nachgewiesen
wurde. Hinter jeden neu hinzu gekommenen Klausel vermerken wir, von welchen Klauseln sie die Resol-
vente ist; falls das nicht eindeutig ist (s. unten), dann vermerken wir auch das Literal, iiber dem resolviert
wurde.

Etwas allgemeiner miissen wir initial (Stufe 1) alle Klauseln in Res” miteinander resolvieren; die entste-
henden Resolventen bilden dann die Menge Res'. Im i + 1-ten Schritt (i > 1) resolvieren wir dann die
Klauseln aus Res'™! mit denen in Res’ neu hinzugekommenen.

Nicht jede Resolvente ist neu; mit zunehmender Dauer des Algorithmus werden immer mehr Resolventen
erzeugt, die der Algorithmus schon “gesehen” hat. Hier ist ein ldngeres Beispiel fiir eine Resolution.
Gegeben seien folgende Klauselmenge:

F={-XVA,-AVY,-XVY,YVX XVA}

Der Resolutionsalgorithmus berechnet Res’ fiir i = 1,2,3 wie in [Tabelle 1.1 im vierten Schritt erhalten
wir direkt einen Widerspruch und terminieren.

Eine Beobachtung aus ist, dass eine Resolution mit Klauseln der Form PV —P keine neuen
Klauseln hervorbringt: sei die andere Klausel PV [ (mit / einem Literal), dann ist die Resolvente wieder
{P,.=P}\{—-P}U{P,I}\{P} = {PI} (analog fiir Resolution mit =PV [); diese Klauseln brauchen wir
also eigentlich nicht weiter zu betrachten.

Vorlesung vom 02.05.2023: Natiirliches Schliefien I

1.5 Natiirliches SchlieSen

Ubung 1.13 (Aufwirmiibung) Formalisiert folgende Aussagen:
“Wenn ihr intelligent seid, und fiir die Priifung lernt, dann werdet ihr auch die Priifung bestehen.
Wenn ihr diesen Kurs gewdhlt habt, dann seit ihr schon mal intelligent. Wenn ihr hier seit, dann
habt ihr wohl diesen Kurs gewdhlt, und ihr seit offensichtlich hier. Lernen tut ihr auch. Daraus folgt,

dass ihr die Priifung bestehen werdet.”

Die Atome sollten sein:
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Res’ 1: -XVA
2: -AVY
3: 2XVY
4: YVX
5: XVA
Res! 6: XV-Y Res(1,2)
7: AVY Res(1,4)
- XV-Y Res(2,5),redundant
8: Y Res(3,4)
Res? 10 : AV-Y Res(1,6)
11: YV~Y Res(2,7) iiber A
12: AV-A Res(2,7) iiber Y
13: -4 Res(2,8)
—: YVv-Y Res(3,6) iiber X, redundant
14: Xv-X Res(3,6) iiber Y
15: X Res(4,6)
—: XVA Res(6,7),redundant
- X Res(6,9),redundant
Res? —: —XVA Res(1,12),redundant
—: —XVA Res(1,14), redundant
16: A Res(1,15)
- A Res(1,16),redundant
17 : Y Res(2, 10)
—: AVY Res(2,11),redundant
—: -AV-Y  Res(2,12),redundant
- Y Res(2,16),redundant
—: —XVA Res(3,10),redundant
- =XVY Res(3, 12),redundant
- ~XVY Res(3, 14), redundant
- Y Res(3, 15), redundant
—: YVA Res(3,16),redundant
—: XVA Res(4,10), redundant
—: YVX Res(4,11),redundant
—: YVX Res(4, 14),redundant
—: XVA Res(4,12),redundant
- X Res(4,13),redundant
—: XVA Res(4,14), redundant
—: XVY Res(6,11),redundant
- Xv—Y Res(6, 14), redundant
- A Res(7,10), redundant
—: AVY Res(7,11),redundant
—: AVY Res(7,12),redundant
- Y Res(7,13),redundant
- A Res(8,10), redundant
D 4 Res(8, 11),redundant
Rest* 18 : L Res(8,17)
9: 1 Res(13,16)

Tabelle 1.1: Resolution fiir die Klauselmenge F = {-X VA,-AVY,~X VY, Y VX, X VA}
_ 25
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o [ — Thr seit intelligent

o L — Thr lernt fiir die Priifung

K — Thr habt diesen Kurs gewihlt
e A — Ihr seit hier (anwesend)

e P — Ihr besteht die Priifung

Wir formalisieren den Sachverhalt in eine Menge I" von Voraussetzungen, und eine Folgerung P — nam-
lich, dass ihr die Priifung besteht:

I'={INL—PK—1,A—K,AL}
Zu zeigen ist ' = P oder
(INL—P)NK—DANA—K)NAANL—P

Wir konnten das mit den aus dem letzten Abschnitt bekannten Mitteln zeigen, die auf Wahrheitstabellen
beruhen, aber auf die Dauer ist das nicht befriedigend, weil es auf einer externen Sicht von Wahrheit
beruht. Was genau bedeutet es, wenn ein Atom “wahr” ist, oder nicht? In dem Beispiel oben, was bedeutet
“intelligent”? Oder ein Beispiel aus der Mathematik, aus den Wahrheitstabellen folgt semantisch dass

ERV-R

was fiir eine beliebige Aussage R heilit, dass eines von beiden gilt — aber was, wenn R nicht entscheidbar
ist? Oder wir nicht wissen, welches von beiden gilt (e.g. fiir P = NP)?

Dieses Problem wird noch dringender, wenn unsere Aussagen nicht mehr atomar sind, sondern struktu-
riert, so dass wir beispielsweise mathematische Aussagen formalisieren konnen. Wir kdnnen dann ein-
zelnen Aussagen nicht mehr einfach Wahrheitswerte zuweisen, sondern miissen strukturierte Beweise
filhren. Ein Beispiel hierfiir sind wieder die Losung quadratischer Gleichungen — um diese Art von
Rechnung zu formalisieren reicht es sicherlich nicht, jeden Term a = b als atomare Aussage zu behan-
deln.

Dariiber hinaus zeigen die semantisch basierten Beweisverfahren aus den vorherigen Abschnitten fiir rea-
listische Probleme (wenn wir iiber mehr reden als nur atomare Aussagen) eine iiberexponentielle Kom-
plexitit, oder sind gar nicht mehr entscheidbar. Um auch bei diesen Problemen — und dazu zéhlen ty-
pischerweise Probleme, die bei der Programmuverifikation entstehen — behandeln zu kénnen, miissen wir
iiber Beweise reden.

Was bedeutet das alles? Anstatt eine Wahrheitstabelle fiir die oberen Aussagen zu machen, und zu folgern,
dass P in allen Fillen gelten muss (wir iiberlassen das den geneigten Lesern als Ubung), wollen wir
folgende Beweisfithrung in Logik gieen — und zwar so, dass wir es hinterher mechanisclﬂ tiberpriifen
konnen:

1. Wir sind hier, und wenn wir hier sind, dann haben wir diesen Kurs gewihlt, also haben wir den
Kurs gewdhlt.

2. Wir haben den Kurs gewihlt, und wenn man den Kurs wéhlt, ist man intelligent, also sind wir
intelligent.

3Idealerweise mit einem Computer — aber dazu spiiter.
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3. Wir haben fiir die Priifung gelernt.
4. Wir sind also intelligent und haben fiir die Priifung gelernt.
5. Wenn wir intelligent sind und fiir die Priifung gelernt haben, bestehen wird die Priifung.

6. Also bestehen wir die Priifung.

Noch einmal mit Atomen:

1. Wir haben A und es gilt A — K, also haben wir K
2. Wir haben K und es gilt K — I, also haben wir [
3. Wir haben L.

4. Wir haben [ und L, also haben wir I A L.

5. Wir haben I A L, und es gilt I AL — P, also haben wir P.

Wir sehen, dass unser Beweis aus einer Folge von Schliissen besteht, die eine oder mehrere Vorausset-
zungen (Pramissen) haben, und eine Schlussfolgerung (Konklusion). Generell ist also eine Schlussregel
von der Form

R € Prop™ x Prop

Wir konnen zwei Schlussregeln R und S komponieren, wenn die Konklusion von R einer Priamisse von S
entspricht (ggf. miissen wir die Atome in R und S geeignet substituieren); dann entsteht eine neue Regel,
deren Pramissen die von R und den von S iibrigbleibenden Pridmissen sind, deren SchluBfolgerung die
von S ist.

Beispiel 1.1 (Eine Semantik-Freie Sprache) Gegeben sei eine Sprache £ = {&,#,0,} mit folgen-
den Schlufregeln:

& & & o

- o - ’J/ J—

* s’ o 5 ®
Wie kinnen wir jetzt O ableiten?

Wenn wir 8 mit & komponieren, erhalten wir eine Ableitung von &, analog fiir § und B eine Ableitung
von 8. Diese beiden konnen wir mit Y komponieren, und erhalten eine Ableitung von <.

Graphisch stellen wir diese Ableitung wie folgt dar:

||
<
R >

0
o
Q

Fiir das natiirliche Schlieen fithren wir folgende Regeln fiir Konjunktion und Implikation ein. Diese
Regeln sind Axiome, sie sind die Basis aller Ableitungen, und wir miissen sie — zu einem gewissen Grad
— einfach glauben, genau wie wir die Wahrheitstafeln als gegeben hinnehmen musstenE]

A B A A—>B
ars M B P

4Wir konnen allerdings zeigen, dass diese Regeln und die Wahrheitstafeln zueinander passen — mehr dazu spiiter.
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Damit kénnen wir jetzt unseren Beweis formalisieren:

A A—DK ,,
K K—1,
p
! Lnr
IAL INL—P ,,

5 p

Wie wir sehen, konnen wir Konjunktionen zeigen und mit Implikationen arbeiten, aber kénnen wir mit
Konjunktionen arbieten, und beispielsweise aus I A L I folgern? Dazu brauchen wir eine weitere Regel —
genauer gesagt zwei:

E
A NEL B NER

Wir beginnen ein Muster zu erkennen: es gibt fiir A eine Regel mit A in der Konklusion, und zwei (weil
A zwei Argumente hat) mit A in der Pramisse. Regeln der ersten Art heilen Einfiihrungsregeln, Regeln
der zweiten Art Eliminationsregeln.

Fiir die Implikation hatten wir schon eine Regel mit — in der Konklusion, also eine Eliminationsregel
fir —, der gute alte Modus Ponens (hier aus Griinden der Konsistenz mp genannt). Wie sieht hier die
Einfithrungsregeln aus? Das fiihrt uns zum wesentlichen Feature des natiirlichen Schlieens, ndmlich der
Umgang mit Annahmen. Die Regel ist

]

B
A—B —1

Wenn wir aus der Annahme A die Schlussfolgerung B herleiten kénnen, dann haben wir die Implikation
A — B gezeigt (und konnen die Annahme A schliefsen).

Mit den Axiomen von oben erlaubt uns diese Regel die Schlulfolgerung “Wenn ihr hier, seit ihr intelli-
gent” (Glickwunsch!):

Al A—K
K "MKk
I =
A1 h

Jede Anwendung der —/-Regel kann eine oder mehrere Annahmen schlieen. Damit wir wissen, welche
Annahme geschlossen wird, notieren wir an der Regel und an der Annahme einen Index (hier 1).

Wir betrachten zwei weitere Beispiele ([2, S. 32]):

e Dasersteist AANB —> BAA:

[AAB]! [AAB]!
5 MR
BAA
AAB — BAA

NE],
N
— 1
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* Das zweite ist (P — (Q — R)) — (PAQ — R):

[PAQJ? E
P QP P M P (0—R)
NE, mp
0 ® Q—R
R
- 0 >IZ
PANQ —R I

(P—(Q—R) — (PAQ—R)

Ubung 1.14 Auf dem Landgut von Sir Archibald Fortescue Lord Netherworth-Middlington (seine Freun-
de nannten ihn Neddles) sich ein schreckliches Verbrechen ereignet: der Lord wurde morgens ermordet in
Gewdchshaus gefunden, wo er seine seltenen Rosen ziichtet. Detective Constable Brian Quickthink von
Scotland Yard ermittelt.

Aufler dem Lord waren zum Tatzeitpunkt (iiber Nacht) auf dem Landgut nur noch sein Butler und der
Gdrtner.E] Wenn es der Butler war, muss er im Gewdchshaus gewesen sein. Allerdings war der Butler
nicht im Gewdchshaus (an seinen Schuhen war keine Spur von Dreck zu finden, und es hatte in der Nacht
stark geregnet).

Formalisiert den Sachverhalt in Aussagenlogik.

Wir haben Atome G (der Morder war der Gértner), B (der Morder war der Butler), und C (der Butler war
im Gewichshaus). Damit ist
Ir={GvB,B— C,—C}

Wie kann DC Quickthink den Morder tiberfithren? Uns fehlen noch Regeln, mit Negation und Disjunktion
umzugehen!

Wir fiihren diese ein:

A B
avp ave VI c VE

[A]

1

A —A
—-A -l 1 —E
[—A]
1

1
I false 2 ad

Die beiden FEinfithrungsregeln fiir die Disjunktion sind (hoffentlich) offensichtlich; wenn A gilt, dann
auch A V B. Die Eliminationsregel miissen wir als Fallunterscheidung begreifen: um aus AV B etwas zu
folgern, miissen wir zum einen A und zum anderen B annehmen (also die beiden Fille unterscheiden), und

SEs ist ja heute nicht mehr so einfach Personal zu finden. . .

—29__
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[A] [—A]
B 1
A A—B L
=y — B mp " false 4 e
A B ANB AANB
Ai/\ B Vi A NET B NER
[A]
L1 A A
—a ! T £
[A]  [B]
AV B C C
A B
ave ave Ik C vE
A—B B—A A A<—B B A<—B
A< B +—— B +——Ep 1 +——EpR

Tabelle 1.2: Regeln fiir das natiirliche Schlie3en

aus beiden jeweils das gleiche folgern, dann gilt es auch fiir die Disjunktion. Die Regeln fiir die Negation
werden schnell klar, wenn wir die Negation als Abkiirzung A = A — L einfiihren. Die Regeln fiir
Falsum sind etwas erkldrungsbediirftig. Die erste (eine Eliminationsregel fiir L) besagt semantisch “ex
falso quodlibet”, also wenn ich erst einmal einen Widerspruch habe, kann ich alles zeigen; die zweite
Regel ist der klassische Widerspruchsbeweis: um A zu zeigen, fithre ich A zum Widerspruch.

Mit diesen Regel konnen wir den Morder iiberfiihren:
B! B—C
C -C
é false

BVG

G

Der Morder war also der Gértner. Verhaften Sie die {iblichen Verdichtigen.

Vorlesung vom 04.05.2023: Natiirliches Schliefen I1

Es fehlen noch Regeln fiir die Aquivalenz (<—), die aber recht offensichtlich sein sollten. [Tabelle 1.2
zeigt die Regeln fiir das natiirliche Schlieen mit allen Konnektiven.

Damit konnen wir jetzt die syntaktische Ableitbarkeit definieren:

Definition 1.13 (Ableitbarkeit) Seit I" eine Menge von Aussagen und ¢ € Prop eine Aussagen, dann ist
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¢ aus I ableitbar, geschrieben
| )

genau dann wenn es eine Ableitung mit den Regeln aus gibt, so dass die offenen Hypothesen
der Ableitung alle in T enthalten sind.

Fiir 0 - ¢ schreiben wir - ¢.

Aus Griinden der Lesbarkeit verzichten wir an dieser Stelle auf eine prizise mathematische Definition
von Ableitung ([2, Abschnitt 1.5] hat hier die technischen Details); die obige Definition ist fiir unsere
Zwecke prizise genug.

Natiirlich stellt sich sofort die Frage, wie I' - ¢ und I = ¢ (syntaktische Herleitbarkeit und semantische
Giiltigkeit) zusammenhéngen — tatséchlich ist das einer der Kernfragen der Logik. Wenn die syntaktische
Herleitbarkeit die semantische Giiltigkeit impliziert, sagen wir die Logik ist korrekt; wenn die semanti-
sche Giiltigkeit die syntaktische Herleitbarkeit impliziert, wenn also alle semantisch giiltigen Aussagen
syntaktisch herleitbar sind, dann is die Logik vollstdndig. Fiir die Aussagenlogik, soviel sei schon mal
verraten, sind die beiden dquivalent; wir zeigen das im Detail spéter, erstmal betrachten wir die syntakti-
sche Herleitbarkeit etwas mehr im Detail.

Noch ein einfaches Beispiel: - (AAB — C) — (A — (B— C))

[A]> B
ars M ojanB— ()
mp
_C 3
B—C Je
A—B—C)

ANE—C) —h B0

Dieses Beispiel demonstriert, wie wir ganz schematisch beweisen konnen. Das geht nicht immer so ein-
fach, besonders wenn man Negation oder RAA benutzen muss.

Ubung 1.15 Leite folgende Theoreme her:

F(A—B)— (B—C)— (A—0()) (1.21)
F(A— B)A-B— —A (1.22)
FA— (B—A) (1.23)
FA— (-A — B) (1.24)
FamAc—sA (1.25)
F(A— (B—C))«— (AANB—C) (1.26)
F L+ (AA-A) (1.27)

Vorlesung vom 09.05.2023: Natiirliches Schliefien 111

1.5.1 Formalisierung eines mathematischen Beweises

Hier ist der Beweis, dass die Quadratwurzel von 2 keine rationale Zahl ist: ein klassischer Widerspruchs-
beweis.

— 31—
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Zu zeigen: /2 ist irrational.

Beweis.

Annahme: v/2 ist rational —-A
= V2= s und p, q teilerfremd Bi1AC
— 2= lq’—z B>
— p? =247 (p* gerade) B3
<= p=2r(p gerade) By
= pr=4r Bs
= 2¢*=4r Bg
< ¢*> =2r* (¢* gerade) B,
<= ¢ gerade Bg
<= pund g gerade, also sind p und ¢ nicht teilerfremd —C

Widerspruch / L

Also ist v/2 irrational A

O

Wir wollen diesen Beweis jetzt in natiirlichem Schliefen und Aussagenlogik modellieren. Dabei sind
unsere Axiome die Umformungen oben:

I'={ -A«— B/ AC,
By <— By,By <— B3,B3 «— B4,B4 +— Bs,
B3 ANBs — Bg,
Bg <— B7,B7 <— Bg,
BisABg — —C}

Damit ergibt sich folgender Ableitungsbaum (aus Griinden der Ubersichtlichkeit mussten wir ihn in meh-

32
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rere aufspalten):

[-A]' -A+— B AC

+E
BINC o L
B L By +— B>
«——E;
B, Bye—Bs , .
B3 L (1.28)
(T-28)
B B B
3 3¢ Dy E
By B4 +— B;s E
Bs —EL (1.29)
(T28) (1.29)
B3 Bs /
B3 A\ Bs A B3 ANBs — Bg mp
Bg Bg <+— B7
«——Er
B; Bi+—Bs , .
By L (1.30)
(T-28))
B3 B3 <— By (1.30)
Ba —h g , [-A]'! —A<— B AC p
B> ABs N By ABy — —C BIAC
mp NEg
-C C

1 -k

a (1.31)

Was sehen wir hier?

* Auch ein einfacher Beweis wird ziemlich lang.

* Was hier definitiv fehlt ist die Moglichkeit, Aussagen iiber ganzen Zahlen formulieren zu kénnen
— wir wiirden gerne die Atome der Aussagen weiter zerlegen konnen (Kernspaltung?). Diese Tren-
nung zwischen einer Welt der logschen Aussagen und der Terme (Dinge iiber die wir reden) fiihrt
uns in die Welt der Pradikatenlogik—mehr dazu nach Himmelfahrt.

* Die Aussagenlogik reprisentiert sehr gut den logischen Kern, die Argumentation des Beweises.

Ein anderes interessantes Beispiel ist - (AAB — C) «— (BAA — C):

[BAA]! [BAA]!
1 NEL B NER
ANB M ANB—CP

c 1

BrA—c :

(ANAB—C) — (BAA —C BAA —C) — (AANB—C
(AAB—C)+— (BANA—C)

) —1? ( ) —3

1

Diese Beispiel zeigt, wie wir Unterformeln umformen (hier die Pramisse der Implikation), genau wie die
Substitutivitit der semantischen Aquivalenz. Tatsichlich gibt es auch fiir die syntaktische Ableitbarkeit

einen Substitutionstheorem, analog zu [Theorem 1.4
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Theorem 1.12 (Substitutionstheorem) Fiir Aussagen ¢y, ¢», W € Prop und ein Atom p € P gilt:
E (1 <= ¢2) — (V[o1/p] «— w2/ p])

Beweis. Das Theorem folgt aus [Theorem 1.4 mit der Vollstindigkeit (i.e. = ¢ gdw F @), LidBt sich aber
auch unabhingig durch Induktion iiber y beweisen. 0

1.5.2 Minimale Systeme fiir das Natiirliche SchlieBen

Die Regeln in sind nicht zufillig oder aus dsthetischen Griinden so angeordnet; tatséchlich ist
es so, dass die unteren Zeilen sich immer aus denen dariiber herleiten lassen, wenn wir die Konnektive

als Abkiirzungen begreifen (mit den Aquivalenzen aus (1.7)-(1.13)). Fiir die Negation haben wir das
mit A = A — | schon gesehen. Die Regeln fiir die Aquivalenz folgen leicht mit A +— B = (A —
B)A(B— A).

Fiir die Disjunktion wihlen wir AV B = —(—A A =B). Damit ergeben sich die Regeln fiir V wie folgt:

* Einfithrungsregel links VI, (VI ist analog):

[ﬁA\/ﬁB]Z AE
—A La
1 I
AVB=-(-AV-B)

* Eliminationsregel VE:

[A)? [B]?
c [ c [~
1T ., = 1 _, ¢
—\1 —|I‘
AVB=—(-AN—B) —AN—B
L h
C raa

Was bedeutet das jetzt? Das bedeutet, dass wir jeden Ableitungsbaum, der den Operator V und die Re-
geln VE, VI, VIR enthilt, durch einen Ableitungsbaum ersetzen konnen, der weder V noch diese Regeln
enthilt. Hier ein konkretes Beispiel: der Beweis fiir - (PV Q) A =P — Q. Mit V sieht der Baum so aus:

[(PV Q) AP
2 5 AR
(Pvo)A-P! = L, S
PVQ - 0 o
1
—1

(PVQ)A—P —Q

Jetzt ersetzen wir PV Q durch —(—P A —~Q) und die Regel (hier VE) durch den entsprechenden Regel-
baum. Dabei miissen wir (in dem Baum) A durch P und B durch Q ersetzen. Wir erhalten folgenden
Baum, in dem wir der Deutlichkeit halber den eingesetzten Regelbaum blau markiert haben:

— 34
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—PA-Q) A—-P|!
gy CCPROAA

1 “E

= 1 2 4 2

¢ coP e P
1 1

[“("P/\“Q)/\“P]l B jP —|I3 @ —|§4
—~(=PA—0Q) L —PA-Q A

é raa®

— 1!

~(=PA=Q)A=P — Q

Damit konnen wir also die Regeln fiir V aus den Regeln fiir A, —, L, — herleiten. Etwas iiberraschend
ist vielleicht, dass wir die Regeln fiir A aus den Regeln fiir — und _L herleiten kdnnen. Dazu setzen wir
AAB=-(A— —B), und erhalten:

* Einfiihrungsregel Al:
A [A— —-B]!

-B B
L !
AANB=—-(A— —B)
* Eliminationsregel links AEy:
B
ANB=—(A—s—-B) A— B ?I
B raa'
* Eliminationsregel rechts AEg:
A]Z [-A]!
A A
= R
ANB=—-(A—s-B) A—-B !
L B
A raa

Zusammenfassend konnen wir also die Operatoren und ihre Regeln fiir das natiirliche Schliefen in vier
Schritten aus zwei gegebenen Operatoren wie folgt aufbauen:

Operator Definition Regeln
Gegeben —, L mp,—1, raa, false
(1) - “A=A— 1 =, -FE
2) A AAB=-(A— —B) AN, NEr, NEg
3) v AVB =—-(-AA-B) VI, VIR, VE
4) — A<—B=(A—B)AN(B—A) <«—I,«—E,«—Eg

Theorem 1.13 {—, L} und die Regeln mp,—I,raa, falsee sind ein minimales System fiir die Aussa-
genlogik mit natiirlichem Schlief3en.
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Vorlesung vom 11.05.2023: Korrektheit und Vollstindigkeit 1

1.6 Korrektheit und Vollstiandigkeit

Ubung 1.16 (Aufwirmiibung) Ein Student schreibt:

Ich hab eine Frage zum aktuellen Ubungsblatt.

Dort sollen wir durch natiirliches Schlieflen zeigen, dass:
(A -> B) <-> ('A -> IB)

ein Theorem ist.

Nach meinen Verstédndnis ist dies jedoch kein Theorem. Die Belegung
v=[A |->1, B|->0] ergibt einen Widerspruch.

o Warum ist das richtig, aber die Argumentation nach unserem jetzigen Kenntnisstand liickenhaft?

» Was ist der Unterschied zwischen einer liickenhaften Argumentation und einer falschen Behaup-
tung?

Wir fassen mal zusammen:

* Wir haben syntaktisch die Menge Prop aller moglichen Aussagen definiert (basierend auf einer
Menge P von atomaren Aussagen, die auch als Variablen fungieren). Wenn wir die atomaren Aus-
sagen mit Werten belegen, konnen wir eine Aussage auswerten: sie ist dann giiltig ([phi]], = 1)
oder falsch ([[¢], = 0).

* Die semantische Giiltigkeit teilt die Menge Prop in drei Teilmengen:

(1) Unter allen moglichen Variablenbelegungen giiltig (Tautologien);
(2) Unter manchen Variablenbelegungen giiltig (erfiillbar);
(3) Unter keiner Variablenbedingung giiltig (unerfiillbar).

* Basierend darauf haben wir semantische Giiltigkeit = ¢ und semantische Folgerung I" = ¢ defi-
niert.

* Dann haben wir syntaktische Beweisbarkeit betrachtet; dazu haben wir das natiirliche Schlief3en
eingefiihrt. Wir haben die syntaktische Folgerung als I" - ¢ definiert (es 1d3t sich ein Beweisbaum
konstruieren mit der Konklusion ¢ und den offenen Blittern in I'), und - ¢.

Es stellt sich natiirlich die Frage, wie = ¢ und - ¢ zusammenhingen—die Frage nach der Korrektheit
(aus - ¢ folgt = ¢, alles was ich herleiten kann ist auch semantisch wahr) und Vollstéindigkeit (alles was
semantisch wahr ist 146t sich auch herleiten).
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1.6.1 Korrektheit

Als erstes zeigen wir die Korrekheit. Dazu benotigen wir ein Beweisprinzip iiber Ableitungen (derivati-
ons). Da diese induktiv aufgebaut sind (letzten Endes sind es ja gelabelte Baume), ist das Beweisprinzip
die Induktion iiber der Herleitung.

Ubung 1.17 Warum reicht strukturelle Induktion iiber Prop — bspw. der Konklusion — nicht aus?

Strukturelle Induktion iiber Herleitungen funktioniert wie folgt. Jede Ableitung hat einen darunterliegen-
den Baum, dessen Knoten mit Aussagen ¢ € Prop markiert sind. Die Blitter des Baumes sind die Hypo-
thesen der Herleitung (sie sind offen, wenn sie nicht durch Anwendung bestimmter Regeln geschlossen
werden). Die Knoten des Baumes miissen Regelanwendungen entsprechen, wobei die Markierungen der
Kinderknoten die Priamissen der Regel sind, und die Markierung des Elternknoten die Konklusion. Die
Wurzel des Baumes%list die Konklusion.

Wir folgen der Notation von [2]: eine Ableitung mit der Konklusion y schreiben wir als 'fi, und die
9 9 9
v Vi v v Vi W
Anwendung einer Regel ¢ oder ¢  auf diese Ableitung schrieben wir als ¢ bzw. ¢

Ubung 1.18 Wofiir steht der Baum, der nur aus einem Blatt ¢ besteht? Ist das eine giiltige Ableitung?

Jetzt konnen wir Induktion iiber Ableitungen definieren. Der Trick ist dabei, dass die Induktion iiber die
Regelanwendung funktioniert, nicht iiber die Grofle des Baumes, weil die Regeln die Menge der giiltigen
Ableitungen bestimmen (nicht alle Baume sind korrekte Ableitungen).

Lemma 1.14 (Induktionsprinzip iiber Ableitungen) Sei A eine Eigenschaft iiber Ableitungen. Dann
gilt A(D) fiir alle Ableitungen, wenn:

o Induktionsbasis: A(X) gilt fiir alle X € Prop.

9]
7
73

o Induktionsschritt —I: Wenn A(D) fiir D = Z gilt, dann gilt auch A(D) fiir D = ¢ — .

o Induktionsschritt mp: Wenn A(Dy) fiir D1 = ‘?p' und A(Dy) fiir Dy = 7 Z!V gilt, dann gilt auch

o—
D D
o 9—y
A(D) fiir D = v

L
o Induktionsschritt 1: Wenn A(D) fiir D = f gilt, dann gilt auch A(D) fiirD = ¢.

Hier ist ein einfaches Beispiel fiir eine Induktion tiber der Ableitung:

Ganz untypisch fiir Informatiker zeichnen wir die Biume hier tatséichlich mit der Wurzel unten— genau wie diese Holzdinger,
die im Wald stehen.
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Lemma 1.15 Sei I' - @, dann gibt es eine endliche Menge A C T, so dass A+ ¢.

Wichtig ist hier: wenn I' - ¢ dann miissen die offenen Blitter der Ableitung in I" enthalten sein, aber
I" kann auch mehr Aussagen enthalten (die gar nicht in der Ableitung auftauchen); diese etwas liberale
Definition ist spéter niitzlich.

Damit konnen wir jetzt zum Hauptergebnis dieses Abschnitts schreiten:
Theorem 1.16 (Korrektheit des natiirlichen SchlieBens) Wenn ' ¢, dann T = ¢.

Beweis. Beweis per Induktion iiber der Ableitung % vonI' - ¢.

* Basis: Wenn 2 nur ein Element enthilt, dann ist ¢ € ', damit offensichtlich T" = ¢.
o Schritt (—1):
Induktionsvoraussetzung: Wenn I" alle Hypothesen von g enthilt, dann I = y.

9]
9
v

Zu zeigen: wenn I” alle Hypothesen von ¢ enthilt, dann I |= ¢ — .

Beweis: I"U{ ¢} enthilt alle Hypothesen von 7 also erfiillt es die Induktionsvoraussetzung. Damit

gilt also wenn [[¢]}, = 1 und [[p]], =1 fiir alle p € "), dann [y, = 1. Wann ist [¢ — yJ, =1?
Wenn [[¢]], = 0 ist der Wert von [y], egal, oder wenn [[¢]], = 1 dann muss [y], = 1, aber das
haben wir gerade gezeigt; deshalb alsoI" = ¢ — .

* Schritt (mp):
Induktionsvoraussetzung: Wenn I' alle Hypothesen von f enthilt, dann I = ¢; und wenn I alle

7 ;
Hypothesen von oy enthilt, dann T = ¢ — .

2 9

L et 4
Zu zeigen: wenn I alle Hypothesen von v enthilt, dann I = .
Beweis: Offensichtlich erfiillt I die Induktionsvoraussetzungen, also I = ¢ und I = ¢ — .
Sei also v eine Belegung mit [[p]], = 1 fiir alle p € I, dann [[¢]}, = 1 und [[¢ — Y], = 1; also
muss nach der Wahrheitstabelle von — auch [[y]], = 1 gelten, also I = .

* Schritt (L):
Induktionsvoraussetzung: Wenn I" alle Hypothesen von f enthilt, dann I' = L. Da [ L], = O fiir

alle v ist dies gleichbedeutend mit der Tatsache, dass es kein v gibt so dass [y], =1 fiiralle y € T.
9

L
Zu zeigen: Wenn I” alle Hypothesen von ¢ enthilt, dann I” |= ¢.

9
1

Beweis: Wenn I” alle Hypothesen von ¢ enthilt, dann insbesondere auch die von iz , also erfiillt
I'" die Induktionsvoraussetzung. Es kann also kein v geben, so dass [y], = 1 fiir alle y € I, also

I'=¢.
* Schritt (raa):

Induktionsvoraussetzung: Wenn I" alle Hypothesen von ? enthilt, dann I" = L. Da [ L]}, = O fiir
alle v ist dies gleichbedeutend mit der Tatsache, dass es kein v gibt so dass [y], = 1 fiiralle y € T.
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[-9]
9
L
Zu zeigen: Wenn I alle Hypothesen von ¢ enthilt, dann I |= ¢.
[-9]
9
1

Beweis: Nehmen wir an, dass I alle Hypothesen von 7 enthilt, und dass I” £~ ¢. Dann giibe es
eine Valuation v mit [[y]), = 1 fiir alle y € I und [¢], =0, also [—¢], = 1. Sei " =T"U{—-¢},
dann erfiillt I die Induktionsvoraussetzung, also kann es kein v geben so dass [y], = 1 fiir alle
v e I"U{—¢}, insbesondere y € I"’; also muss I |= ¢ gelten.

O

AuBer der tiefen Befriedigung, dass unsere Ableitungen alle auf semantische Weise “richtig” sind, hat
dieses Lemma auch eine praktische Bedeutung, um ndmlich Widerspriiche aufzuzeigen. Dazu nutzen wir
die Kontraposition:

Korollar 1.17 Wenn T [~ ¢, dann Tt ¢

Jetzt kénnen wir mit semantischen Methoden wie Resolution und Erfiillbarkeit I" [~ ¢ zeigen, und haben
damit gezeigt, dass wir gar keinen Beweis von I' - ¢ finden konnen (das wire sonst namlich mit unseren
Methoden gar nicht moglich).

Vorlesung vom 16.05.2023: Korrektheit und Vollstindigkeit 11

1.6.2 Konsistenz

Ubung 1.19 (Aufwirmiibung) Formalisiert folgenden Beweis:

Wenn Hugo Kaffee trinkt, isst Hugo auch Kuchen. Wenn Hugo Kuchen isst, wird er dick.
Hugo trinkt Kaffee und ist schlank.
Also studiert Hugo Informatik.

Mit folgenden Atomen:
* A — Hugo trinkt Kaffe
* B— Hugo isst Kuchen
* C — Hugo ist dick, ~C — Hugo ist schlank

* D — Hugo studiert Informatik.

Warum ist der Beweis richtig? Und warum ist er unsinnig?

Konsistenz ist ein Schliisselbegriff der symbolischen Logik. Intuitiv ist eine Logik konsistent, wenn sich
kein Blodsinn damit anstellen 1483t (wie in der Aufwirmiibung oben). Préiziser formuliert: ich kann nichts
gegensitzliches ableiten, also nicht sowohl A als auch —A. Es stellt sich heraus, das ist dasselbe als wenn
ich | ableiten kann. Wir fassen das mal etwas formaler:
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Definition 1.14 (Konsistenz) Eine Menge I" von Aussagen ist konsistent, wenn I' t/ |, und inkonsistent,
wennT'F L.

Lemma 1.18 Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:
(i) T ist inkonsistent;
(ii) Es gibtein ¢ sodassT - ¢ und T+ —¢;
(iii) T+ @ fiir alle ¢.
Beweis. (i)==(iii): Wenn I - L konnen wir mit der Regel false eine Ableitung L |- ¢ fiir ein beliebiges

¢ hinzufiigen, so dass I' - ¢. (iii)==>(ii): Trivial. (iil)==(i): Aus ¢ und —¢ folgt mit der Regel —F L,
alsoI'F 1. O

Klausel (iii) zeigt, warum inkonsistente Mengen von Aussagen (“Theorien”) uninteressant sind: wenn
ich alles beweisen kann, ist ein Beweis nichts wert. Dieses Lemma 146t sich auch genau anderherum
formulieren:

Lemma 1.19 Die folgende drei Aussagen sind dquivalent:

(i) T ist konsistent;
(ii) Es gibt kein ¢ sodassT'- ¢ und ' —¢;
(iii) Es gibt mindest ein ¢ so dass Tt/ ¢.
Lemma 1.20 Es gilz:
(i) Wenn TU{—¢} inkonsistent ist, dann T §.
(ii) Wenn T'U{¢} inkonsistent ist, dann T" - —¢.
Beweis.
(i) Die Voraussetzung gibt uns eine Herleitung fiir L, wobei die offenen Voraussetzungen entweder in

I' oder —¢ sind. Diese kénnen wir mit der Regel raa zu einer Herleitung ¢ verkniipfen, in der die
Voraussetzung —¢ geschlossen wird; damit gilt "+ ¢.

(i) Analog mit —I.

Definition 1.15 (Maximal konsistent) Eine Menge I" von Aussagen ist maximal konsistent gdw.

(i) T ist konsistent, und

(ii) wennI" C A und A konsistent, dann A =T,
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Man konnte das auch anders formulieren: wenn I eine echte Untermenge von A ist, dann ist A inkonsistent
(i.e. jede weitere Aussage macht I" inkonsistent).

Jede Menge von Axiomen ist in eine maximal konsistente Menge von Axiomen einbettbar. Jede? Nein,
natiirlich nur konsistente:

Lemma 1.21 Jede konsistente Menge 1" von Axiomen ist in einer maximal konsistente Menge A enhalten.

Beweis. Die Konstruktion nutzt die Aufzdhlbarkeit der Aussagen Prop mit einer Art “Aschenputtel-
Prinzip” (die guten ins Topfchen, die schlechten ins Kropfchen), um alle mit I" konsistenten heraus-
zusortieren.

Etwas priziser ausgedriickt: Sei (¢;);cn eine Sequenz aller Aussagen. Wir konstruieren eine Sequenz T;
von Mengen von Aussagen wie folgt:

=T

[u{¢;} T;U{¢;} konsistent
I =
I; sonst

A= {3}

0<i

Wenn I konsistent ist, sind auch alle I'; konsistent. Damit ist auch A konsistent, denn wenn A - L gibe
es eine Ableitung mit endlich vielen Hypothesen, die dann in einer der I'; wéren.

Es bleibt zu zeigen, dass A maximal konsistent ist. Sei A C A und A konsistent. Fiir jedes y € Aist Y = ¢,
fiir ein m € N (jede Aussage hat eine Aufzdhlungsnummer). Wir betrachten die korrespondiere Menge
[y: Ty €A C A, und A konsistent, also ist I';, U {¢,, } auch konsistent. Deshalb ist ['1 = Ty U{ ¢},
und damit ¢,, € T',,11, und @, € A, also ist A C A und damit A = A. O

Ubung 1.20 Ist die maximal konsistente Menge A eindeutig bestimmt?

Nein, es hingt davon ab, wie wir die Aussagen aufzihlen. Betrachten wir ein triviales Beispiel:

I'={A — B,B—C}

Wenn unsere Aufzidhlung so ist, dass wir zuerst alle Atome aufzihlen...dann werden wir nicht fertig
(dann wir haben ja schon mal abzdhlbar unendliche viele Atome). Tatsdchlich ist es recht instruktiv,
sich zu iiberlegen, wie wir Aussagen effektiv aufzihlen konnen; wir werden diesem Problem spiter als
“Godelisierung” wiederbegegnen (und eine Losung von Kurt Godel dazu kennenlernen).

Aufjeden FallistinA — C € A. Aber was ist mit A? Wenn A € A, dann auch B, C € A. Genausogut konnte
—A € A sein, dann aber auch —~B,—~C € A. Gleiches gilt fiir komplett andere Atome, wie D oder E; hier
kann D € A oder = € A sein (natiirlich nicht beides, aber tatsichlich mindest eines von beiden, wie wir
gleich zeigen). Wir sehen also, dass die maximal konsistente Menge A von der Aufzdhlungsreihenfolge
(¢;) abhiingt — je nachdem, ob zuerst A oder —A zuerst aufgezihlt werden, kommen sie zu I'; (und damit
A) hinzu.

Maximal konsistente Mengen haben zwei magische Eigenschaften, die fiir den Vollstindigkeitsbeweis
notig sind:

Lemma 1.22 (Magische Eigenschaften) Sei A maximal konsistent, dann:
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(i) A ist unter Ableitbarkeit geschlossen, i.e. wenn A+ ¢ dann ¢ € A;
(ii) fiir alle ¢ ist entweder ¢ € A oder ~¢ € A;

(iii) fiiralle ¢,y gilt: ¢ — Yy € Agdw. (¢ € Adann y € A).
Beweis.

(i) Sei AF ¢ und ¢ & A; dann miisste AU {¢} inkonsistent sein. Also A F —¢, aber dann wire A
inkonsisten. 7

(ii) Es konnen nicht beide ¢, —¢ in A enthalten sein. Also betrachte A’ = AU{¢ }; wenn das inkonsistent
ist, dann (mit Lemma|1.20) und (i) =¢ € A; wenn es konsistent ist, dann ist wegen der Maximalitit
¢ cA

(iii) Sei ¢ — y € Aund ¢ € A. Dann ist mit —/ A+ y, und nach (i) ¥ € A. In der anderen Richtung,
nehmen wir an, dass wenn ¢ € A dann y € A und zeigen dass ¢ —> ¥ € A nach Fallunterscheidung
iiber ¢: entweder ¢ € A, dann w € Aund ¢ —> ¥ € A; oder ¢ &€ A, dann —¢ € A (nach (ii)), also
At —¢ und damit A+ ¢ — y.

O

Aus Lemma|[I.22i) folgt, dass jede aus I" ableitbare Formel in einer maximal abgeschlossenenen Menge
A, die T enthilt, enthalten sein muss. Ist eine Formel nicht aus I ableitbar, ist nach Lemma [[.20(i) I'U
{—¢} konsistent, damit gibt es mindestens ein maximal konsistentes A, was —¢ und damit nicht ¢ enthilt.
Daraus konnen wir schlielen, dass die Schnittmenge aller maximal konsistenten Mengen A welche I
enthalten genau die Menge aller aus I' ableitbaren Formeln ist (die Theorie von I').

1.6.3 Vollstindigkeit

Wir wollen die Vollstindigkeit zeigen, i.e. wenn I' = ¢ dann auch T'+ ¢.

Hier ist die Beweisstrategie:

1. Wir zeigen die Kontraposition: wenn I' I/ ¢, dann I" [~ ¢. Dazu miissen wir zeigen, dass es eine
Valuation gibt, mit der alle Aussagen in I" zu wahr auswerten, aber ¢ zu falsch.

2. Um das zu zeigen, betten wir I in ein maximal konsistentes A ein, dass ¢ nicht enthilt.

3. Damit kénnen wir eine Belegung konstruieren, die alle Aussagen in A zu wahr auswertet, aber nicht
¢. Damit ist I = ¢ gezeigt.

Schliissel zu dem Beweis ist also, dass wir fiir eine konsistente Menge von Aussagen eine Belegung (der
Atome) konstruieren konnen, mit der alle Aussagen wahr auswerten. Das ist unser erstes Lemma:

Lemma 1.23 Fiir ein konsistentes I" gibt es eine Belegung v so dass (@], = 1 fiir alle ¢ € T..
Beweis. Der Beweis erfolgt in drei Schritten:
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1. Nach Lemmal[l.2T]ist I in einem maximal konsistenten A enthalten. Damit definieren wir

V(p):={1 pea

0 sonst

2. Jetzt zeigen wir: [¢]], = 1 gdw. ¢ € A durch Induktion iiber ¢:
* Basisfall ¢ = p € P: gilt nach Definition von v.
* Basisfall ¢ = L: Trivial ([ L]}, =0 genauso L & A).
* Induktionsschritt: ¢ = y — o Es gilt

[y — ol =0

gdw. [yl = 1,[c], =0
gdw. w € A,c € A nach Lv.
gdw. ¥ — 0 ¢ A nach Lemma[I.22]iii)

3. Da@’ C A haben wir [¢]], =1 fiiralle ¢ € T.

O
Lemma 1.24 T'l/ ¢[| gdw. es gibt eine Belegung v so dass ]}, = 1 fiir y € T, und [¢]], = 0.
Beweis.
't/ ¢ gdw. TU{—¢} konsistent (nach Lemma|l.20);
gdw. es gibt Belegung v so dass [y], = 1 fiir y € TU{—¢} (nach Lemma|1.23)
gdw. es gibt Belegung v so dass [y], = 1 fiir y € T und [[¢], = 0. O

Jetzt konnen wir unser Hauptresultat beweisen:
Theorem 1.25 (Vollstiindigkeit) Wenn T |= ¢, dann T+ ¢.

Beweis. Wir zeigen die Kontraposition: wenn I' t/ ¢, dann " i~ ¢. Nehmen wir an, dass I' I/ ¢. Dann gibt
es nach Lemma eine Belegung v, so dass [[y], = 1 fiir alle y € T, und [[¢]}, =0, i.e. T [~ ¢. O

Die Vollstindigkeit der Aussagenlogik hat niitzliche Auswirkungen. Statt syntaktische Beweise zu kon-
struieren, konnen wir auf die semantischen Verfahren wie Erfiillbarkeit (oder einfach erschopfende Su-
che) zuriickgreifen. Daraus folgt auch direkt die Entscheidbarkeit der Aussagenlogik: fiir jede Aussage ¢
konnen wir zeigen, ob - ¢ oder F ¢.

Was aus unserem Beweis der Vollstindigkeit nicht folgt ist eine Konstruktion der Herleitung I' - ¢.
Dazu konnte man beispielsweise auf die Resolution nutzen. Zuerst konstruieren wir einen Beweis, dass
F ¢ +— ¢’ mit ¢’ in KNF (i.e. wir iiberfithren ¢ in KNF). Um ¢ zu zeigen, konstruieren wir eine
Resolution, die aus —¢’ die leere Klausel ableitet. Diesen Resolutionsbeweis kénnen wir dann nutzen,
um einen Beweis fiir ¢ im natiirlichen Schliefen zu konstruieren. Das ist jetzt keine leere Theorie — der
Theorembeweiser Isabelle nutzt dieses Verfahren, um mit Resolutionsbeweisern Beweise im natiirlichen
Schlielen zu konstruieren.

7Wir brauchen hier nicht vorauszusetzen, dass I konsistent ist, dass folgt aus T'/ ¢.
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1.7 Zusammenfassung

Mit Korrektheit und Vollstindigkeit schlieBen wir unsere Behandlung der Aussagenlogik. Wir haben die
Aussagenlogik kennengelernt, und gesehen, wie wir Formeln der Aussagenlogik eine Bedeutung (via
Wabhrheitstabellen) zuweisen konnen. Damit konnen wir zwischen immer wahren Aussagen (Tautologi-
en), erfiillbaren und unerfiillbaren Aussagen unterscheiden. Wir haben Beweisverfahren wie SAT-Solving
und Resolution kennengelernt, die vollautomatisch arbeiten, und das natiirliche Schlieen, mit dem wir
Beweise aus elementaren Regeln manuell konstruieren. Wir haben gezeigt, dass alle Formeln, die wir
mit dem natiirlichen Schliefen beweisen konnen, auch semantisch wahr sind (Korrektheit), und das an-
dererseits, dass alle semantisch wahren Formeln auch im natiirlichen Schlieen bewiesen werden konnen
(Volistandigkeit). In einer Formel:
'¢g<=TkEo¢

Zusammenfassend kann man sagen:

» Aussagenlogik ist in seiner Ausdrucksmichtigkeit beschrinkt, wie wir in vielen Beispielen gesehen
haben, aber dafiir kann ich viel automatisch beweisen. (Mit anderen Worten, der Computer kann
fiir uns arbeiten. Kein Wunder, dass Aussagenlogik bei Informatikern so beliebt ist.)

* Das natiirliche Schlielen ist mithsam, skaliert aber problemlos auch fiir michtigere Logiken wie
den Pradikatenkalkiil, den wir als nidchstes kennenlernen werden.
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Kapitel 2

Pradikatenlogik

Vorlesung vom 22.05.2023: Prddikatenlogik Einfiihrung

2.0.1 Motivation

Aussagenlogik hilft Argumentationsstruktur zu beschreiben, abstrahiert aber zu stark

Alle Menschen sind sterblich Jedes P ist auch ein Q Vx.P(x) — Q(x)
Sokrates ist ein Mensch sistein P P(s)
Sokrates ist sterblich sist Q 0(s)

* Vne N.3n' € N.i' = nf(n)
* Vne N.nf(n) #0
c0eN

Definition 2.1 (Signatur) Eine Signatur T = (%, %) besteht aus disjunkten Mengen von Funktionssym-
bolen F und Relationssymbolen %. Jedes dieser Symbole hat eine feste endliche Stelligkeit, auch Aritcit
genannt. Nullstellige Funktionssymbole nennen wir Konstantensymbole.

Notation: In einer konkreten Signatur geben wir die Stelligkeit der Symbol als Superscript an. Zum Bei-
spiel denotiert die Signatur

({a’. 1,87} (R, P2, 5'})
eine Menge von Funktionssymbolen a hat Stelligkeit 0, f hat Stelligkeit 1 und g hat Stelligkeit 2
eine Menge von Relationssymbolen R hat Stelligkeit O, P hat Stelligkeit 2 und S hat Stelligkeit 1

Vorlesung vom 14.06.2023: Prddikatenlogik VI

Der wesentliche Unterschied zwischen der Pridikatenlogik und der Aussagenlogik ist dass die Pradi-
katenlogik den Objekten, die vorher nur atomare Aussagen waren, eine Struktur gibt. Deshalb gibt es
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syntaktisch auch zwei Kategorien: die Terme, welche diese Objekte beschreiben, und Formeln, welche
den Aussagen der Aussagenlogik entsprechen.

Definition 2.2 (Terme) Gegeben eine Signatur T und eine Menge X von Objektvariablen, dann sind die
Terme zu dieser Signatur die kleinste Menge Termr so dass

X C Term,
ffern,... bty € Termg dann f(t1,...,t,) € Termg

Fiir die zweite Klausel behandeln wir den Fall n = 0 syntaktisch vereinfachend, indem wir c¢ statt ¢()
schreiben; in diesem Fall ist ¢ eine Konstante.

Definition 2.3 (Formeln) Gegeben eine Signatur T und eine Menge X von Objektvariablen, dann sind
die Formeln iiber T die kleinste Menge Prop. so dass mit ¢,y € Prop:

t1,ty € Termy dann s =t € Prop;

P'et,ty,...,t, € Termy dann P(t,, ... ,t,) € Prop,
1 € Prop,

—¢ € Prop,

O Ny € Prop,

OV y e Prop,

¢ — y € Prop,

¢ <— v € Prop;

x € X dannVx.¢ € Prop,

x € X dann 3x. ¢ € Prop,

Variablen konnen frei oder gebunden sein. Fiir eine Formel ¢ € Prop, und eine Variable x € X ist

(1) xist bindend in Vx.¢, Ix.y;

(i) fiir Vx.¢ und 3x.¢ ist x in allen Teilformeln von ¢ gebunden;

(iii) Ansonsten ist x frei.

— 46 —



o< U Liith, Autexier: Einfiihrung in die Formale Logik

Damit kénnen wir die Menge Var(¢) aller freien Variablen fiir ¢ € Prop, wie folgt induktiv definieren:

Var(x) = {x}

Var(f(ty,...,ta)) = Var(t;) U...U Var(t,)
Var(t) =t,) = Var(t;) U Var(ty)
Var(P(t1,...,ty)) = Var(t;)U...U Var(t,)

Var(L) =10
Var(—¢) = Var(¢)

Var(¢1 A ¢2) = Var(¢1) U Var(¢2)
Var(¢1 V ¢2) = Var(¢1) U Var(¢,)
Var(¢1 — ¢2) = Var(¢1) U Var(¢,)
Var(§ <— ¢2) = Var(¢1) U Var(¢:)

) (

) (

Die Ersetzung von Variablen ist wie in der Aussagenlogik rekursiv iiber die Formelstruktur definiert, aber
durch die Quantoren iiberraschend subtil. Zum einen ersetzen wir Variablen durch Terme, nicht durch
Aussagen, weil wir keine atomaren Aussagen mehr haben. Wenn wir eine Variable x in einer Formel ¢
durch einen Term ¢ ersetzen, geschrieben ¢ [f/x], dann gibt es dreierlei zu beachten:

1. Ist x bindend in ¢, dann wird nicht ersetzt.

2. Ist eine andere Variable y bindend in ¢, dan miissen wir bei der rekursiven Ersetzung von x in ¢
zum einen beachten, dass y nicht in den freien Variablen von ¢ vorkommt (ansonsten wiirden diese
freien Variablen inkorrekterweise gebunden).

3. Ist dies der Fall, dann miissen wir die bindende Variable y umbenennen, und zwar in eine neue
Variable, die frisch ist, i.e. nicht in ¢ oder ¢t vorkommt.

Die Definition der Substitution ist damit:

Definition 2.4 (Substitution) Fiir ¢ € Prop;, x € X und t € Term; definieren wir die Ersetzung von x in
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¢ durcht, geschrieben ¢t /x|, rekursiv iiber der Struktur von ¢ wie folgt:

x=y
i = {y XF#Yy

fltsn)[t/x] = f(ut/x],... it /x])
Lig/x]=L
(=@)[t/x] = ~(e[r/x])
(@1 A 02)[t/x] = (1t /x]) A (@2]t/x])
91V @2)[t/x] = (1t/x]) V (92[t/x])
(91 — D2)[1/x] = (91 [t/x]) — (¢2[t/])
(91 < @2)[t/x] = (1 [t/x]) «— (92[t/x])
P91, 0n)[t/x] = P(1[t/x],.... dult/x])
Vy. ¢ x=y
(Vy.9)[t/x] = ¢ Vy. (8[t/x]) x#yy & Var(t)
Vz. ((Plz/¥)[t/x])  x#y,y € Var(t),z & Var(t) U Var(¢)
Jy.¢ x=y
(3v.9)[t/x] = ¢ Iy (B[t/x]) x#y,y & Var(t)

. ((@lz/yDle/x])  x#y,y € Var(t),z & Var(t) U Var(¢)

Man beachte, dass sich durch Substitution gebundende Variablen plotzlich umbenennen. Folgende Ubung
zeigt das in Aktion:

Ubung 2.1 Berechne folgende Substitution:

(Vx.(Vy.z=y) Au=x)[y+x/z]

Vorlesung vom 22.05.2023: Prddikatenlogik VII

2.1 Natiirliches Schlieflen

Fiir syntaktische Beweise in Pridikatenlogik erster Stufe kénnen wir das System aus Abschnitt [I.5] er-
weitern. Aus den gleichen Griinden wie dort befassen wir uns erst mit einer Kernsprache. Wir haben
in Abschnitt [I.3.10] gesehen, wie wir die Aussagenlogik aus wenigen Operatoren aufbauen kénnen, und
in Abschnitt[I.5.2] wie wir mit Regeln fiir wenige Operatoren anfangen, und die Regeln der restlichen
Operatoren daraus herleiten konnen. Fiir die Pradikatenlogik gilt das gleiche: da die Priadikateligk die
gleichen Konnektive wie die Aussagenlogik zuziiglich V und 3 hat, und wir entweder V durch 3 aus-
driicken konnen, oder umgekehrt, reicht uns fiir die gesamte Pradikatenlogik die gleichen Kernsprachen
wie fiir die Aussagenlogik zuziiglich entweder V oder 3.

Konkret wihlen wir eine Kernsprache, welche nur die Konnektive A, —, 1 und V enthilt, und leiten die
Regel fiir 3 spiter ab.
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2.1.1 Natiirliches SchlieBen mit dem Allquantor

Die Regeln fiir die ersten drei Konnektive — die auch in der Aussagenlogik sind — bleiben genau gleich.
(Streng genommen sind es natiirlich etwas andere Regeln, weil sie jetzt iiber Formeln in Prop, und nicht
mehr Prop formuliert sind, aber wenn wir sie hinschreiben, sehen sie genauso aus.)

Fiir die Relationen P" € 7 gibt es keine strukturellen Regeln (also Einfithrungs- und Eliminationsregeln
wie wir sie fiir die Konnektive aus der Aussagenlogik kennen), es konnen lediglich Axiome formuliert
werden.

Damit bleibt also nur der Allquantor. Fiir diesen gibt es eine Einfithrungs- und eine Eliminationsregel:

i) Vx. ¢
Ve L) ot/

Fiir die Regel VI gilt hier die FEigenvariablenbedingung: x darf nicht frei in den offenen Vorbedingungen
von ¢ sein. Bei der Regel VE kann es durch die Substitution zu Umbenennungen kommen (in ¢, nicht im
Rest des Baumes).

VE

Was bedeutet die Eigenvariablenbedingung? Die Idee hinter der Regel VI ist, dass wenn wir ¢ fiir ein
beliebiges x gezeigt haben, dann konnen wir {iber dem x quantifizieren, und es spiter (Regel VE) durch
einen x-beliebigen Term ¢ ersetzen. Beliebig heif3t allerdings, dass wir keinerlei Annahmen iiber x in dem
Beweis gemacht haben diirfen, was sich technisch darin niederschlagen wiirde, dass x in den offenen
Annahmen des Beweisbaumes auftaucht.

Hier ist ein einfaches Gegenbeispiel, fiir eine Signatur mit einer Konstanten ¢
[x=c]
Vx.x=c
x=c—Wx.x=c

Vx.x=c—Vx.x=c
c=c—Wx.x=c

Jetzt gilt ¢ = ¢ — Vx.x = ¢ aber sicherlich nicht in Strukturen mit zwei oder mehr Elementen; die Her-
leitung ist also falsch (eben genau wegen der verletzten Eigenvariablenbedingung in der zweiten Zeile).

Hier ist ein etwas banal anmutendes Beispiel:

[Vx.Vy. 9!

VE
.
y7¢ VE
Vx. ¢ vi
Vo

1
V. Vy. ¢ — Vy.Vx. ¢ .

So ganz trivial ist das allerdings dann doch nicht, wenn wir miissen natiirlich fiir die beiden Anwendungen
von VI die Eigenvariablenbedingung zeigen. Woher wissen wir denn jetzt genau, dass in den offenen
Vorbedingungen x resp. y nicht frei auftreten? Welches sind iiberhaupt die offenen Vorbedingungen? Es
hilft, sich den relevanten Teilbeweis zu vergegenwértigen:

Vx.Vy. ¢

VE
.
—y¢¢ VE
Vx. ¢ vi
Vyvxg
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Die relevante offene Teilbedingung ist also Vx. Vy. ¢; und hier sind natiirlich weder x noch y frei.

Ubung 2.2 Beweise folgende Theoreme durch natiirliches Schliefien:
o F(Vx. (9 AY)) — (Vx.0) A (Vx. y)

o F(Vx.90) A (Vx.y) — (Vx. (9 Ay))

Manchmal miissen wir die Eigenvariablenbeding explizit als Seitenbedingung annotieren, wie in diesem
Beispiel:

[Vx.0 — y]'
oF o—w "
v
o— (xy)

Hier ist fiir den Schritt (x) die Bedingung x ¢ Var(¢) nétig, i.e. wir zeigen

x & Var(¢) dann + (Vx.¢ — y) — (¢ — (Vx.y))

2.1.2 Korrektheit

Wir zeigen zuerst einmal, dass der Kalkiil korrekt ist, i.e. wir konnen nur semantisch giiltige Formeln
herleiten. Dazu benétigen wir folgende:

Definition 2.5 Sei I eine Menge von Formeln und ¢ eine Forme, mit Var(T) = {Var(y) | v € T} und
Var(') U Var(¢) = {x1,...,x,}. Wenn a = {(ai,...,ay) eine Sequenz von Elementen aus 2, dann ist
Gamma(a) definiert als die gleichzeitige Ersetzung von x; mit a; (analog ¢(a)). Dann ist

A =T (a)gdw. A = vy fiir alle y € T'(a)
I'= ¢gdw 2 =T(a) dann 2 |= ¢ (a) fiir alle A,a.w

Fiir den Fall, dass I" und ¢ keine freien Variablen enthalten vereinfacht sich dass zu der bekannteren
Definition
I'= ¢ gdw (A =T dann 2 |= ¢ fiir alle 2

Jetzt konnen wir die Korrektheit (soundness) zeigen:
Theorem 2.1 (Korrektheit des natiirlichen Schliefens) Wenn T'F ¢, dann T = ¢.

Beweis. Der Beweis ist eine Erweiterung des Beweises der Korrektheit des natiirlichen SchlieB3ens fiir die
Aussagenlogik (Theorem [T.16), da insbesondere die Definition der semantischen Giiltigkeit und Folge-
rung in der Aussagenlogik als Sonderfall der semantischen Giiltigkeit und Folgerung fiir die Priadikaten-
logik begriffen werden kann.

Analog zu Theorem erfolgt der Beweis durch Induktion iiber der Ableitung & von I' F ¢. Zu zeigen
bleiben die Induktionsschritte fiir V/ und VE; wir zeigen hier nur den ersten.
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Induktionsvoraussetzung: I' = ¢, i.e. wenn 2( =T"(a) dann  |= ¢(a) fiir alle A, a.
Zu zeigen: I' = Vx. ¢, i.e. wenn 2 |=T'(a) dann 2 |= (Vx. ¢)(a’) fiir alle 2, a’.

Beweis: 21 |= (Vx. ¢)(a’) ist definiert als 2 = ¢[a/x](a’) fiir alle « € A; mita < (@,a’) (i.e. die Sequenz a
ist genau a verkettet mit aﬁ) ist ¢[a/x|(a’) = ¢(a), und damit folgt 2 = ¢[a/x|(a’) aus der Induktions-
voraussetzung 2 = ¢(a). O

Ubung 2.3 Wo bleibt die Eigenvariablenbedingung im Beweis oben?

2.1.3 Der Existenzquantor

Fiir den Existenzquantor konnen wir zwei Regeln ableiten:

(9]

olt/x] Wy
e ——— ¥EM®

Auch hier haben wir die Eigenvariablenbedingung (*): x ist nicht frei in y, oder in einer offenen Hypo-
these (auBer natiirlich ¢) der Ableitung. Fiir die Ableitung der Regeln wihlen wir 3x. ¢ = —(Vx. —9).

* Einfiihrungsregel:
[vx. 4]

o/ " oix

* Eliminationsregel:

VI

L 1
V raa

Hier folgt die Eigenbedingung fiir die abgeleitete Regel aus der Eigenvariablenbedingung bei der
Anwendung der Regel VI; da —y fiir diese Teilableitung eine offene Vorbedingung ist, darf x nicht
in y frei sein.

'Hier nehmen wir an, dass x die erste freie Variable ist; wenn das nicht der Fall ist miissen wir entsprechend die i-Variable
ersetzen.
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2.1.4 Gleichheit

Fiir den Umgang mit Gleichungen in der Pridikatenlogik haben wir bis jetzt noch kein Mittel (genausowe-
nig fiir andere Pridikate). Was fiir Regeln brauchen wir fiir die Gleichheit? Im wesentlichen miissen wir
die Gleichheit axiomatisieren: sie ist eine Aquivalenzrelation (also reflexiv, symmetrisch und transitiv)
und sie ist eine Kongruenzrelation (man kann gleiches durch gleiches ersetzen). In Regeln ausgedriickt:

s=r r=s s=t
=3 refl =5 Sym =  [rans
_r=s r=s O g
tr/d =tls/z] = ls/al -

Hier reichen die Regeln refl und subst als Axiome. Wir zeigen als Beispiel {refl, subst} - sym:

refl

zZ .
substmit g =z =3

Da sieht falsch aus, weil in der Voraussetzung ¢[s/z] steht, aber in der Regel subst (wie in den anderen
Regeln auch) stehen r und s fiir beliebige Terme; das entscheidende ist, dass in der Voraussetzung von
substt die Variable z mit der linken Seite der anderen Voraussetzung (hier s) ersetzt wird, und in der
Konklusion mit der rechten Seite (hier r).

Entsprechende Beweis fiir die Substitution in Termen und die Transitivitiit bleiben als Ubung:

Ubung 2.4 Beweise {refl, subst} - substt und {refl, subst} - trans.

Vorlesung vom 29.06.2023: Prddikatenlogik VIII

2.2 Formalisierung eines mathematischen Beweises

Zu zeigen: /2 ist keine rationale Zahl.

Beweis:
1. Wir nehmen an, dass v/2 rational ist, und leiten einen Widerspruch her.
2. Wenn /2 rational ist, dann ist \/§ = g, mit p und ¢ teilerfremd.

3. Dann gilt:

Py _ P
2: —_ =
(q) 9

Damit ist p? gerade.

5
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4. Wenn p? gerade ist, ist auch p gerade.

5. Es gilt also (fiir ein festes r):

=21 2.2)
p? =472

2.7 =442 wegen (2.1)
P=27

6. Damit ist > gerade. Daraus folgt, dass ¢ gerade ist.

7. Wenn p und g gerade sind, dann sind sie nicht teilerfremd. 7

Bei der Formalisierung in Aussagenlogik haben wir die Struktur des Beweises formalisiert (bspw. den
Beweis durch Widerspruch), jetzt geht es darum, auch die Umformungen beweisen zu konnen, indem wir
sie auf einfachere Axiome iiber Multiplikation zuriickfithren. Dabei werden wir auch Dinge prizisieren,
die in dem Beweis oben vage bleiben, bspw. dass p,q und r existenzquantifiziert sind, und fehlende
Nebenbedingungen entdecken.

Um iiber Zahlen, Briiche, Quadratwurzeln und Teiler sprechen zu konnen, miissen wir erst einmal eine
Signatur mit geeignetem Vokabular definieren. In der Notation von oben ist dies:

To=( {0°,1°,20,4° 5 (=", (=)}, (= —)2, (= + )% (— | =)},

{rat',even', odd', cp?})

2
Wir haben hier eine an die Mathematik angelehnte Notation gewéhlt, die es uns erlaubt, Terme wie Z—z

zu schreiben. Oben steht — fiir das Argument, /— ist also die Operation, die als y/x geschrieben wird.
Etwas umstindlich steht (—2)! fiir die unire Operation —2 (der duBere Superskript ! denotiert also die
Stelligkeit, der innere 2 ist nur Syntax). Die biniren Operatoren -, + und | werden als Infix-Operatoren
geschrieben (letzterer ist der Teilt-Operator, i.e. p | g steht fiir p ist ein Teiler von g).

Wir konnten auch ganz normale Prifix-Operatoren nehmen, bpsw. fract27 squ, aber dann wiirde der Term
oben lauten fract(sqr(p),wsqr(q)), was der Leserlichkeit Abbruch tite. Wichtig ist aber, sich vor Augen
zu fiihren, dass diese Operatoren alle reine Synfax sind, i.e. keine inhirente Bedeutung haben. Diese
Bedeutung geben wir ihnen durch die Axiome, die wir {iber diesen Operatoren annehmen.

Fangen wir mal mit einigen Axiomen an:

Vx,y.x|y+— In.x-n=y (def-div)
Vx,y. cp(x,y) «— Va.n|xAn|y —n=1 (def-cp)
Vx. rat(x) <= Ip,q.x = S Acp(x,y) Ag#0 (def-rat)
Vxx? =x-x (def-sqr)

Vx. (Vx)2 =x (def-sqrt)

Was bedeuten diese Axiome?

* x teilt y, wenn es ein y ein Vielfaches von x ist (def-div).

* xund y sind teilerfremd (co-prim), wenn der einzige gemeinsame Teiler von x und y 1 ist.
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¢ Eine rationale Zahﬂ ist eine, die sich als Bruch zweier teilerfremder Zahlen darstellen 146t (wobei
die Zahl unter dem Bruchstrich nicht O ist).

* Die Zweierpotenz einer Zahl ist diese mit sich selbst multipliziert.

* Die Quadratwurzel ist das Inverse der Zweierpotenz.

Man beachte, dass alle Axiome geschlossen sind, i.e. keine freien Variablen enthalten. Dass muss so sein,
weil wir natiirlich im Vorhinein nicht wissen, mit welchen Termen wir das Axiom instantiieren wollen,
und sonst Namenskonflikte entstehen konnen.

Die Arbeit mit Gleichngen in Natiirlichem Schlieen

Der Beweis oben arbeitet viel mit Gleichungen, i.e. gleichheitserhaltenden Umformungen. Deren For-
malisierung in Pridikatenlogik und natiirlichem Schlielen ist ldnglich, und erfordert etwas umstandlich

2
anmutende Herleitungssequenzen. Betrachten wir einmal den Schritt oben von v/2 = g Zu2 = ;’—2. Als

algebraische Herleitungskette formuliert:

5
i
ESW S|

= 2= (07
—=2=5

Hier passieren einige Dinge implizit, bspw. indem Operationen gleichzeitig auf beiden Seiten angewandt
werden oder Gleichungen wie (/x)? = x angewandt werden.

Wir formalisieren diesen Beweis erst einmal komplett (“from first principles”) in natiirlichem Schlief3en.
Wir bendtigen dazu noch ein weiteres Axiom:
2
x X
vxy (5= sqr-rat
Ty

Der Beweis in seiner ganzen Schonheit (“A terrible beauty is born™):

m sqrt-iny
VY T VE oy A ARG refl
(V2)?2=2 v V2= q (V2)’=(v2) _ VP2 o = sqr-rat
m Y (ﬁ)z — (%)2 subst mit ¢ — (v/2)* =z v, y. ();c)z _ );7
— 5 trans P VE
2= ¢ty =5
5 trans
2=¢
(2.3)

Es lohnt sich, hier die Anwendung der Regel subst genauer zu betrachten. Wir setzen hier den Term ¢ in
der Regel zu (v/2)? = z2. Damit wird mit s — £ die Konklusion ¢[s/z] = (V2)? = (g)2 wie gefordert.

’Die Logik ist nicht rypisiert, i.e. wir unterscheiden nicht zwischen Zahlen und anderen Dingen; der einzige Unterschied ist
zwischen Termen und Pridikaten.
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Fiir die Priamissen wird mit r — v/2 die erste Primisse r = s oder v/2 = 5, und fiir die zweite Praimisse

olr/z) = (\@)2 = (\ﬁ)2 Diese Anwendung der subst-Regel ist typisch, wenn wir einen Subterm umfor-
men wollen, oder wie hier eine Operation auf beiden Seiten der Gleichung anwenden wollen.

Da die Axiome alle geschlossene Ausdriicke sind, miissen wir jedesmal bevor wir ein Axiom anwenden
die auBlen stehenden Allquantoren entfernen, und durch den tatsdchlichen Term ersetzen

Typisch ist auch die Verwendung der Transitivititsregel trans, um Sequenzen von Gleichungen zu mo-
dellieren, oder sym, um Gleichungen (gerade Axiome) umzuorientieren.

Dieser Detailgrad ist nicht hilfreich, denn er versperrt uns die Sicht auf die tatsdchlich wichtigen Details
(siehe unten). Deshalb vereinbaren wir folgende Vereinfachungen:

(1) Die Anwendungen der Regel VE nach einem Axiom kdnnen wir weglassen.
(2) Die Anwendung der Regel sym bei einem Axiom kann implizit bleiben.
(3) Die Anwendung der Regel trans kann implizit bleiben.

(4) Bei der Anwendung der Regel subst kann die Anwendung der Regel refl in der zweiten Primisse
implizit bleiben.

Das erlaubt es uns, den Beweis (2.3) einfacher aufzuschreiben:

P
M subst mit ¢ — (v/2)? =72
7)2

2
2=

sqrt-iny

I
—~
QIS

sqr-rat

S

<)

A Few Axioms More

Wir benétigen noch einige Axiome fiir den Beweis, die wir zuerst einfiithren, damit sie nicht so plotzlich
kommen:

Vx,y.y £AO0Ax=y — ()yﬁ) y=x (cancel-rat-right)
Vx,y.x Z0Ax-y=x-z — y = z(cancel-left)Vx.0 - x = O(null-left)

Vx,y,z.x-(y-z) = (x-y) -z (assoc)

Vx,y.x-y=y-x (comm)

4=2.2 (def-4)

2#0 (neq-zero)

Va,y.xy=0—x=0Vy=0 (mult-zero™)

Vx,y. (x-y)? = x% - y? (sqr-mult®)

Vxx #0— x> #0 (sqrt-zero™)

3Wir haben hier schon dahingehend vereinfacht, dass wir nur eine Anwendung von VE aufschreiben, obwohl es eigentlich eine
Regel pro Allquantor ist, also bspw. bei sqr-rat zwei.
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Die ersten und zweiten Axiome sind interessant, weil sie eine notige Vorbedingung haben. Ohne diese
kommen wir schnell auf eine Inkonsistenz:

refl
1=1 I oht’
m cance -rat-rlg t
07 .
0=1 null-left

Die oben mit * markierten Axiome sind Theoreme — sie konnen mit Hilfe der anderen Axiome bewiesen
werden. Dazu kommen noch gerade Zahlen und einige ihrer Eigenschaften:

Vx.even(x) «— Irx=2-r (def-even)
Vx. even(x?) —» even(x)(even-sqr)*
Vx,y. even(x) Aeven(qg) — —cp(x,y)(even-not-cp*)

Formalisierung des Beweises

Wir zerlegen den Beweis in mehrere Teilbdume; das ist allerdings reine Notation, die Teilbiume sind
keine eigenstindigen Beweise. (Man sieht das daran, dass Annahmen in einem Teilbaum in einem anderen
geschlossen werden!)

Wir fangen an mit Beweis A;:

Acp(p.q)
NgF#
NE,
2=20
\[2(]172 subst, ¢ — (\/5)2 — Z2
VIVRE (V2P = (2 "
q 1 sqrt-iny
Acep(p,q) 2=(%) t
Ag#0 ——— sqr-ra
g #£0 NE3 2= gé
612 sqrt-zero > 7 2 subst, —2-q* =z-¢*
q-#0 2. =74
5 5 cancel-left
2-g¢°=p 24

Der zweite Teilbaum A, ist etwas kiirzer, und erweitert A| zu einem Beweis, dass p gerade ist:

A

] > 2
% sym
repd o
drp =2-r

2
&(p) even-sqr
even(p) (2.5)
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Der dritte Teilbaum B ist der logische Kern des Beweises, in dem wir herleiten, dass ¢ gerade ist:

Ay [p =2- 7]3 2 2
P e
_ ————— sqr-mu
2_»5. 2 2 _ 2,
P24 gy P20 g
2_q2:p2 p2:4_r2
4.2 trans
T T ef4
24> =(2-2)-r?
——————~— assoc
A, 2.7 =2-(2-1%)
— 3 cancel-left
: qg =2-r
. 3s.g> =25 -
M def-even =g =23 def-even
Irp=2-r even(q?) ;
5 JE
M even-sqr
even(q) (2.6)

Und jetzt der coup de grace: wenn p und ¢ gerade sind, dann haben wir unseren Widerspruch:

Ay B

eveﬁ( D) ever.l(q)

V2= L nep(p,q) Ag# 0]
[ q ] AE, even(p) Aeven(q) even-not-cp
cp(p,q) —cp(p,q) .
[Bp.q-V2= £ Acp(p,q) Ag # 0] €
n JE?
-t
=(3p,q- V2= Acp(p.q) Ng #0)

def-sqrt

= rat( \/E)
2.7
Man beachte, dass in A; Annahmen geschlossen werden, die wir in gedffnet haben. Das bedeutet
auch, dass die existenzquantifizierten Variablen p und ¢ in allen Teilbdumen als freie Variablen behandelt
werden, und damit “beliebig aber fest” sind; wir konnen wie Annahme 2, die mit der Regel 3F in
geoffnet wird, nur mit einer Behauptung schlie3en, die p und g nicht mehr enhilt (i.e. L); deshalb muss
diese Regel soweit unten stehen.

Vorlesung vom 06.07.2023: Arithmetik

2.3 Elementare Arithmetik

Der Beweis der Irrationalitit von /2 zeigt, dass wir nicht-triviale Aussagen iiber Zahlen in der Pri-
dikatenlogik formalisieren konnen. Nicht befriedigend war dort allerdings, dass wir dort immer wieder
axiomatische Aussagen iiber Zahlen hinzufiigen mussten; wir haben gesehen, dass es sehr leicht ist, dabei
Inkonsistenzen zu erzeugen (und wenn wir ehrlich sind haben wir das nur vermeiden, weil wir wussten,
worauf wir achten miissen).

Deshalb wollen wir jetzt die elementare Arithmetik von Grund auf axiomatisieren. Wir fangen an mit den
natiirlichen Zahlen und der Addition. Wenig iiberraschend bestehen die natiirlichen Zahlen aus der 0 und
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der Nachfolgeoperation, zusammen mit einer rekursiven Definition der Addition, und einem Induktions-
schema:

Definition 2.6 (Presburger-Arithmetik) Die Presburger-Arithmetik besteht aus

« Signatur: Lpg < {0°,8', (+)?}

e Axiome:I'pg mit

Vx.0 £ S(x) (PA1)

Vx,y.8(x) =S(y) —x=y (PA2)
Vx.x+0=x (PA3)

Vx,y.x+8(y) =S(x+y) (PA4)

¢(0) A (Vx. ¢ (x) — ¢(S(x))) — Vx. ¢(x) (ind)

In (ind) ist ¢ eine Formel mit einer ausgezeichneten, sonst nicht frei vorkommenden Variablen, die wir
dann mit 0 und x instantiieren (das ist unsere Notation ¢(0), ¢ (x)). Man kann das formalisieren mit $ als
besondere Variable, und ¢ (¢) = ¢[t/$].

Die Presburger-Arithmetik ist alleine deshalb erwdhnenswert, weil sie ein reales Beispiel fiir hyperexpo-
nentiellen Aufwand bietet:

Theorem 2.2 Presburger-Arithmetik ist mit dem Aufwand 2> entscheidbar:

Entscheidbar bedeutet hier, dass ich fiir ein gegebene Formel y € Propy,, immer zeigen kann, ob PRy
oder nicht; das 7 ist hier die Anzahl der Symbole in y. Dartiberhinaus ist die Presburger-Arithmetik des-
halb interessant (und relevant), weil wir in PR schon die natiirliche Ordnung (<) auf den natiirlichen Zah-
len definieren konnen (s.u.). Aussagen in PR sind damit lineare Ungleichungen iiber natiirlichen Zahlen,
die beispielsweise bei der Programmuverifikation als Aussagen iiber die Zeigerarithmetik oder Giiltigkeit
von Array-Zugriffen eine grof3e Rolle spielen.

Erweitern wir PR um Plutimikation erhalten wir die Peano-Arithmetik:
Definition 2.7 (Peano-Arithmetik) Die Peano-Arithmetik besteht aus

* Signatur: Tpa < {0°,S", (4+)2, ()2}

* Axiome: I'py mit

Vx.0 # S(x) (PA1)

Vx,y.8(x) =S(y) — x=y (PA2)
Vx.x+0=x (PA3)

Vx,y.x+S(y) =S(x+y) (PA4)
P(0)A(Vx.9(x) — 9(S(x))) — Vx. 9 (x) (ind)
Vx.x-0=0 (PAS)

Vx,y.x-S(y) =x-y+x (PA6)

Die Peano-Arithmetik ist nicht mehr entscheidbar; wir werden das spiter bei den Godelschen Unvollstéin-
digkeitssétzen sehen.
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2.3.1 Die Arbeit mit Zahlen

Wir konnen jetzt die wesentlichen Konzepte aus Sectionkonservativ herleiten. Die Axiome fiir |, cp,
even, odd miissen wir an dieser Stelle nicht wiederholen. Wir konnen natiirlich auch definieren, wann
x eine Primzahl ist. Die Lehrbuchdefinition ist: n ist eine Primzahl, wenn n genau zwei Teiler (ndmlich
nund 1) hat. Diese Definition schliet implizit 1 als Primzahl aus. Wir kénnen hier nicht iiber Mengen
reden, deshalb sagen wir: 7 ist eine Primzahl, wenn es nur durch 1 und sich selbst teilbar ist, und nicht 1
ist.

prime(n) <= Vx.x|n— (x=1Vx=n)An#1 (2.8)

2.3.2 Primitive und Partiell Rekursive Funktionen

Wir haben verschiedene Funktionen und Pridikate auf Zahlen definiert, und darbei argumentiert, dass
diese Definitionen konservativ sind. Dieses Argument war allerdings eher informell; wenn wir weitere
Funktionen definieren wollen, miissen wir diese Argumentation formaler fassen.

Wir gehen an dieser Stelle nicht ins Detail, und verweisen auf [2 § 7.1]. In aller Kiirze, primitiv rekursive
Funktionen sind definiert als die kleinste Klasse aller Funktionen .%# so dass:

ez Ck(ng,...,m—1)Zm
Se s S(n)def(n) +
Pfes Pf(ng, ..., 1)d£nz(l<k)
g ho,...,hp_1 € F dann f € F fi) =g(ho(#i),... hy_1(i1))
_ _ 0.7 =g
g.he % dann f € F { P+ 1,7) = h(fm,7),7,m)

Hierbei ist CX die konstante Funktion (die fiir k Argumente immer n zuriickgibt), S natiirlich die gute, alte
Nachfolgefunktion, und Pik die Projektion der i-ten Komponente aus einem k-Tupel. Die beiden letzten
Klauseln modellieren Substitution und Rekursion.

Damit konnen wir rekursive Funktionen wie die oben definieren, allerdings nicht alle berechenbaren
Funktionen. (Man sieht das alleine daran, dass alle Klauseln nur totale Funktionen definieren, keine par-
tiellen; oder aber daran, dass die Vorgidngerfunktion nicht definierbar ist.) Um alle berechenbaren Funk-
tionen definieren zu konnen, definieren wir ein rekursives Prﬁdikaﬂ

{e}(¥) ~y
mit e,y € IN,¥ € IN", welche alle berechenbaren Funktionen abbildet. Der Trick hier ist, dass wir {e}(x) ~
y erst als Relation definieren, und dann beweisen, dass diese Relation funktional (i.e. {e}(X) ~y,{€}(x) ~
Y2 == y1 =)») aber partiell ist. Fiir die genaue, nicht ganz einfache Definition verweisen wir auf [2| §7.2].
Im wesentlichen kodiert die Definition von {e}(x) ~ y ein abstraktes Berechnungsmodell auf Sequenzen
von natiirlichen Zahlen, dhnlich einer Turing-Maschine.

Partielle Funktionen konnen wir nicht direkt durch Funktionen in der Priadikatenlogik reprisentieren, da
in der Pridikatenlogik alle Funktionen total sind; ein Term, der nicht auswertet ist schlicht und einfach
nicht vorgesehen. Deshalb wird eine partielle Funktion {e}(X) durch ein Pridikat p(X,y) reprisentiert, so

dass p(¥,y) gdw. {e}(¥) ~y

Vorlesung vom 11.07.2023: Unvollstindigkeit 1

4Rekursiv definierte Priidikate heiBen induktiv, wahrscheinlich weil das vornehmer klingt.
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Kapitel 3

Godels Unvollstandigkeitssatz

In diesem Abschnitt skizzieren wir den Beweis von Godels ersten Unvollstindigkeitssatz, einem der wich-
tigsten Resultate der formalen Logik des letzten Jahrhunderts. Ungenau formuliert (wir werden unten
genauer) lautet der erste Unvollstidndigkeitssatz:

Jede konsistente Theorie, die hinreichend expressiv ist, um die natiirlichen Zahlen zu forma-
lisieren, erlaubt die Formulierung von wahren Aussagen, die nicht beweisbar sind.

Interessanterweise gibt es auch einen Vollstdndkeitssatz von Godel, namlich die Vollstdndigkeit der Pri-
dikatenlogik erster Stufe — das war seine Doktorarbeit.

3.1 Beweisskizze

Der Beweis der Unvollstindigkeitssitze ist eine faszinierende Mischung aus vielen umstidndlichen, tech-
nisch anspruchsvollen Konstruktionen, die dann in einer eleganten Diagonalisierung enden. Wenn man
die umstidndlichen Konstruktionen glaubt, ist der Beweis recht einfach nachzuvollziehen.

Besage Konstruktionen drehen sich alle um die Kodierung der Pridikatenlogik (oder einer anderen Logik)
in die Peano-Arithmetik PA. Das funktioniert so:

(1) Zu jeder Formel ¢ gibt es eine natiirliche Zahl ((p} , die diese Formel eindeutig kodiert.
(i) Zujedem ND-Beweis D fiir ¢ gibt es eine natiirliche Zahl [D] , die diesen Beweis eindeutig kodiert.
(iii) Die Beweisbarkeit von ¢ in IN ist als rekursives Priidikat Provable( ((pw ) in PA formalisierbar.

(iv) Da wir PAselber in Priadikatenlogik formalisieren konnen, konnen wir eine Formel ¢ mit der Aus-
sage “Ich bin nicht beweisbar” konstruieren: ¢ <= —Prov([¢])

(v) Daraus folgt die Unvollstindigkeit: die Formel muss wahr sein, aber nicht beweisbar.

Kleine Anmerkung noch zu PA: wenn wir PA sagen, meinen wir damit die in Préddikatenlogik forma-
lisierbare Theorie der partiellen und primitiv rekursive Funktion aus Section Wir werden diese
Unterscheidung hier nicht weiter vertiefen; es ist fiir die logische Korrektheit der Argumentation aller-
dings wichtig, sich zu vergegenwirtigen, ob die Definitionen in PA (also natiirliche Zahlen und rekursiven
Funktionen) oder in der Pridikatenlogik stattfinden.



o< U Liith, Autexier: Einfiihrung in die Formale Logik

3.2 Kodierung von Termen und Formeln

Wir brauchen in PA jenseits der Funktionen auf natiirlichen Zahlen, wie sie im vorherigen Kapitel defi-
niert wurden, noch einige weitere. Wir werden diese in der etwas informellen rekursiven Schreibweise
definieren. Etwas Notation dazu: fiir eine primitiv rekursive Relation R ist y. R(X,y) das kleinste y so
dass R(X,y) wahr ist, und uy < n.R(¥,y) das kleinste y bis n, so dass R(X,y) wahr ist, oder n falls es kein
solches y gibt. Damit definieren wir

exp(x,0 =1
exp(x,y) p(x,0) B
exp(x,y+1) =exp(x,y)-x

o) =2
P {p(n+ 1) = px. prime(x) Ap(n) <x

Zentral fiir die Kodierung von Pridikatenlogik in PA (genannt Godel-Kodierung oder auch Godelisie-
rung) sind Sequenzen. (Wenn wir PA als Programmiersprache auffassen, ist es klar, dass wir einen ag-
gregierenden Datentyp bendtigen. Fiir einfache Progammiersprachen sind dies meist zusammenhingende
Speicherbereiche, also Felder, die wir auch als verinderliche Sequenzen fester Linge auffassen kénnen.)
Hierfiir spielen Primzahlen eine zentrale Rolle. Zwar ist es einfach, Sequenzen von Zahlen als Zahl zu
kodieren (einfach alle addieren?!), aber die Kodierung soll auch umkehrbar sein. Der Trick ist, dass wir
in einer Sequenz (aj,ay,a3,as) die i-te Position durch die a;-fache Potenz der i-ten Primzahl darstellen.
Damit ist die Dekodierung dann durch die (eindeutige) Primfaktorisierung gegeben. Hier ein Beispiel:

(7,6,3) =27+1.36F1 . 53+1 — 28.37.5% — 256.2187 - 625 = 349920000
Und ein Beispiel fiir die Riickrichtung:

5317623862875450000000
=2.2.2.2.2.2-2-3-3.3.3-3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.5.5.5.5.5.5.5.5.7.7-7-7-7-7-7
=27.317.58.77 = (6,16,7,6)

Man beachte, dass nicht jede Zahl die Kodierung einer Sequenz ist:
2342100000 =2-2-2-2-2-3-5-5-5-5.5.37.211 =2%.3'.5%.37.211

Hier fehlen die Potenzen der Primzahlen zwischen 5 und 37, und 37 und 211; eine Zahl ist also nur die
Kodierung einer Sequenz, wenn die Primfaktoren aus aufeinander folgenden Primzahlen bestehen. Hier
sind die formalen Definitionen:

Seq(n) £Vp,q.p <nAg<n—s (prime(p) Aprime(q) Ag < pAp|n—>q|n)An#0 3.1

len(n) £ ux < n+1.-(px | n) (3.2)
(n); £ (ux <n.pf | nA=pl, |n)—1 (3.3)
len(m)—1 (i1
def m);
n+Hm=n- q plen(n)+l (34)
i—

Seq(n) ist wahr, wenn n eine Sequenzzahl ist (also eine Zahl, die eine Sequenz definiert; wie oben gesehen,
gilt das nicht fiir alle), len(n) ist die Léinge der Sequenz (fiir eine Sequenzzahl, sonst einfach 1), (n); ist die
Projekten des i-ten Elements der Sequenz, und ++ ist die Konkatenation. Alles so dhnlich wie Haskell,
nur ungetypt und mit primitiv rekursiven Funktionen auf natiirlichen Zahlen.

— 61 —



Liith, Autexier: Einfithrung in die Formale Logik o< U

Ubung 3.1 Ist 1 eine Sequenznummer?

Entscheidend ist hier, dass wir die Operationen auf Sequenzen von natiirlichen Zahlen direkt als primitiv
rekursive Funktionen definieren; wir haben also keine direkte Repridsentation von Sequenzen in unse-
rer Sprache, sondern nur implizit als Menge Seq(n). Im folgenden schreiben wir (x;,x,,...,x,) fir die
Sequenznummer, welche die Sequenz xy, . .., x, reprisentiert.

3.3 Kodierung der Syntax

Jetzt konnen wir Terme und Pridikate kodieren. Wir beschrinken uns dabei auf die funktional vollstdn-
dige Menge L, A,—,V von logischen Konnektiven, und die fiir Peano-Arithmetik nétigen Funktionen
und Pradikate:

Y= {OU,S] , +2’ .27exp2’ :2}

Wir nehmen ferner eine feste, beliebig groBe, aufzihlbare Menge X = {x|,...,x,,...} von Variablen an.
Die Funktion [x| (die Godel-Nummer) ist die Kodierung der Syntax (der Termen und Formeln) in PA.
Wir definieren zuerst

[L] IAT [=1 [vI fol [sT [+] [ fexe] [=] [x]

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 poyi
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Hier ist die Kodierung des Axioms (PA3) von Definition 2.7}

[Vx.Wy.x+S(y) =Sx+y) | =([V], [x].[V], [y], [x+S©) =S(x+y)])

=(V], [x[, V[, Y] (=101 [ L [ST [ L IST [+ (=] D

—(7,31,7,37,29,17,31, 13,37, 13,17,31,39)

=511484093774428751894 175834105994 806038555320421376
593503973135131016562013355565044304630571681180419
533586498479195825466276007800729403849001896614 384
023941390755441997247976133913151417408087 525 644 645
820434 883035791562644380605006968416227856417764995
652312586800395117606581260408699280121014656715233
875327287549179040479602800742879706403340794725309
582635387 692900000000

Wie wir sehen, werden die Godelkodierungen auch von kleinen Formeln sehr schnell sehr groB

Wir konnen jetzt in PA primitiv rekursive Funktionen Term und Form definieren, welche Terme und
Formeln charakterisieren, sowie Funktionen welche Variablen und Konstanten charakterisieren. Dariiber
hinaus konnen wir weitere primitiv rekursive Funktionen definieren, welche syntaktische Eigenschaften
und Termmanipulationen definieren, darunter Free(x,y), welches wahr ist gdw. wenn x die Gédelnum-
mer eines Terms ist, und y die Godelnummer einer Variabeln, die frei in x vorkommt. Die Kronung
der Syntax-Kodierung ist dann eine Funktion subst(x,y,z), welche die Substitution der (durch die Go-
delnumme kodierten) Variablen y im (durch die Godelnummer kodierten) Formel x mit dem (durch die
Godelnummer etc) Term z definiert, sprich

subst([@], [x],[7]) = [o[t/x]] (3.5)

Man beachte, (3.5)) ist die Korrektheitseigenschaft der Funktion subst, nicht die Definition.

3.3.1 Kodierung der Ableitbarkeit

Damit kommen wir jetzt unserem Ziel ndher. An dieser Stelle fithren wir noch etwas Syntax ein. 7 ist fiir

eine Godelnummer z die Formel (oder Term), welche zu z kodiert, i.e. [go] > @. Ziel ist jetzt es, ein
primitiv rekursives Programm Der(x,y,z) in PA zu definieren, welches wahr ist, wenn X eine Ableitung
mit den Prdmissen g, ..., ieny—1 und der Konklusion Z ist.

Das ist umso bemerkenswerter, als dass zu Gédels Zeiten Speicher noch sehr teuer war.
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Wir beginnen mit den Ableitungen:

orv M|
A | =1y | 1o
v
| Feo g [
e ool s

Entsprechend fiir RAA, VI, VE (siehe [2, S. 248]).

Jetzt definieren wir Der(p, h,z): P ist Beweis fiir 7 aus Hypothesen h. Intuitiv gilt Der(p, h,z), wenn z eine
Formel ist, 4 eine Sequenz von Formeln, und entweder z in den Hypothesen z enthalten ist, oder p die
Herleitung von z aus & durch die Anwendung einer der Regeln oben kodiert. Wir zeigen die Definition
auszugsweise, aber es sollte klar werden, wie das ganze funktioniert:

len(h)—1
Der(p,h,z) £Form(z) A\  Form((h);)A
i=0
( Biz=)inp=1(0.2)) Hypothese
\ ElplvthhPZahZ»ZZ N

Der(p1,h1,21) ADer(pa,ha,z2) A
pP= <<07 {/\-|>7P1al7271>

h=h+HmhA
= <[A-‘,ZI,Z2>
\ Elphhlazhu' —I

Der(py,h1,z1) A
p=0,[—1]);p1,z1) A

(h = cancel(u,h;)Vh=h)) A\
z=([—],uz1)

)

Wir sind an dieser Stelle etwas ungenau: was diese Definition primitiv rekursiv macht ist die Tatsache,
dass alle Existenzquantoren nach oben eine strikte Schranke haben (beispielsweise len(%) fiir i in dem
Hypothesen-Fall, oder p fiir py,hy,z1,p2,h2,z2 im Fall AI); wir habe das in der Formel elidiert, um die
Ubersichtlichkeit zu wahren. Weiterhin nutzen wir noch eine separat zu definierende, primitiv rekursive
Funktion cancel(u,y) welche aus einer Sequenz y die Zahl u streicht. Sie wird dazu benétigt, um die
durch die Anwendung der Einfithrungsregel —1 geschlossene Voraussetzung u aus den Hypothesen zu
entfernen. Die Definition der weiteren Regeln ist analog; bei der Einfithrungsregel fiir den Allquantor
muss die Eigenvariablenbedingung gepriift werden.

— 64—
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Das Endziel ist, die Beweisbarkeit einer Formel ¢ in PAzu definieren. Dazu brauchen wir noch ein Pradi-
kat, welches die Axiome der Peano-Arithmetik (Definition[2.7), erweitert um die Definition der Funktion
exp sowie die Axiome fiir die Gleichheit (siehe Section [2.1.4) charakterisiert. Ax(n) ist wahr, wenn n die
Godelnummer eines dieser Axiome ist:

def

Ax(n) Zn=[PAl|Vn=[PA2]Vn=[PA3| V...

Damit definieren wir Prov(p, f): p ist die Godelnummer eines ND-Beweis fiir f:
len(h)—1
Prov(p, f) £ 3h. Der(p, h, f) A /\ Ax((h);)
i=0
und Thm(f) fiir £ ist ein Theorem in PA:
Thm(f) £ 3p.aProv(p, f)

Entscheidend ist hierbei, dass Thm primitiv rekursiv ist und damit in PAdefinierbar ist.

Vorlesung vom 13.07.2023: Unvollstdandigkeit 11

3.3.2 Unvollstindigkeit

Im letzten Schritt zeigen wir jetzt die Unvollstindigkeit unserer Logik (und jeder anderen Logik, welche
die Peano-Arithmetik formalisiert).

Wir benotigen dazu das folgende

Theorem 3.1 (Fixpunkt-Theorem) For jede Formel ¢(x) mit genau einer freien Variablen x gibt es eine
Formel y so dass = ([ y]) «+— w.

Beweis. Sei s(a,b) £ subst(a, [x],b) die oben (nicht) in PA definierte Substitutionsfunktion subst fiir die
feste Variable x, d.h. s(a,b) ersetzt in der Formel a die Variable x durch den Term b (alles in PA, i.e. durch

das Rechnen mit Zahlen). Es gilt dann mit s([p],[t]) = [plt/x]].
Jetzt setzen wir 8(a) £ ¢(s([al, [a])),m £ [6(x)] und y = 8(77), und erhalten:

O

So geriistet konnen wir den ersten Unvollstindigkeitssatz beweisen. Dazu noch eine technische Definiti-
on:
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Definition 3.1 (w-Konsistenz) Eine Formalisierung T von PA ist w-konsistent wenn es keine Formel
¢ (x) gibt so dass T\ 3x. ¢ (x) und fiir alle n T + ¢ (7).

Konkret bedeutet dies: in einer w-konsistenten Theorie kann ich nicht eine existenzquantifizierte Formel
beweisen, wenn alle Instanzen (aufgezihlt anhand ihrer Godelnummern) das Gegenteil beweisen.

Theorem 3.2 (Godel I) Wenn PA w-konsistent ist, dann ist PA unvollstindig.

Beweis. Wir wenden das Fixpunkttheorem auf das Pradikat - Thm(x) an, und erhalten ¢ (die “Godel-
Formel”) mit der Eigenschaft
@ «— —Thm([¢])

¢ bedeutet semantisch “Diese Formel ist nicht in PA beweisbar.” Jetzt gibt es zwei Fiille:

1. F ¢: Dann gibt es n so dass + Prov([¢],7), also - Jy. Prov([@],y), also - Thm([¢]), also - —¢.
Also ist PA inkonsistent.

2.+ =¢: Dann - Thm(|@]), also - 3x. Prov([@],x). Wenn PA -konsistent wire, dann auch kon-
sistent, also kann nicht gleichzeit - ¢ und - —¢ gelten, also gilt I/ ¢, und damit - —Prov( ((p} ,1)
fiir alle n; damit wére PA aber w-inkonsistent — Widerspruch. Also ist PA @-inkonsistent.

Also kann weder ¢ noch —¢ herleitbar sein. Damit ist ¢ wahr, aber eben nicht beweisbar. g
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