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Organisatorisches

> Veranstalter:
Christoph Liith
christoph.lueth@dfki.de
MZH 4186, Tel. 59830

Serge Autexier
serge.autexier@dfki.de
Cartesium 1.49!, Tel. 59834

> Termine:
> Dienstag, 10 — 12, MZH 1450
» Donnerstag, 8 — 10, MZH 1450

> Webseite: https://www.informatik.uni-bremen.de/~cx1l/lehre/ksgm.ss22
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Veranstaltungskonzept

> Aus den letzten Jahren: integrierte Veranstaltung statt langer Vorlesung.
> Kiirzere Vortragseinheiten, dazwischen Arbeitsfragen (Kurziibungen)

» Wachentliche Ubungsaufgaben zur Vertiefung

> Technisch:
> Fragen/Kurziibungen in HedgeDoc: http://hackmd.informatik.uni-bremen.de/

» Ubungsblatter als Markdown, Abgabe iiber gitlab.
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Priifungsform

» 10 Ubungsblatter (geplant)
> Bewertung:
» A (sehr gut, 1.3) — nichts zu meckern, keine/kaum Fehler
> B (gut, 2.3) — kleine Fehler, sonst gut
> C (befriedigend, 3.3) — groBere Fehler oder Mangel
» Nicht bearbeitet — oder mehr Fehler als Bearbeitung
» Priifungsleistung:

» Miindliche Priifung: Einzelpriifung ca. 20— 30 Minuten

» Ubungsbetrieb (bis zu 15% Bonuspunkte, keine Voraussetzung)
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Ubungsbetrieb

» Abgabe und Korrektur des Ubungsbetriebs erfolgt iiber gitlab.
» Dazu legt pro Gruppe ein Repository an.

> Ladet uns (clueth, autexier) als Developer ein.
» Fiir jedes Ubungsblatt:

@ Das Ubungsblatt ladet ihr von der Webseite herunter und bearbeitet es elektronisch.

@ Die Lésung wird als Markdown abgelegt (bitte Namen uebung-XX.md nicht veréndern;
Zusatzmaterial als uebung-XX-...wenn nétig), und ladet es vor dem Abgabezeitpunkt hoch
(push).

© Nach dem Abgabezeitpunkt laden wir die Anderungen herunter (pull), korrigieren direkt im
Markdown, fiigen die Bewertung hinzu, und laden die Korrektur wieder hoch (push)
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Arbeitsblatt 1.1: Jetzt seid ihr dran!

» Gruppiert euch in Gruppen zu drei Teilnehmenden!

» Zu jeder Gruppe gibt es ein Arbeitsblatt:
https://hackmd. informatik.uni-bremen.de/Ds7wVjXAQoiszJIPNJff0A#

» Auf diesem Arbeitsblatt bearbeitet ihr die Arbeitsfragen im Laufe des Kurses.
> Bitte nur in “eurem” Arbeitsblatt arbeiten

» Die Arbeitsblatter sind nicht notenrelevant.
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Software-Disaster I: Therac-25
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Software-Disasters Il: Space
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Software-Disaster I1l: AT&T (15.01.1990)

while (! empty(ring_rcv_buffer)

&& | empty(side_buffer empty)) {
initialize pointer to first message buffer;
get copy of buffer;
switch (message) {

case (incoming_message):
if (sender is out_of_service) {

if (empty(ring_wrt_buffer)) {

send "in service" to status map;

} else {

break;

}

process incoming message, set up pointers;
break;

}
}
do optional parameter work;

}
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Software-Disaster IV: Ungeplantes Ubergewicht

» A software mistake caused a Tui flight to take off heavier
than expected as female passengers using the title “Miss”
were classified as children [...]"

» 38 erwachsene Passagiere als Kinder (35kg) statt als
Erwachsene (69kg) klassifiziert.

38 - (69 kg — 35 kg) = 1292 kg

> Software ,,was programmed in an unnamed foreign
country where the title “Miss"” is used for a child and

. “Ms" for an adult female."
Quelle: Guardian, 09.04.2021.

https://www.theguardian.com/world/2021/apr/09/tui-plane-serious-incident-every-miss-on-board-child-weight-birmingham-majorca
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Arbeitsblatt 1.2: Jetzt seid ihr dran!

» Sucht im Netz nach weiteren Software-Disastern:
@ Was ist passiert?
@® Wie ist es passiert?

© Was war der Softwarefehler?

» Quellen: Suchmaschine nach Wahl (“software disasters”), The Risks Digest,
https://catless.ncl.ac.uk/Risks/
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Themen

Korrekte Software im Lehrbuch: Korrekte Software im Einsatz:

» Spielzeugsprache » Richtige Programmiersprache

» Wenig Konstrukte » Mehr als nur ganze Zahlen

> Kleine Beispiele » Skalierbarkeit — wie kénnen groBe

Programme verifiziert werden?
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Inhalt

» Grundlagen:

> Beweis der Korrektheit von Programmen: der Floyd-Hoare-Kalkiil

> Bedeutung von Programmen: Semantik
> Betrachtete Programmiersprache: “C0" (erweiterte Untermenge von C)
» Erweiterung der Programmkonstrukte und des Hoare-Kalkiils:

@ Referenzen (Zeiger)

@ Funktion und Prozeduren (Modularitit)

© Reiche Datenstrukturen (Felder, struct)
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Fahrplan
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Einflhrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil |

Der Floyd-Hoare-Kalkiil Il: Invarianten
Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Strukturierte Datentypen
Verifikationsbedingungen

Vorwiarts mit Floyd und Hoare
Funktionen und Prozeduren |
Funktionen und Prozeduren |l
Referenzen und Speichermodelle
Ausblick und Riickblick
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Korrekte Software
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Idee

» Was wird hier berechnet?

Korrekte Software

18 [28]

p= 1;

= 1

while (c <= n) {
pP=pP * C,;
c=c¢+ 1;

}
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Idee

» Was wird hier berechnet? p = n!

» Warum? Wie kdénnen wir das beweisen?

Korrekte Software
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p= 1;

c= 1;

while (c <= n) {
P=pP * C,;
c=c¢c+ 1;

}
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Idee

» Was wird hier berechnet? p = n! p= };
c= 1;
» Warum? Wie kénnen wir das beweisen? while (c <= n)
» Wir berechnen symbolisch, welche Werte p=p *cC;
Variablen tiber den Programmverlauf c=c+ 1
annehmen. }
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Semantik von Programmiersprachen

Drei wesentliche Méglichkeiten:

» Operationale Semantik: Ausfiihrung auf einer abstrakten Maschine
» Denotationale Semantik: Abbildung in ein mathematisches Objekt
» Axiomatische Semantik: Beschreibung anhand der Eigenschaften
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Arbeitsblatt 1.3: Maschinen und Funktionen

Was genau kann man sich unter “abstrakten Maschine” vorstellen?

Betrachtet als Beispiele:

» Eine Taschenlampe
» Eine Waschmaschine

» Einen Taschenrechner

Was ist hier die Abstraktion?
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Unsere Sprache C0

» CO ist eine Untermenge der Sprache C

» C0-Programme sind ausfiihrbare C-Programme

» Grundausbaustufe:

>

>
>
>

vV v.v .Y

1.
2.
3.

Zuweisungen, Fallunterscheidungen, Schleifen
Datentypen: ganze Zahlen mit Arithmetik
Relationen: Vergleich (=, <)

Boolsche Operatoren: Konjunktion, Disjunktion, Negation
Ausbaustufe: Felder und Strukturen
Ausbaustufe: Funktionen und Prozeduren (nur Ausblick)

Ausbaustufe: Referenzen (nur Ausblick)

Fehlt: union, goto, ...
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Operationale Semantik

> Kernkonzept: Zustandstandsiibergange einer abstrakten Maschine
> Abstrakte Maschine hat impliziten Zustand

» Zustand ordnet Adressen veranderliche Werte zu

> Konkretes Beispiel: n — 3, p und ¢ undefiniert

pl?
cl|? |~

n

Korrekte Software 22 [28]
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Operationale Semantik

> Kernkonzept: Zustandstandsiibergange einer abstrakten Maschine

> Abstrakte Maschine hat impliziten Zustand

» Zustand ordnet Adressen veranderliche Werte zu

> Konkretes Beispiel: n — 3, p und ¢ undefiniert
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Operationale Semantik

> Kernkonzept: Zustandstandsiibergange einer abstrakten Maschine

> Abstrakte Maschine hat impliziten Zustand

» Zustand ordnet Adressen veranderliche Werte zu

> Konkretes Beispiel: n — 3, p und ¢ undefiniert

Korrekte Software
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Operationale Semantik

> Kernkonzept: Zustandstandsiibergange einer abstrakten Maschine

> Abstrakte Maschine hat impliziten Zustand

» Zustand ordnet Adressen veranderliche Werte zu

> Konkretes Beispiel: n — 3, p und ¢ undefiniert
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Operationale Semantik

> Kernkonzept: Zustandstandsiibergange einer abstrakten Maschine
> Abstrakte Maschine hat impliziten Zustand

» Zustand ordnet Adressen veranderliche Werte zu

> Konkretes Beispiel: n — 3, p und ¢ undefiniert

_ 1. p|? p|l p|l P
E_} c|?|~|c|?|~|c|1l|~|c|1
o 3 3 3
while(c <= n){ n n n n
p=p % C; pll
c=c+ 1; } cl2]~

n|3
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Operationale Semantik

> Kernkonzept: Zustandstandsiibergange einer abstrakten Maschine

> Abstrakte Maschine hat impliziten Zustand

» Zustand ordnet Adressen veranderliche Werte zu

> Konkretes Beispiel: n — 3, p und ¢ undefiniert

oo
|

n'o='||
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Operationale Semantik

> Kernkonzept: Zustandstandsiibergange einer abstrakten Maschine

> Abstrakte Maschine hat impliziten Zustand

» Zustand ordnet Adressen veranderliche Werte zu

> Konkretes Beispiel: n — 3, p und ¢ undefiniert

0T
|

n'os'll
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Operationale Semantik

> Kernkonzept: Zustandstandsiibergange einer abstrakten Maschine

> Abstrakte Maschine hat impliziten Zustand

» Zustand ordnet Adressen veranderliche Werte zu

> Konkretes Beispiel: n — 3, p und ¢ undefiniert

? 1 pll pl1l
_1. P P

E—l c|? c|? c|1 c|1
o 3 3 3 3

while(ic <= )i n n n n
pP=1p * C; p|1 pl2 p|2 p|6
c=c+1; } c|2 c|2 c|3 c|3
n|3 n|3 n|3 n|3
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Operationale Semantik

> Kernkonzept: Zustandstandsiibergange einer abstrakten Maschine

> Abstrakte Maschine hat impliziten Zustand

» Zustand ordnet Adressen veranderliche Werte zu

> Konkretes Beispiel: n — 3, p und ¢ undefiniert

0T
|

n'cs'll
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cl|? c|? cl|1 c|1
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Arbeitsblatt 1.4: Operationale Semantik

Gegeben folgendes C0-Programm:

1 x= 0;

> while (n > 0) {
3 X= X+ n%*n;

4 n= n—1;
s}

Entwickeln Sie die ersten zehn Schritte der operationalen Semantik wie im Beispiel oben fiir

den initialen Zustand
ni|4

x|?

M ..

Korrekte Software
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Denotationale Semantik

» Kernkonzept: Abbildung von Programmen auf mathematisches Gegenstiick (Denotat)

» Partielle Funktionen zwischen Zustanden [c] : 0 — o

> Beispiel:
= 1
E =1; // m [pil(c) = olp — 1][c — 1]
whili (c <= n) { [p21(c) = a[p — o(p) *x o(c)][c — o(c) + 1]
e+t fin [psl(0) =777
}
/] p3
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Denotationale Semantik

> Kernkonzept: Abbildung von Programmen auf mathematisches Gegenstiick (Denotat)
» Partielle Funktionen zwischen Zustanden [c] : 0 — o

> Beispiel:
= ¢
c=1. // [p1](0) = op o 1][c > 1]
while (c <= n) { [p21(0) = olp — o(p) * o(C)][c = o(c) + 1]
2}’; 11 [/ [Pal(0) =777
// P3

(e < n)([p2D)(@)(o) = { oo oo Iz i) =1
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Denotationale Semantik

> Kernkonzept: Abbildung von Programmen auf mathematisches Gegenstiick (Denotat)
» Partielle Funktionen zwischen Zustianden [c] : 0 — o

> Beispiel:
S [(0) = olp > 1fe = 1]
e (& == w) | [P21(0) = olp = o(p) * o(c)l[c = o(c) + 1]
‘E; c+ 1/ [P21(0) = fix( (I < nDIp2D))([p1](#))
/] p3

(e < ) (IpD)(9)(o) = { TRV S S

OO ={ (o) o=
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Denotationale Semantik

> Kernkonzept: Abbildung von Programmen auf mathematisches Gegenstiick (Denotat)
» Partielle Funktionen zwischen Zustianden [c] : 0 — o

> Beispiel:
S [p1)(0) = olp > 1][c o> 1]
Sl (& = o) { [p20(0) = olp = o(p) * o(c)][c = o(c) + 1]
E; c 1 /e Ipsl = (T (I < rl)(Ip2])) © [p]
// P3

(e < ) (IpD)(9)(o) = { TRV S S

OO ={ (o) o=
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Axiomatische Semantik

» Kernkonzept: Charakterisierung von Programmen durch Zusicherungen
» Zusicherungen sind zustandsabhingige Pradikate

» Beispiel (mit n = 3)

(1) n=3
1
;/,/:( )1; // () (2) p=1An=3
c=1; // () (3) p=1Ac=1An=3
while(c <= n){

/] (4) (4) 77

p=p * c_i;

c=c¢+ 1;

' (5)

{/(5) (6) p=6Ac=4An=3

/1 (6)
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Axiomatische Semantik

» Kernkonzept: Charakterisierung von Programmen durch Zusicherungen
» Zusicherungen sind zustandsabhingige Pradikate

» Beispiel (mit n = 3)

1 (1) n=3
I/)/:()l? /] () (2) p=1An=3
c=1; //(3) (3) p=1Ac=1An=3
while(c <= n){
/] (4) (4) (p=1Ac=1Vp=1Ac=2Vp=2Ac=3)
Pipii An=3
1/ (5) ' (5) (ijzlg\c:QVp:2/\c:3Vp:6/\c:4)
//}(6) (6) p=6Ac=4An=3
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Axiomatische Semantik

» Kernkonzept: Charakterisierung von Programmen durch Zusicherungen
» Zusicherungen sind zustandsabhingige Pradikate

» Beispiel (mit n = 3)

1 (1) n=3
F/,/:()1; // () (2) p=1An=3
c=1; // () (3) p=1Ac=1An=3
while(c <= n){

/] (4) 4) p=(c—1)'Ac<nAn=3
p=1p * C;

c=c+ 1; (o _

1/ (5) (5) p=(c—-1)!'An=3
//}(6) (6) p=6Ac=4An=3
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Arbeitsblatt 1.5: Zusicherungen

Betrachten Sie folgende Variation des Programms von oben:

// (1)
p=1; //(2
c=1; //(3)

while (c <= n){

» Welche der Zusicherungen (1) — (5) von oben gelten noch?
> Welche nicht?

> Was gilt stattdessen?

Korrekte Software 26 [28]
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Drei Semantiken — Eine Sicht

Operational

while (c <=n) {
p=p*c;
c=c+1;

Denotational

Programm

Axiomatisch
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Zusammenfassung

» Wir wollen die Bedeutung (Semantik) von Programmen beschreiben, um ihre Korrektheit

beweisen zu kdnnen.

» Dazu gibt es verschiedene Ansitze, die wir betrachten werden.

» Nachste Woche geht es mit dem ersten los: operationale Semantik

Korrekte Software 28 [28]

DE U



Korrekte Software: Grundlagen und Methoden
Vorlesung 2 vom 26.04.22

Operationale Semantik

10:20:04 2022-06-28

Serge Autexier, Christoph Liith
Universitat Bremen

Sommersemester 2022

1 [44]

D U



Fahrplan

VVVVYVVYVYVYVYVVYVYVYY

| 2

Einfiihrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil |

Der Floyd-Hoare-Kalkiil Il: Invarianten
Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Strukturierte Datentypen
Verifikationsbedingungen

Vorwiarts mit Floyd und Hoare
Funktionen und Prozeduren |
Funktionen und Prozeduren |l
Referenzen und Speichermodelle
Ausblick und Riickblick
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Zutaten

// GGT(A,B) » Programme berechnen Werte
if (a=0) r =b; » Basierend auf
else { » Werte sind Variablen zugewiesen
while (b != 0) { » Evaluation von Ausdriicken
o l()a:<g E)a; » Folgt dem Programmablauf
else a = a — b;
}
r=a;
}
Korrekte Software 3 [44]
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Unsere Programmiersprache

Wir betrachten einen Ausschnitt der Programmiersprache C (CO).

Ausbaustufe 1 kennt folgende Konstrukte:

> Typen: int;

» Ausdriicke: Variablen, Literale (fiir ganze Zahlen), arithmetische Operatoren (fiir ganze
Zahlen), Relationen (==, <, ...), boolsche Operatoren (&&, ||);

> Anweisungen:

> Fallunterscheidung (if...else...), Iteration (while), Zuweisung, Blocke;

> Sequenzierung und leere Anweisung sind implizit

Korrekte Software 4 [44]
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CO0: Ausdriicke und Anweisungen

Aexp a:::Z||dt|31+32|31—32|al*32|31/32
Bexp b::=1|0|31:=azlal<az|!b|b1&&b2|b1||b2
Exp e:=a|b
Stmt ¢ = Idt =Exp
| if (b) c1 else ¢
| while (b) ¢
| e

| {}

NB: Nicht die konkrete Syntax.

Korrekte Software 5 [44]
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Was braucht die Semantik?

» Ein Programm besteht aus Anweisungen und

c=1; Ausdriicken.
while (c <=n) { » Ausdriicke werden zustandsabhangig ausgewertet.
Ez z : cl » Anweisungen iiberfiihren Zustande.
}
6 [44] R U
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Was braucht die Semantik?

» Ein Programm besteht aus Anweisungen und

c=1; Ausdriicken.

while (c <=n) { » Ausdriicke werden zustandsabhangig ausgewertet.
Ez z _: cl » Anweisungen iiberfiihren Zustande.
} Woraus besteht die Semantik?
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Was braucht die Semantik?

Korrekte Software

» Ein Programm besteht aus Anweisungen und
Ausdriicken.

» Ausdriicke werden zustandsabha@ngig ausgewertet.
» Anweisungen iiberfiihren Zustande.

Woraus besteht die Semantik?

@® Mathematische Modellierung des Zustands
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Was braucht die Semantik?

Korrekte Software

» Ein Programm besteht aus Anweisungen und
Ausdriicken.

» Ausdriicke werden zustandsabha@ngig ausgewertet.
» Anweisungen iiberfiihren Zustande.

Woraus besteht die Semantik?

@® Mathematische Modellierung des Zustands

@® Auswertung von (arithmetischen und boolschen)
Ausdriicken
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Was braucht die Semantik?

Korrekte Software

» Ein Programm besteht aus Anweisungen und
Ausdriicken.

» Ausdriicke werden zustandsabha@ngig ausgewertet.
» Anweisungen iiberfiihren Zustande.

Woraus besteht die Semantik?

@® Mathematische Modellierung des Zustands

@® Auswertung von (arithmetischen und boolschen)
Ausdriicken

© Auswertung von Anweisungen: Zustandsiiberginge
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Semantik von C0

> Die (operationale) Semantik einer imperativen Sprache wie CO ist ein Zustandsiibergang:
das System hat einen impliziten Zustand, der durch Zuweisung von Werten an Adressen
geandert werden kann.

Systemzusténde

» Ausdriicke werten zu Werten V (hier ganze Zahlen) aus.

» Adressen Loc sind hier Programmvariablen (Namen): Loc = Idt
> Ein Systemzustand bildet Adressen auf Werte ab: ¥ = Loc =~ V

» Ein Programm bildet einen Anfangszustand moglicherweise auf einen Endzustand ab
(wenn es terminiert).

Korrekte Software 7 [44] K U



Partielle, endliche Abbildungen |

Zustande sind partielle, endliche Abbildungen (finite partial maps)
f: X—A

Notation:
» f(x) fir den Wert von x in f (lookup)

> f(x) = L wenn x nicht in f (undefined)

» f[x +— n] fir den Update an der Stelle x mit dem Wert n:

def | N if x=y
flc= nl(y) = {f(y) otherwise

Korrekte Software 8 [44] DE U



Partielle, endliche Abbildungen Il
Zustande sind partielle, endliche Abbildungen (finite partial maps)

f: X—=A

Notation:
» (x — n,y — m) u.a. fiir konkrete Abbildungen.
» () ist die leere (uiberall undefinierte Abbildung):

fur alle x € X gilt: ()(x) =L

» Die Domane eines Zustands sind alle Stellen, an denen er definiert ist:

Dom(f) E {x € X | f(x) # L}

» Updates sind “linksassoziativ":
flx = n]ly = m] = (f[x = n])[y — m]

Korrekte Software 9 [44] DE U



Arbeitsblatt 2.1: Zustande!

» Wie sieht ein Zustand aus, der a den Wert 6 und c den Wert 2 zuweist.

> Welches sind Zustinde, und welche nicht:
0O (x—1a—3)
® (x—y,b—6)
@ (x—2,b—6,x—5)
® (x—3,b—6,y—5)

» Update von Zustinden:
0O (x—1la—3)y—1] =77
® (x—1,am 3)[x—3]=7?

@ (x—1lam3)[x— 3|y 1[x+— 4] =77

Korrekte Software 10 [44]
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Operationale Semantik: Arithmetische Ausdriicke

Ein arithmetischer Ausdruck a wertet unter Zustand o zu einer ganzen Zahl n (Wert) aus.

Aexpa:=Z|ldt|aj+a|ai—a|ar*xax|a/ a (a,0) = aexp N

Korrekte Software 11 [44]
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Operationale Semantik: Arithmetische Ausdriicke

Ein arithmetischer Ausdruck a wertet unter Zustand o zu einer ganzen Zahl n (Wert) aus.

Aexpa:=Z|ldt|aj+a|ai—a|ar*xax|a/ a (a,0) = aexp N

Regeln:

nelZ2

{(n,0) = aexp [Nl

Korrekte Software 11 [44]
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Operationale Semantik: Arithmetische Ausdriicke

Ein arithmetischer Ausdruck a wertet unter Zustand o zu einer ganzen Zahl n (Wert) aus.

Aexpa:=Z|ldt|aj+a|ai—a|ar*xax|a/ a (a,0) = aexp N
Regeln:
nelZ x € ldt,x € Dom(c),0(x) = v
<n7 0'> — Aexp IIn]I <X7 U> —Aexp V
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Operationale Semantik: Arithmetische Ausdriicke
Aexpa:=Z|ldt|aj+a|ar—ax|ar*xax|a/ a (a,0) —>pexp N

(a1,0) = Aexp M (a2,0) = Aexp M2 nj € Z,n Summe n; und n,
(al + ao, J) —Aexp N

(a1,0) = Aexp M (a2,0) = Aexp M2 nj € Z, n Differenz ny und ny

(al — 32,0'> —Aexp N

<31,0'> —Aexp M (32,0'> —Aexp M2 n; € Z, n Produkt ny und n,

(a1 * a2,0) = pAexp N

(a1,0) —>Aexp M (a2,0) = Aexp M2 n; € Z,ny # 0, n Quotient ny, ny

<31/a27 U> —Aexp N

Korrekte Software 12 [44] <Y



Ableitungen

P> Regeln werden von unten nach oben gelesen

> Regeln werden komponiert — es entsteht ein Ableitungsbaum

Beispiel: Auswertung von x+3 mit ¢ £ (x > 6,y — 5).

(X,0) = Aexp? (3,0) = Aexp?
(x+3,0) D Aexp 1+ 7

Korrekte Software 13 [44] o< v



Ableitungen

P> Regeln werden von unten nach oben gelesen

P> Regeln werden komponiert — es entsteht ein Ableitungsbaum

Beispiel: Auswertung von x+3 mit ¢ £ (x > 6,y - 5).

<3’ 0> — Aexp |[3]]

(X, 0’> _>Aexp? <3,0> _>Aexp?
(X +3,0) 9 aep 7+ 7
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Ableitungen

P> Regeln werden von unten nach oben gelesen

P> Regeln werden komponiert — es entsteht ein Ableitungsbaum

Beispiel: Auswertung von x+3 mit ¢ £ (x > 6,y - 5).

<3, U) _>Aexp 3

(X, 0’> _>Aexp? <3,0> _>Aexp?
(X +3,0) 9 aep 7+ 7
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Ableitungen

P> Regeln werden von unten nach oben gelesen

P> Regeln werden komponiert — es entsteht ein Ableitungsbaum
Beispiel: Auswertung von x43 mit 0 £ (x — 6,y > 5).

x € dom(o),o(x) =7
(X, 0'> _>Aexp? (3,0’) — Aexp 3

(X, 0’> _>Aexp? <3,0> _>Aexp?
(X +3,0) 9 aep 7+ 7
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Ableitungen

P> Regeln werden von unten nach oben gelesen

P> Regeln werden komponiert — es entsteht ein Ableitungsbaum
Beispiel: Auswertung von x43 mit 0 £ (x — 6,y > 5).

x € dom(o),0(x) =6
(X, 0’> — Aexp 6 (3,0> — Aexp 3

(X, 0’> _>Aexp? <3,0> _>Aexp?
(X +3,0) 9 aep 7+ 7
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Ableitungen

P> Regeln werden von unten nach oben gelesen

P> Regeln werden komponiert — es entsteht ein Ableitungsbaum

Beispiel: Auswertung von x+3 mit ¢ £ (x > 6,y - 5).

(X,O’) —>Aexp6 <3,0) _>Aexp3

(X, 0’> _>Aexp? <3,0> _>Aexp?
(X +3,0) 9 aep 7+ 7
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Ableitungen

P> Regeln werden von unten nach oben gelesen

P> Regeln werden komponiert — es entsteht ein Ableitungsbaum

Beispiel: Auswertung von x+3 mit ¢ £ (x > 6,y - 5).

(X,O’) —>Aexp6 <3,0) _>Aexp3

(X, 0’> — Aexp 6 <3,0> — Aexp 3
(x+3,0) 2 aexp 6+ 3
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Ableitungen

P> Regeln werden von unten nach oben gelesen

P> Regeln werden komponiert — es entsteht ein Ableitungsbaum

Beispiel: Auswertung von x+3 mit ¢ £ (x > 6,y - 5).

(X,O’) —>Aexp6 <3,0) _>Aexp3

(X, 0’> — Aexp 6 <3,0> — Aexp 3
(X + 3,0) — Aexp 9
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Langere Beispiel-Ableitungen

Sei 0 = (x - 6,y — 5).

<(X+y)*(X—y),0'> _>Aexp

Korrekte Software 14 [44]
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Langere Beispiel-Ableitungen

Sei 0 £ (x — 6,y — 5).

<X + Y, J) _)AeXP <X ) J) _)Aexp

(x+y)* (x =), 0) =aew

Korrekte Software 14 [44]
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Langere Beispiel-Ableitungen

Sei 0 £ (x — 6,y — 5).

x € dom(o),0(x) =6
<Xa J) _>Aexp 6

<X +y, U> — Aexp <X -y U> — Aexp

(x+y)* (x =), 0) =aep

Korrekte Software 14 [44]
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Langere Beispiel-Ableitungen

Sei 0 £ (x — 6,y — 5).

x € dom(o),0(x) =6 y € dom(c),o(y) =5
(X,0) —>Aexp 6 (V,0) e 5
(x+y,0) Saep (X — y,0) = aexp
(G + ) = (= ), 0) —aom
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Langere Beispiel-Ableitungen

Sei 0 £ (x — 6,y — 5).

x € dom(c),o(x) =6 y € dom(c),o(y) =5
(X,0) —pexp 6 (¥,0) —aexp 5
(x+y,0) Daep 11 (X —y,0) S aep
(x+y)x(x—y),0) e
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Langere Beispiel-Ableitungen

Sei 0 £ (x — 6,y — 5).

x € dom(o),0(x) =6 y € dom(c),o(y) =5 x € dom(c),0(x) =6 y € dom(o),0(y) =5
(X,0) —aexp 6 (y,0) = aexp 5 (X,0) —>Aexp 6 (y,0) = aexp 5
(x+y,0) 2aep 11 (X —y,0) 2aep
(x+y)x(x—y),0) e
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Langere Beispiel-Ableitungen

Sei 0 £ (x — 6,y — 5).

x € dom(o),0(x) =6 y € dom(c),0(y) =5

x € dom(c),o(x) =6 y € dom(o),0(y) =5

<X7 0') — Aexp 6 <}’7 0') —Aexp B

(X’ J) _>AeXP 6 <.y, U) _>Aexp 5

(X-i-_y7 0'> —* Aexp 11

(X —y,0) Dhep 1

<(X+y)*(X—y),0'> _>Aexp

Korrekte Software

14 [44]
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Langere Beispiel-Ableitungen

Sei 0 £ (x — 6,y — 5).

x € dom(o),0(x) =6 y € dom(c),0(y) =5

x € dom(c),o(x) =6 y € dom(o),0(y) =5

<X7 0') — Aexp 6 <}’7 0') —Aexp B

(X’ J) _>AeXP 6 <.y, U) _>Aexp 5

(X-i-_y7 0'> —* Aexp 11

(X —y,0) Dhep 1

((X‘FY)*(X—}’),U) _>Aexp 11

Korrekte Software

14 [44]
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Langere Beispiel-Ableitungen

Sei 0 £ (x > 6,y — 5).

x € dom(c),o(x) =6 y € dom(c),o(y) =5 x € dom(c),o(x) =6 y € dom(o),o(y) =5

<X7 U) _>A9XP 6 <.y7 U) _>AEXP 5 (X’ U) _)AeXP 6 <y7 U) _>Aexp 5

(X +y,0) Saep 11 (X —y,0) S aexp 1

((X+y)*(X—y),0') _)Aexp 11

((x*x) = (Y *¥),0) = aexp
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Langere Beispiel-Ableitungen
Sei 0 £ (x — 6,y — 5).

x € dom(c),o(x) =6 y € dom(c),o(y) =5 x € dom(c),o(x) =6 y € dom(o),o(y) =5
(X,0) —pexp 6 (y,0) = aexp 5 (X,0) —hexp 6 (y,0) = hexp 5
(X +y,0) Saep 11 (X —y,0) S aexp 1
(x+y)*(x—y),0) 2aep 11

<X, 0') _>Aexp 6 <X7 U) _>A9XP 6
(X % X,0) —>Aexp 36
((xxx) = (y *y),0) —aewp
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Langere Beispiel-Ableitungen
Sei 0 £ (x — 6,y — 5).

x € dom(c),o(x) =6 y € dom(c),o(y) =5 x € dom(c),o(x) =6 y € dom(o),o(y) =5
(X,0) —pexp 6 (y,0) = aexp 5 (X,0) —hexp 6 (y,0) = hexp 5
(X +y,0) Saep 11 (X —y,0) S aexp 1
(x+y)*(x—y),0) 2aep 11

(X,0) —aexp 6 (X,0) —hexp 6 (y,0) = aexp 5 (y,0) = Aexp 5
(X *X,0) —aexp 36 (y *Y,0) —aexp 25
((x*x) = (¥ *y),0) —aexp
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Langere Beispiel-Ableitungen
Sei 0 £ (x — 6,y — 5).

x € dom(c),o(x) =6 y € dom(c),o(y) =5 x € dom(c),o(x) =6 y € dom(o),o(y) =5
(X,0) —pexp 6 (y,0) = aexp 5 (X,0) —hexp 6 (y,0) = hexp 5
(X +y,0) Saep 11 (X —y,0) S aexp 1
(x+y)*(x—y),0) 2aep 11

(X,0) —aexp 6 (X,0) —hexp 6 {y,0) —>aexp B (y,0) —>aexp 5
(X *X,0) —aexp 36 (y % ¥,0) —aexp 25
<(X * X) - (y * y)70> — Aexp 11
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Arbeitsblatt 2.2: Auswertung

Konstruiert wie oben die Ableitung fiir den Ausdruck (3*a)/b mit o £ (a+— 8,b— 7).

Hinweis: wahrscheinlich einfacher auf Papier. ..

Korrekte Software 15 [44]
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Eigenschaften der Semantik

» Frage: Gegeben einen Ausdruck a, leitet jeder Zustand o zu einem Wert n ab?

Korrekte Software 16 [44]
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Eigenschaften der Semantik

» Frage: Gegeben einen Ausdruck a, leitet jeder Zustand o zu einem Wert n ab?
> Antwort: Nein.

> Betrachte folgende Beispiele fiir a d:efy+3/x

(a,(y = 5)) = pexp 777
(a,(y = 5,x = 0)) = aexp 777

> In diesen Beispielen 1Bt sich kein vollstandiger Ableitungsbaum konstruieren.

» Die Auswertung ist undefiniert — die Semantik ist partiell.

Korrekte Software 16 [44]
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Operationale Semantik: Boolesche Ausdriicke
> Bepr:::1|0|31::ag | a <32|!b|b1&&b2|b1 || b
(b, o) = Bexp true | false

Regeln:

(1,0) —Bexp true (0,0) —Bexp false

(a1,0) = Aexp M (a2,0) = Aexp M2 ny und ny gleich

(a1 == a2,0) —>Bexp true

(a1,0) = Aexp M (a2,0) = Aexp M2 ny und ny ungleich

(a1 == a2,0) —Bexp false

Korrekte Software 17 [44] DE U



Operationale Semantik: Boolesche Ausdriicke

> Bepr:::1|0|31::az | a <32|!b|b1&&b2|b1 || b
(b, o) = Bexp true | false

Regeln:
(b, 0) —>Bexp true (b, 0) —Bexp false
(b, 0) —Bexp false (1b,0) —Bexp true
(b1,0) —>Bexp false (b1,0) —Bexp true (b2,0) —Bexp t
(bl && by, 0‘) —Bexp false (bl && by, 0‘) —Bexp t
<b1,0'> —Bexp true <b1,0'> — Bexp false <b2,0'> —Bexp t
(bl || b2,0'> — Bexp true <b1 || b2,0> —Bexp t

Korrekte Software 18 [44] <Y



Arbeitsblatt 2.3: Boolsche Ausdriicke

Konstruiert die Auswertung des Ausdrucks x == 7 && y ==

@0 Z(x—7,ym—3)
® 0 Z (x5 6,y 3)
©03Z (x—6,y—2)
0 0sZ (y > 6)
05Z(ym7)

0 06 Z (x> 2)

Korrekte Software 19 [44]

3 unter folgenden Zustanden:

DE U



Striktheit

> Eine partielle Funktion f ist strikt wenn f(x) undefiniert ist, sobald x undefiniert ist.

» In unserer Semantik sind alle Operatoren (arithmetisch und boolesch) strikt, bis auf &&
und || im ersten Argument.

» Operational nennt man das auch abgekiirzte Auswertung (short-circuit evaluation)

» Das erlaubt Idiome wie if (x !=0&& 3/x>1){..}

» Wie erkennt man Striktheit an den Regeln?

Korrekte Software 20 [44]
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Striktheit

> Eine partielle Funktion f ist strikt wenn f(x) undefiniert ist, sobald x undefiniert ist.

» In unserer Semantik sind alle Operatoren (arithmetisch und boolesch) strikt, bis auf &&
und || im ersten Argument.

» Operational nennt man das auch abgekiirzte Auswertung (short-circuit evaluation)

» Das erlaubt Idiome wie if (x !=0&& 3/x>1){..}

» Wie erkennt man Striktheit an den Regeln?
Alle Variablen der Konklusion kommen in den Bedingungen vor.
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Operationale Semantik: Anweisungen

> Stmt c := Idt = Exp | if (b) c1 else c; | while (b) c| a2 | {}
Beispiel:

<Ca0> —Stmt O
(x =5,0) = stmt 0’

wobei /(x) =5 und o’'(y) = o(y) fir alle y # x

Korrekte Software 21 [44]
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Operationale Semantik: Anweisungen

> Stmt c := Idt = Exp | if (b) c1 else c; | while (b) c| a2 | {}
Beispiel:

<Ca0> —Stmt O
(x =5,0) = stmt 0’

wobei /(x) =5 und o’'(y) = o(y) fir alle y # x
bzw. o' £ o[x ~ 5]
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Operationale Semantik: Anweisungen

> Stmt c := Idt = Exp | if (b) c1 else c; | while (b) c| a2 | {}
Beispiel:

(c,0) = stmt o’
(X = 5,0'> _>Stmt U[X — 5]

wobei ¢/(x) =5 und o’'(y) = o(y) fir alle y # x
bzw. o' £ o[x ~ 5]

Korrekte Software 21 [44]
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Operationale Semantik: Anweisungen

> Stmt c := Idt = Exp | if (b) c1 else c; | while (b) c| a2 | {}

Regeln:
<3,0'> —FAexp N € Z
({ }7 0) —Stmt O (X = a,a) —>Stmt O'[X —> n]
(c1,0) = Stme o’ (e, UI) —Stmt 0
(c1;€2,0) —>Stme 0"
(b, 0) —Bexp true {(c1,0) —stmt 0 (b,0) —Bexp false (c2,0) —5tmt 0

(if (b) c1 else ¢,0) —stme 0 (if (b) c1 else ¢,0) —vstme 0

Korrekte Software 22 [44] DE U



Operationale Semantik: Anweisungen

> Stmt c := Idt = Exp | if (b) c1 else c; | while (b) c| a2 | {}
Regeln:

(b, 0) —Bexp false
(while (b) ¢,0) = stmt o

(b,0) —Bexp true (c,0) —>5tmt 0 (while (b) ¢, 0’y —stmt 0"
(While (b) C, 0'> —>Stmt 0'”
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Beispiel

w = ¢

while (y != 0) {
y=y— 1
X = 2 % X;

}
[/ x=2

g =y 2)

Korrekte Software 24 [44]
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(¥ 01) = Aexp 2 (A) (B)

(1,0) = pexp 1 (y! =0,01) —Bexp true (y=y—1Lx=2%x,01) 2 stme? (W, ?) —>5tmt?
(x=1,0) 2 stmt o[x — 1] := 01 (while (y! =0) {y =y — 1;x =2 % x},01) —5tmt?
(x=1;while (y! =0) {y =y — i x = 2% x},0) —>5tme?
N~ -
TV
w
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(A)

Korrekte Software

(y —1,01) — Aexp 1 (2% x, 02) — Aexp 2

(y=y—1,01) 2 stmt o1ly — 1] := 02 (x = 2% X, 02) —gtmt 02[x — 2] := 03

(y=y—1x=2%x,01) 5tmt 03

26 [44]
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Korrekte Software

(¥, 01) = Aexp 2 (A) (B)

(1,0) = pexp 1 (y!'=0,01) —pexp true (y=y—1Lx=2%Xx,01) 2 5tmt 03 (W, 03) —5tme?
(x=1,0) = 5tmt 01 (while (y! =0) {y =y — 1;x =2 % x},01) —5tmt?
(x = 1;&hile W=0{y=y—1Lx=2x xi,o') —Stmt?
M
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(B)

(y —1,03) _>Aexpo (2% x, 04) _>A®([J4
(¥, 03) = pexp 1 (y=y—1,03) 2 stmt 03ly — 0] := 04 (x = 2% X, 04) —>5tmt 04[x — 4] := 05 (€)
(y!' =0, 03) —pexp true (y=y—1x=2%Xx,03) —5tmt 05 (W, 05) —stme 05

(w, a3) —stmt 05

(¥,05) = Aexp 0
(y! = 0,03) —>Bexp false

(€)

(w, 05) —stmt 05

while (y! =0) {y =y — 1;x =2 % x}
~ ~

-~

w
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(¥, 01) = Aexp 2 (A) (B)
(y!'=0,01) —pexp true (y=y—1Lx=2%Xx,01) = 5tmt 03 (W, 03) —Stmt 05
(while (y! =0) {y =y — Lix =2 x},01) —stmt 05

(x =Liwhile (y! =0) {y =y — 1;x =2%x},0) =s5tmt 05
N
TV

w

o5 = o4[x — 4] = o3[y — 0][x — 4] = g2[x — 2][y — 0][x > 4]
oily = 1][x — 2][y — 0][x — 4] = (y — 2)[y — 1][x — 2][y — 0][x > 4]
=(y—0,x— 4)

und es gilt o5(x) = 4 = 22 = 271(¥)
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Lineare, abgekiirzte Schreibweise

/] {y—2)

= L3

/

while (y != 0) {
y=y-—-1
X =2 * X;

}

Korrekte Software
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Lineare, abgekiirzte Schreibweise

//_(yl'—.>2>

[/ {y = 2,x 5 1)
while (y != 0) {
y=y—1;

X = 2 % X;

}

Korrekte Software 30 [44]
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Lineare, abgekiirzte Schreibweise

/1 {y=2)

x = 1;

/] {y=2,x=1)
while(y!=0) // (y!'=0,{y = 2,x > 1)) —pexp true

| y =y — 1; // Ableitung fir (y =y — 1,(y = 2,x = 1)) —smt (y —

// Ableitung fiir (x = 1,(y — 2)) —stme (y — 2,x > 1)

1,x—1)
| /]y 1,x—1)
| X =2 % X;

| [/ {y—=1,x2)
while (y != 0) {
y=y -1

X = 2 % X;

}

// Ableitung fiir (x =2%x,(y = L x— 1)) —stme - .-
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Lineare, abgekiirzte Schreibweise

//_(y1f>2>

/] {y = 2,x 1)

while (y!=0) // (y! =0,(y = 2,x — 1)) —pexp true

| y =y — 1; // Ableitung fir y =y —1

| /] {y=1,x—1)

| X =2 % X; // Ableitung firr x = 2 % x
/] {y—1,x—2)

while (y!=0) // (y! =0,(y = 1,x — 2)) —pexp true

| y=y - L
| /] {y = 0,x—2)
| X =2 % X;

/] {y = 0,x — 4)
while (y!=0) // (y! =0,(y = 0,x — 4)) —pexp false
// {y— 0,x — 4)
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Was haben wir gezeigt?

//_(yl'—_> 2) o1
1] {y > 2,x 1)
while (y != 0) {

y=y-— L

X = 2 % X;

}

// {y— 0,x — 4) OF

> Fiir einen festen Anfangszustand o; = (y — 2) gilt am Ende og(x) = 4 = 22 = 291(),

Korrekte Software
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Was haben wir gezeigt?

//_(yl'—>2> g1
1] {y > 2,x 1)
while (y != 0) {

y=y— 1

X = 2 % X;

}

// <y'_)07X'_>4> OE

> Fiir einen festen Anfangszustand o; = (y — 2) gilt am Ende og(x) = 4 = 22 = 29109),

» Gilt das fiir alle?

Korrekte Software
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Was haben wir gezeigt?

//_(yl'—>2> g1
1] {y > 2,x 1)
while (y != 0) {

y=y -1

X = 2 % X;

}

// {y— 0,x — 4) OF

> Fiir einen festen Anfangszustand o; = (y — 2) gilt am Ende og(x) = 4 = 22 = 29109),
> Gilt das fiir alle?

» Fiir welche nicht?
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Was haben wir gezeigt?

//_(yl'—>2> g1
1] {y > 2,x 1)
while (y != 0) {

y=y -1

X = 2 % X;

}

// {y— 0,x — 4) OF

> Fiir einen festen Anfangszustand o; = (y — 2) gilt am Ende og(x) = 4 = 22 = 29109),
> Gilt das fiir alle?
» Fiir welche nicht?

» Wie kann man das fiir alle Anfangs-Zustande, fiir die es gilt, zeigen?
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Was passiert hier?

//—<y:[_-)_1>
wh_ile’(y I=0) {
y=y - L
X = 2 % X;

}
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Was passiert hier?

/]y~ -1)

x = 1;

while (y != 0) {
y=y -1
X = 2 % X;

}

» Ableitung terminiert nicht (Ableitungsbaum der Auswertung der while-Schleife wachst
unendlich)

» In linearer Schreibweise geht es immer wieder unten weiter.

Korrekte Software 34 [44]
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Arbeitsblatt 2.4: Programme!

» Werten Sie das nebenstehende Programm while (y != 0) {
aus fiir den Anfangszustand (x — 5,y —2) 4
y
» Geben Sie die Auswertung in abgekiirzter }
Schreibweise an.

X ¥ X;
y — 1;

» Welche Beziehung gilt am Ende des
Programms zwischen den Werten von x und
y im Endzustand und im Anfangszustand?

Korrekte Software 35 [44]
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Aquivalenz arithmetischer Ausdriicke

Gegeben zwei Aexp a; and a>
» Sind sie gleich?

a1 ~Aexp 32 AW V0o, n.(a1,0) = Aexp N (32,0) —Aexp N
(xxx) + 2xx*xy + (y*y) und (xt+y) *  (xty)
» Wann sind sie gleich?

VO’, n.<81,0'> _>Aexp n< <32,0> _>Aexp n

X %X und 8xx+9
X %X und X *x+1
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DE U



Aquivalenz Boolscher Ausdriicke

Gegeben zwei Bexp-Ausdriicke b; and by
» Sind sie gleich?

b1 ~ Bexp b2 iff VO‘, b.<b1,0'> —? Bexp b& (b2,0'> —Bexp b

A || (A& B) und A

Korrekte Software 37 [44]
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Beweisen

Zwei Programme ¢, ¢1 sind aquivalent gdw. sie die gleichen Zustandsveranderungen
bewirken. Formal definieren wir

Definition

. / / /
c ~ ¢ iff Vo,0'. (cy,0) = stmt 0’ < (€1,0) = stmt ©

Ein einfaches Beispiel:

Lemma

Sei w = while (b) ¢ mit b € Bexp, c € Stmt.
Dann gilt: w ~ if (b) {c; w} else {}

Korrekte Software 38 [44]
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Beweis

» Gegeben beliebiger Programmzustand o.

» Zu zeigen: sowohl w also auch if (b) {c; w} else {} werten zum gleichen
Programmzustand aus (wenn sie auswerten).

» Der Beweis geht per Fallunterscheidung liber die Auswertung von Teilausdriicken bzw.
Teilprogrammen.

Korrekte Software 39 [44]
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Beweis
O (b,0) —Bexp false:

Korrekte Software

(while (b) c,0) = stmto
(if (b) {C; W} else {}a 0) _)Stmt<{ }, U) —7Stmt O
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Beweis
O (b,0) —Bexp false:

(while (b) c,0) = stmto
(if (b) {c;w} else {},0) =stme({},0) —stme 0

@ (b,0) —Bexp true: Sei (c,0) —>stme o', dann:
w

——N——
(while (b) ¢,0) —stmt{C,0) —>stme 0

(if (b) {c;w} else {},0) =simt{{c;w},0) = 5tme (€,0) —>5tmt 0

(
<W7 UI) —Stmt 0
(
<W, 0J> —Stmt a’
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Beweis
O (b,0) —Bexp false:

(while (b) c,0) = stmto
(if (b) {c;w} else {},0) =stme({},0) —stme 0

@ (b,0) —Bexp true: Sei (c,0) —>stme o', dann:
w

——N——
(while (b) ¢,0) —stmt{C,0) —>stme 0

(if (b) {c;w} else {},0) =simt{{c;w},0) = 5tme (€,0) —>5tmt 0

(
<W7 UI) —Stmt 0
(
<Wa 0J> —Stmt a’

© (b, o) wertet gar nicht aus — dann werten weder w noch if (b) {c; w} else {} aus.
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Zusammenfassung

» Operationale Semantik als ein Mittel zur Beschreibung der Semantik

> Auswertungsregeln:

> arbeiten entlang der syntaktischen Struktur

> werten (zu gegebenen Zustand) Ausdriicke zu Werten aus (Zahlen, Boolschen Werten)

> und (zu gegebenen Zustand) Programme zu Zustinden

» Fragen zu Programmen: Gleichheit

Korrekte Software 41 [44]
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Fahrplan
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Einfiihrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil |

Der Floyd-Hoare-Kalkiil Il: Invarianten
Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Strukturierte Datentypen
Verifikationsbedingungen

Vorwiarts mit Floyd und Hoare
Funktionen und Prozeduren |
Funktionen und Prozeduren |l
Referenzen und Speichermodelle
Ausblick und Riickblick
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Uberblick

Korrekte Software

p=1;
CESRIE
while (c <=n) {
p=p*c;
c=C+1;

}

Programm
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Uberblick

Korrekte Software

Operational

while (c <=n) {
p=p*c;
c=C+1;

Programm
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Uberblick

Denotational

Korrekte Software

Operational

while (c <=n) {
p=p*c;
c=C+1;

Programm

» Denotationale Semantik fiir CO

» Fixpunkte
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Denotationale Semantik — Motivation

» Operationale Semantik:

Eine Menge von Regeln, die einen Zustand und ein Programm in einen neuen Zustand
tberfiihren:

(c,0) —stmt o

» Denotationale Semantik:

Eine Menge von Regeln, die ein Programm in eine partielle Funktion von Zustand nach

. . Denotat
Zustand iberfiithren

I[C]]c:z—\z

Korrekte Software 4 [38] o< v



Denotationale Semantik — Kompositionalitat

» Semantik von zusammengesetzten Ausdriicken durch Kombination der Semantiken der
Teilausdriicke

» Bsp: Semantik einer Sequenz von Anweisungen durch Verkniipfung der Semantik der einzelnen
Anweisungen
» Operationale Semantik ist nicht kompositional:

> Semantik von Zeile (*) ergibt sich aus der Ableitung davor

x= 3;

— 5 £ 3

y= X::: /() » Kann nicht unabhingig abgeleitet werden
z= x+ Yy;

» Denotationale Semantik ist kompositional.

» Wesentlicher Baustein: partielle Funktionen
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Partielle Funktionen und ihre Graphen

» Der Graph einer partiellen Funktion f : X — Y ist eine Relation

grph(f) C X x Y € {(x, f(x)) | x € dom(f)}

> Wir kénnen eine partielle Funktion durch ihren Graph definieren:

Definition (Partielle Funktion)

Eine partielle Funktion f : X — Y ist eine Relation f C X X Y so dass wenn (x,y1) € f
und (x,y») € f dann y; = y» (Rechtseindeutigkeit)

» Wir benutzen beide Notationen, aber fiir die denotationale Semantik die Graph-Notation.

> Systemzustinde sind partielle Abbildungen ¥ £ Loc — V (— letzte VL)

Korrekte Software 6 [38] DE U



Beispiel
Als Beispiel betrachten wir die partielle Funktion div3:{0...10} — N

div3(x)=y gdw. 3.-y=x

» Zuordnung: > Notation als Relation (Graph):
0 = 0 div3 = {(0,0),(3,1),(6,2),(9,3)}
1
2
3 = 1 » Wir schreiben
g div3(3) = 1 fiir (3,1) € div3
6 — 2 div3(5) = L fiir es gibt kein y mit (5,y) € div3
7 div3(5) = L fur Vy.(5,y) & div3
8
9

= 3 > Achtung, Partialitat!

[ay
o
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Achtung, Partialitat!

» Beim Rechnen mit partiellen Funktionen muss die Definiertheit beachtet werden.
» Insbesondere darf nicht mit undefinierten Ausdriicken gerechnet werden.
» Bspw. gilt oben nicht im allgemeinen:

3-div3(x) =x X

oder
div3(1) = L = div3(2) = div3(1) = div3(2) x

» Warum? Dann galte

Korrekte Software 8 [38] <Y


https://de.wikipedia.org/wiki/Trugschluss_(Mathematik)#Division_durch_0

Achtung, Partialitat!

» Beim Rechnen mit partiellen Funktionen muss die Definiertheit beachtet werden.
» Insbesondere darf nicht mit undefinierten Ausdriicken gerechnet werden.
» Bspw. gilt oben nicht im allgemeinen:

3-div3(x) =x X
oder

div3(1) = L = div3(2) = div3(1) = div3(2) x

» Warum? Dann galte

div3(1) = div3(2)
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Achtung, Partialitat!

» Beim Rechnen mit partiellen Funktionen muss die Definiertheit beachtet werden.
» Insbesondere darf nicht mit undefinierten Ausdriicken gerechnet werden.
» Bspw. gilt oben nicht im allgemeinen:

3-div3(x) =x X
oder
div3(1) = L = div3(2) = div3(1) = div3(2) x
» Warum? Dann galte

div3(1) = div3(2)
3. div3(1) = 3- div3(2)
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Achtung, Partialitat!

» Beim Rechnen mit partiellen Funktionen muss die Definiertheit beachtet werden.
» Insbesondere darf nicht mit undefinierten Ausdriicken gerechnet werden.
» Bspw. gilt oben nicht im allgemeinen:

3-div3(x) =x X
oder
div3(1) = L = div3(2) = div3(1) = div3(2) x
» Warum? Dann galte

div3(1) = div3(2)
3. div3(1) = 3- div3(2)
1=2 7/
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Achtung, Partialitat!

» Beim Rechnen mit partiellen Funktionen muss die Definiertheit beachtet werden.
» Insbesondere darf nicht mit undefinierten Ausdriicken gerechnet werden.
» Bspw. gilt oben nicht im allgemeinen:

3-div3(x) =x X

oder
div3(1) = L = div3(2) = div3(1) = div3(2) x

» Warum? Dann galte
div3(1) = div3(2)
3-div3(1) =3 - div3(2)
1=2 7
P> Vgl. https://de.wikipedia.org/wiki/Trugschluss_(Mathematik)#Division_durch_0
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Arbeitsblatt 3.1: Relationen als Funktionen

Definiert wie im Beispiel eben die Funktion sqrt : {0,...,100} — N mit
sqrt(x) =y gdw. y*=x
Wias ist der Wert folgender Ausdriicke:

_ sqrt(64)
N 0

t1 =5—sqrt(32) to = sqrt(49) + sqrt(0) t3 =V3-sqrt(3) ta

Korrekte Software 9 [38] DE U



Arbeitsblatt 3.1: Relationen als Funktionen

Definiert wie im Beispiel eben die Funktion sqrt : {0,...,100} — N mit
sqrt(x) =y gdw. y*=x
Wias ist der Wert folgender Ausdriicke:

_ sqrt(64)
N 0

t1 =5—sqrt(32) to = sqrt(49) + sqrt(0) t3 =V3-sqrt(3) ta

Korrekte Software 9 [38] DE U



Denotierende Funktionen (Denotate)

» Arithmetische Ausdriicke: a € Aexp denotieren eine partielle Funktion ¥ — Z
» Boolsche Ausdriicke: b € Bexp denotieren eine partielle Funktion ¥ — B

» Anweisungen: ¢ € Stmt denotieren eine partielle Funktion ¥ — ¥

Korrekte Software 10 [38]
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Denotat von Aexp

[a].4 : Aexp — (X — Z)

[r]la ={(o,[n]) | o € =}
[x]a ={(0,0(x)) | 0 € X,x € Dom(o)}
[ao + a1].4 ={(o, no + m) | (o, ) € [ao]a A (o, m) € [a1] 4}
[20 — a1]a ={(o, no — m) | (o, n0) € [a0]a A (0, M) € [ar] 4}
[a0 * a1].a ={(o, no * m) | (0, mo) € [a0]a A (o, m) € [a1] 4}
[20/a1].a ={(o, no + 1) | (o, mo) € [a0]a A (o, m) € [a1]a A 01 # 0}
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Rechtseindeutigkeit
Lemma (Partielle Funktion)

[—].4 ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.

Beweis.
z.z.: wenn (o, v1) € [a] 4, (0, v2) € [a]4 dann v; = va.
Strukturelle Induktion iiber Aexp:

>l
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Rechtseindeutigkeit

Lemma (Partielle Funktion)

[—].4 ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.

Beweis.
z.z.: wenn (o, v1) € [a] 4, (0, v2) € [a]4 dann v; = va.
Strukturelle Induktion iiber Aexp:
» Induktionsbasis sind n € Z und x € Idt.
Sei a = x, dann v = o(x) = w.

yext
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Rechtseindeutigkeit
Lemma (Partielle Funktion)

[—].4 ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.

Beweis.
z.z.: wenn (o, v1) € [a] 4, (0, v2) € [a]4 dann v; = va.
Strukturelle Induktion iiber Aexp:
» Induktionsbasis sind n € Z und x € ldt.
Sei a = x, dann v = o(x) = w.
> Induktionsschritt sind die anderen Klauseln.
Sei a = a; + a».
Induktionsannahme ist: wenn (o, n;) € [ai] .4, (o, m;) € [ai]4 dann n; = m;.
Sei vi = (o, m + n2) mit (o,m) € [a1] 4, (o, n2) € [a2].4, und vo = my + my mit
(0,m) € [a1] 4, (0, m2) € [a2] 4.

Korrekte Software 12 [38]
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Rechtseindeutigkeit
Lemma (Partielle Funktion)
[—].4 ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.

Beweis.

z.z.: wenn (o, v1) € [a] 4, (0, v2) € [a]4 dann v; = va.

Strukturelle Induktion iiber Aexp:

» Induktionsbasis sind n € Z und x € Idt.
Sei a = x, dann v = o(x) = w.

» Induktionsschritt sind die anderen Klauseln.
Sei a = a; + a».
Induktionsannahme ist: wenn (o, n;) € [ai] .4, (o, m;) € [ai]4 dann n; = m;.
Sei vi = (o, m + n2) mit (o,m) € [a1] 4, (o, n2) € [a2].4, und vo = my + my mit
(0,m) € [a1]4, (0, m2) € [a2] 4.
Aus der Annahme folgt n; = m; und np = mo, deshalb v = w.
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Kompositionalitat und Striktheit

» Die Rechtseindeutigkeit erlaubt die Notation als partielle Funktion:

[3 * (x + Y)la(o) = [Bla(o) - ([x].a(o) + [yl (o))
=3 ([xlale) + IYlalo))
=3-(o(x) +o(y))

» Diese Notation versteckt die Partialitat:

[1+x/0Ja(c)=140(x)/0=1+1L=1

» Wenn ein Teilausdruck undefiniert ist, wird der gesamte Ausdruck undefiniert: [—] 4 ist
strikt fir alle arithmetischen Operatoren.
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Arbeitsblatt 3.2: Semantik |

Hier Giben wir noch einmal den Zusammenhang zwischen den beiden Notationen. Gegeben sei
der Zustand s = (x — 3,y +> 4) und der Ausdruck a=7xx+y.
Berechnen Sie die Semantik zum einen als Relation (fiillen Sie die Fragezeichen aus):

(s, ?) : [[7]]

(s, 7 : [[x]]

(s, ?) : [[7%x]]
(s, ?) : [[yl]

(s, 7) ¢ [[7*x+ yI]

Berechnen Sie zum anderen die Semantik in der Funktionsnotation:
[[7*x+y]l1(s) = [[7*x]1(s)+[[yll(s) = ... =7

Ist das Ergebnis am Ende gleich?

Korrekte Software 14 [38] o<
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Denotat von Bexp

[a]s : Bexp — (X — B)

115 ={(o, true) | o € £}
[0]s ={(o, false) | o € X}
[ao == a1l ={(o, true) | o € £, (0, no) € [ao] 4, (o, m) € [a1] 4, n0 = m}
U{(o, false) | o € X,(0,m) € [ao].a, (o, n) € [a1] 4, no # m}
[a0 < a1]s ={(o, true) | o € X, (0, m) € [ao]a, (o, nm) € [a1] 4, m0 < n}
U{(o, false) | o € X, (0, m) € [ao]a4, (c,m) € [a1].4, 0 > m}
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Denotat von Bexp

['t]s
[b: && b2]s

[b1 || b2]5

Korrekte Software

[a]5 : Bexp — (X — B)

{(o, true) | o € X, (o, false) € [b]s}

U{(o, false) | o € X, (o, true) € [b]s}

{(o, false) | o € X, (0, false) € [b1]s}

U{(o,t2) | 0 € ¥, (0, true) € [b1] 5, (0, t2) € [b2]5}
{(o, true) | o € X, (0, true) € [b1]s}

U{(o, t2) | o € L, (0, false) € [b1], (o, t2) € [b2]5}
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Kompositionalitat und Striktheit

Lemma (Partielle Funktion)

[—1g ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.

> Beweis analog zu [—] .

> Ist [—]5 strikt?

Korrekte Software 18 [38]
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Kompositionalitat und Striktheit

Lemma (Partielle Funktion)

[—1g ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.

> Beweis analog zu [—] 4.
» Ist [—]s strikt? Natirlich nicht:
» Sei [b1]s(c) = false, dann [b; && by]s(c) = [b1]s(c) = false

Korrekte Software 18 [38]

o< v



Kompositionalitat und Striktheit

Lemma (Partielle Funktion)

[—1g ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.

> Beweis analog zu [—] .

» Ist [—]s strikt? Natirlich nicht:

» Sei [b1]s(c) = false, dann [b; && by]s(c) = [b1]s(c) = false

» Wir kénnen deshalb nicht so einfach schreiben [b; && bo]s(c) = [bi]s(o) A [b2]s(0)
» Die normale zweiwertige Logik behandelt Definiertheit gar nicht. Bei uns miissen die

logischen Operatoren links-strikt sein:

lAa=_1 false A\ a = false trueNa=a
lva=_1 trueV a = true falseV a=a

Korrekte Software 18 [38] <Y



Arbeitsblatt 3.3: Semantik ||

Wir iiben noch einmal die Nichtstrikheit. Gegeben s = (x + 7) und
b=(7==x)]|l (x/0==1)
Berechnenen Sie die Semantik in den Notationen von oben:

(s, ) : [[ (7T==x) || (x/0 ==1) ]]

([ (7==x) 1] (x/0==1) 11(s) = ... 7

Hilfreiche Notation: aAb=a /\ b,aVb=a \/ b

Korrekte Software 19 [38]
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Denotationale Semantik von Anweisungen

» Zuweisung: punktweise Anderung des Zustands o zu o[x > n]
» Sequenz: Komposition von Relationen

Definition (Komposition von Relationen)
Fiir zwei Relationen R C X x Y,S C Y x Z ist ihre Komposition

RoS¥{(x,z) |3y € Y.(x,y) € RA(y,2) € S}

Wenn R, S zwei partielle Funktionen sind, ist R o S ihre Funktionskomposition.

» Leere Sequenz: Leere Funktion?
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Denotationale Semantik von Anweisungen

» Zuweisung: punktweise Anderung des Zustands o zu o[x > n]
» Sequenz: Komposition von Relationen

Definition (Komposition von Relationen)
Fiir zwei Relationen R C X x Y,S C Y x Z ist ihre Komposition

RoS¥{(x,z) |3y € Y.(x,y) € RA(y,2) € S}

Wenn R, S zwei partielle Funktionen sind, ist R o S ihre Funktionskomposition.

> Leere Sequenz: Leere Funktion? Nein, Identitat. Fir Menge X,
ldx £ X x X = {(x,x) | x € X}

ist die Identitdtsfunktion (Idx(x) = x).
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Arbeitsblatt 3.4: Komposition von Relationen

Zur Ubung: betrachten Sie folgende Relationen:

R = {(1’7)v (2’3)7 (3v9)7 (473)}
S={(1,0), (2,0), (3,1), (4,7), (5,9), (7,3), (8,15)}

Berechnen Sie Ro S = {(1,7),...}

Korrekte Software 22 [38]
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Arbeitsblatt 3.4: Komposition von Relationen

Zur Ubung: betrachten Sie folgende Relationen:

R = {(1’7)v (2’3)7 (3v9)7 (473)}
S={(1,0), (2,0), (3,1), (4,7), (5,9), (7,3), (8,15)}

Berechnen Sie Ro S = {(1,7),...}
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Arbeitsblatt 3.4: Komposition von Relationen

Zur Ubung: betrachten Sie folgende Relationen:

R = {(1v7)7 (273)’ (379)’ (4’ 3)}
S ={(1,0), (2,0), (3,1), (3,5), (4,7), (5,9), (7,3), (8,15)}

Berechnen Sie Ro S = {(1,7),...}
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Denotat von Stmt

[Jc : Stmt — (X — X)

[x = alc ={(o,0[x— n]) | 0 € XA (0,n) € [a] 4}
[c1; 2l =[cilc o [e2]e
[{ Hc =lds
[if (b) co else cai]c ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [colc}
U{(c,0") | (o, false) € [b]s A (0,0") € [c1]c}
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Denotat von Stmt

[Jc : Stmt — (X — X)

[x = alc ={(o,0[x— n]) | 0 € XA (0,n) € [a] 4}
[c1; 2l =[cilc o [e2]e
[{ He =lds
[if (b) co else cai]c ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [colc}
U{(c,0") | (o, false) € [b]s A (0,0") € [c1]c}

Aber was ist
[while (b) c]c =77
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Denotationale Semantik von while
» Sei w = while (b) ¢ (und o € X). Operational gilt:
w ~ if (b) {c; w} else {}

» Dann sollte auch gelten

[wlc < [if (b) {c;w} else {}]c
={(0,0") | (0, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o [W]c}
U{(o,0") | (0, false) € [b]5 A (0,0") € [{ }c}

» Das ist eine rekursive Definition von [w]c:

x = F(x)
» Das ist ein Fixpunkt:
x = fix(F)
> Was ist das?
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Denotationale Semantik von while
» Sei w = while (b) ¢ (und o € X). Operational gilt:
w ~ if (b) {c; w} else {}

» Dann sollte auch gelten

[wlc Z [if (b) {c;w} else {}]c
={(0,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o [w]c}
U{(0,0) | (o, false) € [bls A (0,0") € [{ Hc}

» Das ist eine rekursive Definition von [w]c:

x = F(x)
» Das ist ein Fixpunkt:
x = fix(F)
> Was ist das?
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Fixpunkte

Definition (Fixpunkt)
Fir f : X — X ist ein Fixpunkt ein x € X so dass f(x) = x.

> Hat jede Funktion f : X — X einen Fixpunkt?
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Fixpunkte

Definition (Fixpunkt)

Fir f : X — X ist ein Fixpunkt ein x € X so dass f(x) = x.

» Hat jede Funktion f : X — X einen Fixpunkt? Nein

» Kann eine Funktion mehrere Fixpunkte haben?
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Fixpunkte

Definition (Fixpunkt)
Fir f : X — X ist ein Fixpunkt ein x € X so dass f(x) = x.

» Hat jede Funktion f : X — X einen Fixpunkt? Nein

» Kann eine Funktion mehrere Fixpunkte haben? Ja — aber nur einen kleinsten.
> Beispiele

> Fixpunkte von f(x) = y/x sind 0 und 1; ebenfalls fiir f(x) = x2.

> Fiir die Sortierfunktion sind alle sortierten Listen Fixpunkte

» Die Funktion f(x) = x + 1 hat keinen Fixpunkt in Z

» Die Funktion f(X) = P(X) hat iiberhaupt keinen Fixpunkt

> fix(f) ist also der kleinste Fixpunkt von f.
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Konstruktion des kleinsten Fixpunktes (Kurzversion)

> Gegeben Funktion I auf Denotaten ' : (X — X) — (X — X)
» Wir konstruieren eine Sequenz [ : ¥ — ¥ (mit i € N) von Funktionen:

P(s) £ o
i) Z ()

» Dann ist

fi(r) < (J T

ieN
» Verkiirzte Version — der Fixpunkt muss so nicht existieren (er tut es aber fiir alle
Programme)
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Denotationale Semantik fiir die lteration

> Sei w = while (b) ¢
» Konstruktion: “Auffalten” der Schleife (f ist ein Denotat):

[(f) ={(0,0") | (0, true) € [bls A (0,0") € [c]c o f}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}

» b und c sind Parameter von I

» Dann ist

[wlc = fix(T)
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Denotation fiir Stmt
[l : {Stmt —» (X = X)

[x = alc ={(o,0[x+— n]) | 0 € £ A (0,n) € [a] 4}
[c1: 2]l =[ci]c o [e2]le
[{ }lc =lds
[if (b) co else ci]c ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [clc}
U {(e,0’) | (o, false) € [b]s A (0,0") € [cilc}
[while (b) cJe =fix(T)

F(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (c,0") € [c]c o s}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (1)

while (x < 0 def | O o(x)>0
>}<: X—(Fl;< a M(f)(e) = {f(a[x —o(x)+1]) o(x) <0

Wir betrachten den Zustand s = (x —7?) (nur eine Variable):
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (1)

while (x < 0) { (f dwf | O o(x)>0
x= x+1; (1)) f(o[x —»o(x)+1]) o(x)<0
}
Wir betrachten den Zustand s = (x —7?) (nur eine Variable):
s
-2
-1
0
1
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (1)

while (x < 0) { (f dwf | O o(x)>0
x= x+1; (1)) f(o[x —»o(x)+1]) o(x)<0
}
Wir betrachten den Zustand s = (x —7?) (nur eine Variable):
s %)
-2 1
-1 1
0o 1
1 1
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (1)

while (x < 0 def | O o(x)>0
>}<: X—(Fl;< a M(f)(e) = {f(a[x —o(x)+1]) o(x) <0

Wir betrachten den Zustand s = (x —7?) (nur eine Variable):

s IOs) T(s)
-2 1 MO(s[x — —1]) = L

-1 1 M(s[x—0]) =1
0 L 0
1 1 1
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (1)

while (x < 0 ger | O o(x) =0
=it "= {f(a[x o) +1]) olx) <0
}
Wir betrachten den Zustand s = (x —7?) (nur eine Variable):
s IOs) T(s) r2(s)

2 1L Osx-1)=1 (sx——1])=1

-1 1 M(s[x —0]) = L M(s[x—=0])=0
0 L 0 0
1 1 1 1
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (1)

o(x)>0

(s)

whil X 0 def | O
x:exgrl;< i M(f)(o) = {f(a[x —o(x)+1]) o(x)<0
}
Wir betrachten den Zustand s = (x —7?) (nur eine Variable):
s IOs) T(s) r2(s)

-2 1 M(sx—-1])=1 T(s[x——-1])=1
-1 1 M(s[x —0]) = L M(s[x—=0])=0

0 L 0 0

1 1 1 1
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (Il)

x= 0;

while (n =147 o(n) <0
e tn O "(A)e) = {f(o[xw(x)w(n)][nw(n)—11) o(n) > 0
n= n—1;
)

Wir betrachten Zustande s = (x —?,n—7) (zwei Variablen).
Der Wert von x im Initialzustand ist dabei unerheblich:

S

-1

A WODNHRO
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (Il)

while (n > 0) {

x= 0;
X= X+n;
n= n—1;
}

r(f)(o) = {

o o(n) <0
f(o[x = o(x) + o(n)][n— o(n) —1]) o(n) >0

Wir betrachten Zustande s = (x —?,n—7) (zwei Variablen).
Der Wert von x im Initialzustand ist dabei unerheblich:

Korrekte Software
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (Il)

while (n > 0) {

x= 0;
X= X+n;
n= n—1;
}

r(f)(o) = {

o o(n) <0
f(o[x = o(x) + o(n)][n— o(n) —1]) o(n) >0

Wir betrachten Zustande s = (x —?,n—7) (zwei Variablen).
Der Wert von x im Initialzustand ist dabei unerheblich:
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S

-1

A WODNHRO

r(s)

FEEFRFEEX
FEEEREES

r(s)
X n
0 -1
0 0
L1
L1
11
L1
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (Il)

x= 0;

while (n > 0) {

X= X+n;
n= n—1;

}

r(f)(o) = {

o o(n) <0
f(o[x = o(x) + o(n)][n— o(n) —1]) o(n) >0

Wir betrachten Zustande s = (x —?,n—7) (zwei Variablen).
Der Wert von x im Initialzustand ist dabei unerheblich:
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S

-1

A WODNHRO

r(s)

FEEFRFEEX
FEEEREES

r(s)
X n
0 -1
0 0
L1
L1
11
L1

r?(s)

= 3

FFHFHFr~oo
HFFHFoo
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (Il)

x= 0;

while (n > 0) {

X= X+n;
n= n—1;

}

r(f)(o) = {

o o(n) <0
f(o[x = o(x) + o(n)][n— o(n) —1]) o(n) >0

Wir betrachten Zustande s = (x —?,n—7) (zwei Variablen).
Der Wert von x im Initialzustand ist dabei unerheblich:

Korrekte Software

S

-1

A WODNHRO

r(s)

FEEFRFEEX
FEEEREES

r(s)
X n
0 -1
0 0
L1
L1
11
L1

r2(s) )

n n
0 -1 0 -1
0 0 0 0
1 0 1 0
1 1 3 0
1 1 1 1
1 1 1 1
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (Il)

x= 0;

while (n > 0) {

X= X+n;
n= n—1;

}

r(f)(o) = {

o o(n) <0
f(o[x = o(x) + o(n)][n— o(n) —1]) o(n) >0

Wir betrachten Zustande s = (x —?,n—7) (zwei Variablen).
Der Wert von x im Initialzustand ist dabei unerheblich:
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S

-1

A WODNHRO

r(s)

FEEFRFEEX
FEEEREES

r(s)
X n
0 -1
0 0
11
L1
11
L1

r(s) i) (s

n n X n
0 -1 0 -1 0 -1
0 0 0 0 0 o0
1 0 1 0 1 0
4 1 3 0 3 0
1 1 1 1 6 O
1 1 L 1 1 1
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (Il)

x= 0;

while (n =147 o(n) <0
e tn O "(A)e) = {f(a[xw(x)w(n)][nw(n)—11) o(n) > 0
n= n—1;
)

Wir betrachten Zustande s = (x —?,n—7) (zwei Variablen).
Der Wert von x im Initialzustand ist dabei unerheblich:

s ro(s) r(s) r2(s) r3(s) r(s) r(s)

X n X n n n X n X n
-1 4 1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1
0 1 L 0 0 0 0 0 0 0 o0 0 o0
1 R e 1 0 1 0 1 0 1 0
2 L 4L L 1 1L 1 3 0 3 0 3 0
3 R R e 1 1 1 1 6 O 6 O
4 L 1L L 1 1L 1 L L 1 1 10 O
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (l11)

Kleine Anderung im Beispielprogramm:

= ()¢
while (n != 0 _]°
i O )= {f(o[xw(x)w(n)][nw(n)—11)
n= n—1;
}
Jetzt ergibt sich:
S
n
-2
-1
0
1
2
3
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (l11)

Kleine Anderung im Beispielprogramm:

x= 0;

while (n != 0) {
X= X+n;
n= n—1;
}

Jetzt ergibt sich:

Korrekte Software

r(f)(o) = {

r(s)

R
FEEFEFERES

f(o[x — o(x) + a(n)][n— o(n) —1])
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (l11)

Kleine Anderung im Beispielprogramm:

x= 0;

while (n != 0) {
X= X+n;
n= n—1;

}

Jetzt ergibt sich:

Korrekte Software

r(f)(o) = {

r(s)

R
FEEFEFERES

g

r(s)

ok x
ok k-

f(o[x — o(x) + a(n)][n— o(n) —1])
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (l11)

Kleine Anderung im Beispielprogramm:

x= 0;

while (n != 0) {
X= X+n;
n= n—1;

}

Jetzt ergibt sich:

Korrekte Software

r(f)(o) = {

r(s)

R
FEEFEFERES

g

r(s)

FHFFokFFXx
FHFFFokFERFS

o(n)=0

f(o[x — o(x) + o(n)][n— o(n) —1]) sonst

r?(s)

FHF ok x
FHoolk

w
et
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (l11)

Kleine Anderung im Beispielprogramm:

x= 0;

while (n != 0) {
X= X+n;
n= n—1;

}

Jetzt ergibt sich:

Korrekte Software

r(f)(o) = {

r(s)

R
FEEFEFERES

g

r(s)

FHFFokFFXx
FHFFFokFERFS

r?(s)

FFEFRrolFFx
FHookFHF=s

w
et

[38]

f(o[x — o(x) + a(n)][n— o(n) —1])
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (l11)

Kleine Anderung im Beispielprogramm:

x= 0;

while (n I= _J9 a(n) =0
e 5= 0 4 r(f )(U)_{f(a[xn—)a(x)+a(n)][nl—>o(n)—1]) sonst
n= n—1;
}

Jetzt ergibt sich:
s I9s) r(s) r2(s) r3(s) r(s)

n X n X n X n X n X n
-2 1 4 1 4 1 L 1 1 1 1
-1 1 1 1 1 1 1 1 1L 1 1L

0 1 L 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0

2 1 1 1 1 1 L 3 0 3 0

3 1 1 1 1 1 1 1 1 6 0

w
et
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (V)

while (1) { [(f)(0) € f(o[x — o(x) +1])
x= x+1;
}
Jetzt ergibt sich:
s
-2
-1
0

1
2
3
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (V)

while (1) { [(f)(0) € f(o[x — o(x) +1])
x= x+1;
}
Jetzt ergibt sich:
s I9s)
-2 1L
-1 1
0 1L
1 4
2 1
3 4
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (V)

while (1) { [(f)(0) € f(o[x — o(x) +1])
x= x+1;
}

Jetzt ergibt sich:
s IO%s) TIs)

-2 4 L
-1 4 1
0 4 1
1 4 1
2 4 1
3 4 1
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (V)

while (1) { [(f)(0) € f(o[x — o(x) +1])
x= x+1;
}

Jetzt ergibt sich:
s  IOs) TI(s) TI?(s)

-2 4 L 4
-1 4 1 4L
0 4 1 4
1 4 1 4L
2 4 1 4
3 4 1 4L
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (V)

while (1) { [(f)(0) € f(o[x — o(x) +1])
x= x+1;
}

Jetzt ergibt sich:
s rO(s) r(s) r2(s) r3(s)

-2 4 L 4 1
-1 4 1 4L L
0 4 1 4 4
1 4 1 4L 4L
2 4 1 4 4
3 4 1 4L L
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Arbeitsblatt 3.5: Semantik 111

Wir betrachten das Beispielprogramm:

x= 1;
while (n > 0) {
X= X*n;
n= n—1;
}
Berechnen Sie wie oben den Fixpunkt:
s G~0 G"1 G™2 G™3
n X n X n X n X n
0
1
2
3
Korrekte Software 33 [38]
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Arbeitsblatt 3.5: Semantik Il

Wir betrachten das Beispielprogramm:

x= 1;

while (n > 0) {
X= X*n;
n= n—1;
}

Korrekte Software

34 [38]
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (V)

x= 0;

i= 0; r(f) (o) & {° N o(i) > o(n)
while (i<=n) { f(o[x = o(x)+a()][i — o(i) +1]) sonst

x= X+i;

i= i+1; Wir betrachten nur die while-Schleife

} mit s = (n =7,/ =7, x —7).

s rO(s)

n i n i x

00 1 1 L

01 1 1 L

1 0 1 1 1

11 1 1 1

1 2 1 1 1

2 0 1 1 L

2 1 1 1 L

2 2 1 1 L

2 3 1 1 1
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (V)

x= 0;

i= 0; r(f) (o) & {° N o(i) > o(n)
while (i<=n) { f(o[x = o(x)+a()][i — o(i) +1]) sonst

x= X+i;

i= i+1; Wir betrachten nur die while-Schleife

} mit s = (n =7,/ =7, x —7).

s rO(s)

n i n i x

00 1 1 L

01 1 1 L

1 0 1 1 1

11 1 1 1

1 2 1 1 1

2 0 1 1 L

2 1 1 1 L

2 2 1 1 L

2 3 1 1 1
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (V)

x= 0;

i= 0; r(f) (o) & {° N o(i) > o(n)
while (i<=n) { f(o[x = o(x)+a()][i — o(i) +1]) sonst

x= X+i;

i= i+1; Wir betrachten nur die while-Schleife

} mit s = (n =7,/ =7, x —7).

s rO(s) r(s)

n i n i x n i x

00 1l 1 1 1 1L L

01 1l 1 1 0 1 x

1 0 1 1 1 1 1 1

11 1 1 1 1 1 1

1 2 1 1 1 1 2 x

2 0 1l 1 1 1 1L L

2 1 1 1 L 1 1L L

2 2 1 1 L 1 1 1L

2 3 1 1 1 2 3 x
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (V)

x= 0;

i= 0; r(f) (o) & {° N o(i) > o(n)
while (i<=n) { f(o[x = o(x)+a()][i — o(i) +1]) sonst

x= X+i;

i= i+1; Wir betrachten nur die while-Schleife

} mit s = (n =7,/ =7, x —7).

s rO(s) r(s) r2(s)

n i n i x n i x n i X

00 1l 1 1 1l 1 1 0 1 X

01 1l 1 1 0 1 x 0 1 X

1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

11 1 1 1 1 1 1 1 2 x+41

1 2 1 1 1 1 2 x 1 2 X

2 0 1l 1 1 1 1L L 1 1 1

2 1 1 1 L 1 1L L 1 1 1

2 2 1 1 L 1 1 1L 2 3 x+2

2 3 1 1 1 2 3 x 2 3 X
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il U



Der Fixpunkt bei der Arbeit (V)

x= 0; .
i= 0; r(f)(0) < N o(i) > o(n)
while (i<=n) { f(olx — o(x) +o(i][i — o(i) +1]) sonst

X= X+i ;

i= i+1; Wir betrachten nur die while-Schleife

} mit s = (n —=?,i =7, x 7).

s rO(s) r(s) r2(s) r3(s)

n i n i x n i x n i X n i X

00 1 1L 1 1 1 L 0 1 X 0 1 X

01 1 1L 1 0 1 x 0 1 X 0 1 X

1 0 1 1L 1 1 1 1L 1 1L 1 1 2 x+1

11 1 1 1 1 1 L 1 2 x+1 1 2 x+1

1 2 1 1 L 1 2 x 1 2 X 1 2 X

20 1 1L 1L 1 1 L 1 1 1 1 1 1

21 1 1L L I R 1 1 1 2 3 x+3

2 2 1 1L L B e 2 3 x+42 2 3 x+42

2 3 1 1 L 2 3 x 2 3 X 2 3 X
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (V)

x= 0;

i= 0; def

while (i<zn) { rle) {f(a[wU(X)H(,-)][,-Ha(,-)ﬂ]) sonst
X= X+i ;
i= i+1; Wir betrachten nur die while-Schleife
} mit s = (n —=?,i =7, x 7).

s rO(s) r(s) r2(s) r3(s) r(s)
n i n i x n i x n i X n i X n i X
0 0 1 1L L 1 1 L 0 1 X 0 1 X 01 X
01 1 1L 1 0 1 x 0 1 X 0 1 X 01 X
10 1 1 1 1 1 L R 1 2 x+1 1 2 x+1
11 1 1 1 1 1 L 1 2 x+1 1 2 x+1 1 2 x+1
1 2 B 1 2 x 1 2 X 1 2 X 1 2 X
2 0 1 1 L 1 1 L 1 1 1 1 1 1 2 3 x+3
21 1 1L L I R 1 1 1 2 3 x+3 2 3 x+3
2 2 1 1 1 1 1 L 2 3 x+2 2 3 x+2 2 3 x+2
2 3 I 2 3 x 2 3 X 2 3 X 2 3 X
Korrekte Software 35 [38]
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Weitere Eigenschaften der denotationalen Semantik

Lemma (Partielle Funktion)
[—lc ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion. J

> Beweis liber strukturelle Induktion iiber ¢ € Stmt und iber Fixpunktinduktion:
» Zu zeigen: wenn s rechtseindeutig, dann ist ['(s) rechtseindeutig
> Dann ist fix(I') rechtseindeutig.
» Eigenschaften der Iteration:
> Sei w = while (b) ¢
» Dann

[wle = [if (b) {c;w} else {}]c 1)
(0,0") € [W]e = (¢, false) € [b]s (2)
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Beweis (1)

Note

Korrekte Software

[wle = i)

fix(") = T (fix(I))
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Beweis (1)

Note
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Beweis (1)

Note

Korrekte Software

[wlc = fix(T)
= [(fix(T"))
= ([wlc)

r'(s) = {(o,0") | (o,true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U{(o,0) | (o, false) € [b]s}
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Beweis (1)

[wlc = fix(T)
= [ (fi(I"))
=T ([wle)
= {(o,0’) | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o [w]c}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}

Note
r'(s) = {(o,0") | (o,true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U{(a,0) | (o, false) € [b]s}
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Beweis (1)

Note

Korrekte Software

[wlc = fix(T)
= [(fix(T))
=T ([wlc)
= {(0,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o [w]c}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}
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Beweis (1)

[wlc = fix(T)
= [ (fi(I"))
=T ([wle)
= {(o,0’) | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o [w]c}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}
= {(o,0’) | (0, true) € [b]s A (0,0") € [¢c; w]c}
U {(0,0) | (0, false) € [bls A (0,0) € [{ }c}

Note
[if (b) co else cic = {(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [w]c}
U{(a,0") | (o, false) € [b]s A (0,0") € [c1]c}
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Beweis (1)

[wlc = fix(T)

= [ (fi(I"))

=T ([wle)

= {(o,0’) | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o [w]c}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}

= {(o,0’) | (0, true) € [b]s A (0,0") € [¢c; w]c}
U {(0,0) | (0, false) € [bls A (0,0) € [{ }c}

= [if (b) {c; w} else {}]c

Note

[if (b) co else cic = {(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [w]c}
U{(a,0") | (o, false) € [b]s A (0,0") € [c1]c}
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Zusammenfassung

» Die denotationale Semantik bildet
Programme (Ausdriicke) auf partielle
Funktionen ¥ — ¥ ab.

» Zentral ist der Begriff des kleinsten
Fixpunktes, der die Semantik der
while-Schleife bildet.

» Undefiniertheit wird implizit behandelt
(durch die Partialitdt von ¥ — X).

» Nicht-Termination und Undefiniertheit sind
semantisch aquivalent.

» Genaues Verhiltnis zur operationalen
Semantik?
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Operationale und Denotationale Semantik

Korrekte Software
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Operationale und Denotationale Semantik

Operational

while (c <=n) {
p=p*c;
c=c+1;

Denotational

Programm
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Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik

» Was miissen wir zeigen?
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Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik

» Was miissen wir zeigen?

» Auf oberster Ebene: fiir alle ¢ € Stmt, 0,0’ € X:

(c,0) =stmt o' <= (0,0") € [c]e (1)

> Semantik von Anweisungen ist (iber Semantik von Ausdriicken definiert, deshalb benétigen
wir Hilfsaussagen

(b,0) = Bexp t <= (0, t) € [b]B (2)
(a,0) = aexp N <= (0, n) € [a] 4 (3)

> Wie zeigen wir das?

Korrekte Software 4 [51] DE U



Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (a,0) — aexp N Denotational [a] 4
me Z (m, 0'> —7Aexp M {(U’ m)|a € Z}
x € Dom(o)

x€ Loc

(X, 7) = Ao 7(X) {(0,0(x))|o € £,x € Dom(c)}

Korrekte Software 5 [51] U



Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (a,0) — aexp N

(a1,0) 2 aexp N (32,0) —>Aexp M

aQa 1
(al ® 32,0'> — Aexp n® m
® € {+,* -}
(al,a) _>Aexp n
<32,0'> _>Aexp m m;éo
31/32

(31/32,0'> —FAexp N+ M

Korrekte Software 6 [51]

Denotational [a] 4

{(o,n®' m)|oc € L,(0,n) €
[a1]4, (o, m) € [a2] 4}

{(o,n+m)|oc € X,(o,n) €
[21] 4, (o, m) € [a2] 4, m # O}
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Zu zeigen Gleichung (3) von Folie 4:
> Fiir alle a € Aexp, fir alle n € Z, fir alle Zusténde o:

(a,0) = aexp N <= (0, n) € [a] 4

> Beweis Prinzip?

Korrekte Software 7 [51]
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Exkurs: Beweisprinzipien

» Induktion iiber N (S(n) ist der Nachfolger von n):

P(0) AVn € N. P(n) => P(S(n))
Vx € N. P(x)

> Beispiel: Addition ist definiert durch
x+0=x
x+S(y)=S(x+y)
> Zeige x + y = y + x durch Induktion iiber y:

@ Basis: x+0=0+x
@ Induktionsschritt: Annahme x + y = y + x, dann zeige x + S(y) = S(y) + x.

> Bendtigt Hilfsbeweise 0+ x = x und S(x +y) = S(x) +y

Korrekte Software 8 [51] <Y



Arbeitsblatt 4.1: Natiirliche Induktion

P> Zeigt durch natiirliche Induktion:

0+x=x Sx+y)=S(x)+y

» Welche Variable benutzt ihr fiir die Induktion? Was ist der Unterschied?

Korrekte Software 9 [51]
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Wohlfundiertheit

Wohlfundiertheit
Eine bindre Relation <C S x S ist wohlfundiert, wenn es keine unendlich absteigenden
Ketten gibt

e <az3<ax<a

Beispiele:
> (N,<)?
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Wohlfundiertheit

Wohlfundiertheit
Eine bindre Relation <C S x S ist wohlfundiert, wenn es keine unendlich absteigenden
Ketten gibt

e <az3<ax<a

Beispiele:
» (N,<)? Nein: ---<1<1<1

> (N, <)?
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Wohlfundiertheit

Wohlfundiertheit
Eine bindre Relation <C S x S ist wohlfundiert, wenn es keine unendlich absteigenden
Ketten gibt

e <az3<ax<a

Beispiele:
» (N,<)? Nein: ---<1<1<1

> (N,<)? Ja.

> (Z,<)?

Korrekte Software 10 [51]

U



Wohlfundiertheit

Wohlfundiertheit

Eine bindre Relation <C S x S ist wohlfundiert, wenn es keine unendlich absteigenden
Ketten gibt
e <az3<ax<a

Beispiele:
» (N,<)? Nein: ---<1<1<1

> (N,<)? Ja.
» (Z,<)? Nein: --- < -3<-2<-1<0

> (QF,<)?
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Wohlfundiertheit

Wohlfundiertheit
Eine bindre Relation <C S x S ist wohlfundiert, wenn es keine unendlich absteigenden

Ketten gibt
<A@ <a<a

Beispiele:
» (N,<)? Nein: - --

IN
[y
IN
[y
VAN
[y

> (N,<)? Ja.
» (Z,<)? Nein: --- < -3<-2<-1<0

> (QF,<)?Nein: ... <1 .. <i<i<i<l
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Eigenschaften wohlfundierter Relationen

» Eine wohlfundierte Relation ist irreflexiv: Vx € S.x 4 x

Korrekte Software 11 [51]
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Eigenschaften wohlfundierter Relationen

» Eine wohlfundierte Relation ist irreflexiv: Vx € S.x 4 x

> Ansonsten gibees --- < x < x < x

» Lemma: < ist wohlfundiert gdw. jede nicht-leere Untermenge Q@ C S ein minimales
Element min @ hat:
mnQ € QAVb.b<minQ = b ¢ Q

Korrekte Software 11 [51] DE U



Wohlfundierte Induktion

Noethersche Induktion (Wohlfundierte Induktion)
Sei < C R x R wohlfundiert und P eine Aussage liber Elemente von R. Dann gilt

VveR. (Vue R u<v= P(u)) = P(v)
Vx € R. P(x)

Beispiele:
» Mit S =N, a < a+ 1: natirliche Induktion.

» Warum?

Korrekte Software 12 [51]
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Wohlfundierte Induktion

Noethersche Induktion (Wohlfundierte Induktion)
Sei < C R x R wohlfundiert und P eine Aussage liber Elemente von R. Dann gilt

VWweR.(VueR.u<v= P(u)) = P(v)
Vx € R. P(x)

Beispiele:
» Mit S =N, a < a+ 1: natirliche Induktion.

» Warum? Fallunterscheidung iiber v: entweder v = 0, dann gibt es kein u so dass u < 0
und die Voraussetzung ist P(0); oder v = w + 1, dann w < w + 1, und die Voraussetzung
ist P(w) = P(w+1)
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Strukturelle Ordnung

Strukturelle Ordnung
Die strukturelle Ordnung auf arithmetischen Ausdriicken ist definiert als:

Va,a’ € Aexp.,a’ < a <= 4’ ist Teilausdruck von a

Dabei ist “Teilausdruck” formalisiert als ® € {+,*,—, /}:

. a = a1 V a Teilausdruck-von a; Vv
Teilausdruck- .
2 ICLETE ) (G e o= ( a = ap V a Teilausdruck-von a;

> Beispiel fiir strukturelle Induktion: Rechtseindeutigkeit von [—].4 (— Vorlesung 3)

Korrekte Software 13 [51]
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Arbeitsblatt 4.2: Strukturelle Induktion

> Beweist, dass die Relation “Teilausdruck-von"” wohlfundiert ist.

Korrekte Software 14 [51]
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

> Fiir alle a € Aexp, fir alle n € Z, fiir alle Zustinde o:

(a,0) = aexp N <= (0, n) € [a] 4

> Beweis Prinzip?

Korrekte Software 15 [51]
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

> Fiir alle a € Aexp, fir alle n € Z, fiir alle Zustande o:

(a,0) = aexp N <= (0, n) € [a] 4

> Beweis per struktureller Induktion iiber a. (Warum?)

Korrekte Software 15 [51]
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Beweis: Va € Aexp.Vn € Z.Yo.(a,0) —pexp N <= (0, n) € [a] 4
Induktionsanfinge
> a=melZ:

(m, o) = aexp [mM] ]
[mla = {(c',[m]) | o' € £} = (o, [m]) € [M]a

» a= X €< Loc:
® X € Dom(o):

(X,0) = pexp 0(X) ] —
[X]a =A{(c',0' (X))o’ € X,X € Dom(c')} = (o,0(X)) € [X]a
A X & Dom(o):

(X,O‘) _>Aexp 1

[X]a = {(c’,0' (X))o’ € X, X € Dom(c")} = o ¢ Dom([X].4) ] =

Korrekte Software 16 [51] <Y



Beweis: Va € Aexp.Vn € Z.Yo.(a,0) —pexp N <= (0, n) € [a] 4
Induktionsschritte

» a = a; + a» — Induktionsannahme: fiir alle m, n

<31a¢7> —Aexp M < (Ua m) € IIal]]A
<327 U) —Aexp N <= (Ua n) € |Ia2]IA

Dann;
(Def. {.,-) = Aexp- 1A fii
(al + az,O'> —Aexp M+ N <:A>pgal, 0'> —Aexp M —2. (0’, m) € |[al]|A
& &
1A fii
<32,0'> _>Aexp n e (0’, n) (S IIaz]]A

ﬂ(Def [14)

(o,m+n) € [a1 + a2] 4

Korrekte Software 17 [51] o<



Beweis: Va € Aexp.Vn € Z.Yo.(a,0) —pexp N <= (0, n) € [a] 4
Induktionsschritte

» a = a;/ay — Induktionsannahme:

<31,0'> —Aexp M < (Ua m) € IIal]]-A
(a2,0) —Aexp N < (o,n) € [[a2]IA

@ Fal: n#£0

(Def. <.,.>—)Aexp

1A fii
<21/32,0'> — Aexp m/n < (.)al,a) —Aexp M oA

(o,m) € [a1]a

& &

1A fiir ap (O', n) c Ilaz]I_A

(Def.[.]A)

(a2,0) = aexp N

(o0,m/n) € [a1/a2] 4

Korrekte Software 18 [51] <Y



Beweis: Va € Aexp.Vn € Z.Yo.(a,0) —pexp N <= (0, n) € [a] 4

Induktionsschritte
» a = a;/ay — Induktionsannahme:

<31,0'> —Aexp M < (Ua m) € IIal]]-A
(@2,0) = pexp N <= (0, n) € [a2] 4

® Fall:n=0
Dann gibt es kein v so dass (a1/a2,0) —>aexp v, aber auch o & dom[a;/az] 4.

g.e.d.

Korrekte Software 19 [51] <Y



Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (b, o) —pgexp false | true Denotational [b]5
1 (1,0) —Bexp true {(o, true)|o € '}
0 (0,0) —>Bexp false {(o, false)|oc € X}

Korrekte Software 20 [51] U



Operationale vs. denotationale Semantik

Operat. (b,0) —Bexp t Denotational [b]s
<aO, 0) —Aexp N
ay, o) — m n=m
a0 == a (a1, _>_ Aexp {(o, true) | o € X,
<ao == 31,0'> _>Bexp true (0_’ nO) e I[aO]I_A,
(40,0) ey 1 (0,m) € [a]a,
(a1,0) = Aexp M n#m o=y}
(a0 == a1,0) —Bexp false U
{(o, false) |0 € L,
(07 nO) € IIQO]IA,
(0’, nl) € I]:al:IIAa
no # n }
al < a2

analog
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (a,0) —gexp b Denotational [b]5

(b1,0) —Bexp false

by && b, (b1 && by, 0) — false {(o, false)|(o, false) € [b1]5}
(b1,0'> — Bexp true
<b2,0'> —Bexp t
{(o,t)|(0, true) € [b1]s, (o, t) €
<b1 && b2,0') —t I[bZ]IB}
by || b2 analog
In

Korrekte Software 22 [51] DE U



Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Zu zeigen Gleichung (2) von Folie 4:
> Fiir alle b € Bexp, fir alle t € B, for alle Zustande o

<b7 U) —Bexp t <= (0', t) S |[b]IB

> Beweis Prinzip?

Korrekte Software 23 [51]
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Zu zeigen Gleichung (2) von Folie 4:

> Fiir alle b € Bexp, fir alle t € B, for alle Zustande o

(b,0) = Bexp t < (0, t) € [b]B

> Beweis per struktureller Induktion iiber b (unter Verwendung der Aquivalenz fiir AExp).
(Warum?)

Korrekte Software 23 [51]
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Beweis <b, 0'> —Bexp T <= (Ua t) € |Ib]IB

Induktionsanfinge

» b=0:
(0,0) —Bexp false
[0]4 = {(¢’, false)|o’ € L} = (o, false) € [0]5

> b

1l
=

(1,0) —Bexp true
[1]4 = {(d’, true)|o’ € £} = (o, true) € [1]5

Korrekte Software 24 [51]
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Beweis <b, 0'> —Bexp T <= (Ua t) € |Ib]IB

Induktionsschritte
» b = b1 &&b, — Induktionsannahme:

<b1’0> —Bexp V < (U, V) € |[b1]IB
<b270> —Bexp W < (Ja W) € |[b2]IB

@ Fall v = false

Def. (.,. exp tr by
(b1&e&ebr, ) — ey Toloe =271, 0) — perp false LB (o, false) € [bi]s

Def. []Bﬂ

(o, false) € [b1&&b,]s

Korrekte Software 25 [51] <Y



Beweis (b,0) —pexp t <= (0, t) € [b]5
Induktionsschritte
» b = b;&&b>, — Induktionsannahme:
<b1,0'> —Bexp V <~ (0’, V) S I[b1]|3
(b2,0) —=Bexp W <= (0, w) € [ba]5

O Fall v = true

Def. (.,. exp - ur
(b1&& by, o) —>Bex(,, ewg Zlgl,a) —Bexp trueLp% (o, true) € [k1]5

& &

(ba, 0) — ey W <22, (5, W) € [ba]

Def. [Is
(o, w) € [b1&&bs]
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Arbeitsblatt 4.3: Beweis Induktionsanfang

<al == 32,0'> —Bexp V <~ (07 V) € I[al == 22]][;
Beweist obige Aussage unter Verwendung des fiir arithmetische Ausdriicke geltenden Lemmas
Va € Aexp.Vn € Z.Yo.(a,0) = pexp N <= (0, n) € [a]a

® Was sind die Annahmen?

® Welche Falle unterscheiden wir?
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Beweis (a1 == 2,0) —Bexp V <= (0, V) € [a1 == a]8

» Annahmen: fiir n,m € B:

<31,0> —Aexp M < (Ga m) € IIal]]B
(a2,0) = pexp N <= (0, n) € [22]5

> 1. Fall: v = true (m = n)
(Def. ( —)Bexp<) Annahme fiir a
<al == ap,0 ) _)Bexp true<:> ai,o _)Bexp m<—— (U m) € I[al]I.A
& &

Annahme fiir a
— (

<32,0'> —?Bexp M a, m) € I[a2]IA

Def. [.] Bﬂ

(o, true)[ay == a]B
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Beweis (a1 == 32,0'> —Bexp V (U, V) (S |[al == az]]B

» Annahmen: fiir m,n € B:
<31,0> —Aexp M < (Ga m) € IIal]]B
<32,0'> —Aexp N <= (0‘, n) € |[a2]|3

> 2. Fall: v = false (m # n)

Def. (.,.) = Bexp- Annah fil
<al == ap, 0‘) _)Bex;(a faléei:Be;eab U> _>Aexp mnwataﬁ m) € [[al]IA

& &
<82, O’> —)Aexp ;ro;nnahme fir a?(O', I'I) c |Ia2]]A
Def. [.]]B:H:
(0, false)[a1 == a2]i
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational {c,0) —simt 0’

{}
<{}7 U) —Stmt O
P <C17 0> —>Stmt U, <C2a UI) —>Stmt 0'”
1, €2
(Cli €2,0) —Stmt o”
(a,0) = pexp N
X =a

(x = a,0) = stmt o[x — n]

Korrekte Software 30 [51]

Denotational [c]c

[{}lc=1d

[cilc o [e2le

{(o;0lx = n))|(o, n) € [a]a}
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (c,0) —stmt 0’

(b, 0) —Bexp true
(co,0) = Stmt o'

if (b) ¢
(b) @ (Ca0> —Stmt O
(b, 0) —Bexp false
<C170> —Stmt O
else ¢

<C70> —Stmt O

Korrekte Software 31 [51]

Denotational [c]c

{(o,0")|(0, true) € [b]s, (c,0") €

[colc}

{(0,0")|(0, false) € [b]g, (c,0") €
[cile}
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational {(c,0) —stmt 0’ Denotational [c]c

(b, 0) —Bexp false

while (b) ¢ fix(I")
_\V;—’ (W,0) =stme 0
(b,0) —Bexp true  (¢,0) —stmt 0 (W, 0") = stme 0"
<W7 U) —Stmt 0"
mit

[p) = {(0,0") | (0, true) € [b]5, (0, 0") € [c]c o o}
U{(0,0) | (o, false) € [b]s}
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Zu zeigen Gleichung (1) von Folie 4:

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustinde o, 0”:

(¢c,0) = stmt 0 <> (0,0") € [c]c

» —> Beweis Prinzip?

» <« Beweis Prinzip?

Korrekte Software 33 [51]
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Operationale Semantik: C0 Programme

» Stmtc ::= Idt = Exp | if (b) c; else ¢, | while (b) c|c1;¢ | {}

Regeln:
<a7 0‘> —Aexp N € Z (Cl, U) —Stmt o’ <C27 J,> —Stmt a’
({}o) =2stme 0 (x=a,0) =stmt o[x = n] (c1; €2,0) —>stmt o
(b,0) —Bexp true (c1,0) —>5tme 0 (b,0) —Bexp false (c2,0) —>5tme 0
(if (b) c1 else c,0) —>stme 0 (if (b) c1 else cp,0) —stme 0

(b, 0) —Bexp false
<Whi|e (b) ¢ 0') —Stmt O

(b, 0) —>Bexp true (c,0) —stme 0 (while (b) ¢, 0’y —stme 0"
(while (b) ¢,0) —stmt 0"
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Operationale Semantik: C0 Programme

> Stmtc ::= Idt = Exp | if (b) c; else ¢ | while (b) c|ci; | {}

Regeln: Programmstruktur
(c1,0) —stme o

(e, U/> —stme 0 \1

(c1; @2,0) —stme 0"

(b,0) = Bexp true (c1,0) = stme o \
(if (b) c1 else c2,0) —>stme o

(b, 0) —Bexp false (c2,0) = 5tme 0’ \1
(if (b) c1 else c2,0) —stm: o

(b’o'> —Bexp true <Ca U) —>Stmt o
{(while (b) ¢,d’) —stmt o
(while (b) ¢, 0) —stmt 0"

(b, 0) —Bexp false \‘
Korrekte Software <Wh“e (b) < U> —Stmt O 35 [51]




Operationale Semantik: C0 Programme

> Stmtc ::= Idt = Exp | if (b) c; else ¢ | while (b) c|ci; | {}

Regeln: Programmstruktur
(c1,0) —stme o

(e, U/> —stme 0 \1

(c1; @2,0) —stme 0"

(b,0) = Bexp true (c1,0) = stme o \
(if (b) c1 else c2,0) —>stme o

(b, 0) —Bexp false (c2,0) = 5tme 0’ \
(if (b) c1 else c2,0) —stm: o

(b’o'> —Bexp true <Ca U) —*Stmt o

{(while (b) ¢,d’) —stmt o
(while (b) ¢, 0) —stmt 0"

(b, 0) —Bexp false

Korrekte Software <Wh“e (b) < U> —Stmt O 35 [51]

Strukturelle Induktion
liber ¢ nicht moglich.
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Ableitungstiefe fiir Programme

» Die Ableitungstiefe einer
Programmauswertung mittels Regeln der
operationaler Semantik ist die Anzahl der
Regelanwendungen mit Conclusion der
Form {(.,.) = stmt --

Korrekte Software 36 [51]
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Operationale Semantik: C0 Programme

> Stmtc ::= Idt = Exp | if (b) c; else ¢ | while (b) c|ci; | {}

Regeln: Programmstruktur
(c1,0) —stme o

(e, U/> —stme 0 \1

(c1; @2,0) —stme 0"

(b,0) = Bexp true (c1,0) = stme o \
(if (b) c1 else c2,0) —>stme o

(b, 0) —Bexp false (c2,0) = 5tme 0’ \1
(if (b) c1 else c2,0) —stm: o

(b’o'> —Bexp true <Ca U) —>Stmt o
{(while (b) ¢,d’) —stmt o
(while (b) ¢, 0) —stmt 0"

(b, 0) —Bexp false \‘
Korrekte Software <Wh“e (b) < U> —Stmt O 37 [51]




Operationale Semantik: C0 Programme

> Stmtc ::= Idt = Exp | if (b) c; else ¢ | while (b) c|ci; | {}

Regeln: Programmstruktur Ableitungstiefe
(c1,0) —stme o

(e, U/> —stme 0 \1 \1

(c1; @2,0) —stme 0"

(b, 0) —>Bexp true (c1,0) —>stme 0’ N \(
(if (b) c1 else c2,0) —>stme o

(b, 0) —Bexp false (€2,0) = stme 0’ N N\
(if (b) c1 else c2,0) —stm: o

(b’o'> —Bexp true <Ca U) —*Stmt o
{(while (b) ¢,d’) —stmt o

(while (b) ¢, 0) —stmt 0"

(b, 0) —Bexp false \( \(

Korrekte Software <Whlle (b) < U> —Stmt O 37 [51] U



Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustinde o, 0”:

(¢c,0) = stmt 0 <> (0,0") € [c]c

» — Beweis Prinzip?

» <« Beweis Prinzip?

Korrekte Software 38 [51]
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustinde o, 0”:

(¢c,0) = stmt 0 <= (0,0") € []c

» — Beweis per Induktion iber die (Tiefe der) Ableitung in der operationalen Semantik
(Warum?)

» <« Beweis Prinzip?
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Beweis: Vc € Stmt.Vo,0’. (¢c,0) = stm: 0/ => (0,0”) € [c]c
Induktionsanfang — Ableitungstiefe 1
> Fall c=x = a:
[x = alc = {(o, olx = m])|(o, m) € [a].1}
Sei (a,0) —>pexp M € Z:
(x = a,0) = stmt o[x — m]
ﬂ(Def. ()= stme-)
(3,0) —pexp me Z L0202 (5 m) € [a]a
Def. “Cﬂ

(o,0[x — m]) € [x = a]c
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Beweis: Vc € Stmt.Vo,0’. (¢c,0) = stm: 0/ => (0,0”) € [c]c
Induktionsanfang — Ableitungstiefe 1
> Fall c=x = a:
[x = alc = {(o, olx = m])|(o, m) € [a].1}
Sei (a,0) —>pexp M € Z:
(x = a,0) = stmt o[x — m]
ﬂ(Def. ()= stme-)
(3,0) —pexp me Z L0202 (5 m) € [a]a
Def. “Cﬂ

(o,0[x — m]) € [x = a]c

> Fallc={}: ...
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Beweis: Vc € Stmt.Vo,0’. (¢c,0) = stm: 0/ => (0,0”) € [c]c
Induktionsschritt:
» Fall ¢ =if(b) c; else c:

[if(b) c1 else )¢ ={(o,")|(o, ") € [cile, (o, true) € [b]s}
U{(a,d")|(a,d’) € [c2]e, (o, false) € [b]s}

» Fall (0, b) —>Bexp true mit (c1,0) —>stme 0’

Def. (.,.)—>stme- "
(if(b) cLelse ca, 0) —> s " 222 b, ) <5 perp true LML (5 true) € [b]s

& &

, IH fiir ¢;
<C1>0'> —>Stmt O

(0,0") € [ci]e
Def. [.]1c
(0,0") € [if(b) c1 else i;]c
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Beweis: Vc € Stmt.Vo,0’. (¢c,0) = stm: 0/ => (0,0”) € [c]c
Induktionsschritt:
» Fall ¢ =if(b) c; else c:

[if(b) c1 else )¢ ={(o,")|(o, ") € [cile, (o, true) € [b]s}
U{(a,d")|(a,d’) € [c2]e, (o, false) € [b]s}

» Fall (0, b) —Bexp false mit (C2,0) —>stme 0
(if(b) c1 else ¢y, 0) %sg?nif'é”@')(b, 0) = Bexp false L2280 b. (5 false) € [b]s
& &
IH fiir ¢, (0,0) € [oo]c

Def. []c

<C2, 0'> —Stmt 0’

(0,0") € [if(b) c1 else i;]c
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Beweis: Vc € Stmt.Vo,0’. (¢c,0) = stm: 0/ => (0,0”) € [c]c

Induktionsschritt:
> Fall c = while(b) c: [while(b) c]¢ = fix(I")

» Fall (b,0) —Bexp true mit (c,0) —stme o', (while(b) ¢,0’) —stme 0"

(while(b) ¢,0) = stmt S Lo sme) (b,0) —Bexp true «<=emmafirb (o, true) € [b]s
& &

IH fiir (c,0)— stme0” (0,0) € [cle

& &

IH fiir (while(b) c,0” ) —sume g’ .
(while(b) ¢, ") —>5tl,1,r,t<‘g”]eg> %3’5, aﬁ) € [while(b) c]c

Def. []cﬂ

(0,0") € [while(b) c]c

(c,0) —>stmt 0
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Beweis: Vc € Stmt.Vo,0’. (¢c,0) = stm: 0/ => (0,0”) € [c]c
Induktionsschritt:
> Fall c = while(b) c: [while(b) c]¢ = fix(I")
» Fall (b,0) —Bexp false, (while(b) ¢, o) —stmt o

(while(b) ¢, o) —>5§2:f'0<'g" t(}a, 0) = Bexp false 2I2L (5 false) € [b]s

Def. []c\H/

(0,0) € [while(b) c]c

Korrekte Software 41 [51] DE U



Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustinde o, 0”:

(¢c,0) = stmt 0 <= (0,0") € []c

» — Beweis per Induktion iber die (Tiefe der) Ableitung in der operationalen Semantik
(Warum?)

» <« Beweis Prinzip?

Korrekte Software 42 [51] o< v



Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustinde o, 0”:

(¢c,0) = stmt 0 <= (0,0") € []c

» — Beweis per Induktion iiber die (Tiefe der) Ableitung in der operationalen Semantik
(Warum?)

» < Beweis per struktureller Induktion iiber ¢ (Verwendung der Aquivalenz fiir

arithmetische und boolsche Ausdriicke). Fiir die While-Schleife Riickgriff auf Definition des
Fixpunkts und Induktion iiber die Teilmengen () des Fixpunkts. (Warum?)
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Beweis: Vc € Stmt.Vo,0'. (0,0") € [c]c = (¢,0) = stmt 0’
Induktionsanfang:
> Falc=x=a:
[x = alc = {(0; olx = t])[(0; t) € [a].4}
(o,0[x—t]) € [x =a]c A(o,t) € [a] 4
—_——

Lemma Aexp
— <a, 0’) —Aexp L

Def. (.,. .
o DS — 2 0) et Olx > 1]

> Fallc={}
[{ e = {(0,0)lo € X}
(0,0) € [{ He

Def. {.,.)—stmt-
) <=>>Stt<{}aa> —Stmt O
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Beweis: V¢ € Stmt.Vo,0’.(0,0') € [c]c = (¢,0) = stme 0’

Induktionsschritt:
> Fall if (b) ¢ else c:

[if (b) crelse x]c = {(o,")|(0o, true) € [bls, (c,0”) € [cilc}
U{(o,0")|(o, false) € [b]5, (o,0") € [c]c}

Induktionsannahme gilt fiir c; und ¢

> Fall: (o, true) € [b]g mit (o,0”) € [a]c

(o, true) € [b]s A (0,0") € [ci]c

Lemg}BeXP (b,0) —Bexp true A (o,0") € [cile
MBS (5,0) e true A (c1,0) —sime 0

Def. (.,. mt - .
oIS e (b) ¢ else ¢, ) —seme 0
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Beweis: V¢ € Stmt.Vo,0’.(0,0') € [c]c = (¢,0) = stme 0’

Induktionsschritt:
> Fall if (b) ¢ else c:

[if (b) crelse x]c = {(o,")|(0o, true) € [bls, (c,0”) € [cilc}
U{(o,0")|(o, false) € [b]5, (o,0") € [c]c}

Induktionsannahme gilt fiir c; und ¢
> Fall: (o, false) € [b]g mit (0,0”) € [c]c

(0, false) € [b]s A (0,0") € [e2]c

Lem%Bexp <b, 0'> —>Bexp false A (07 0,) € |[C2]]c
IA%CZ (b, o) —Bexp false A (c2,0) = st o'

Def. (.,. mt - .
oIS (b) ¢ else ¢, ) —>seme 0
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Beweis: V¢ € Stmt.Vo,0’.(0,0') € [c]c = (¢,0) = stme 0’

Induktionsschritt:
> Fall while (b) ¢

[while (b) c]c = fix(T)
mit ['(s) ={(o, ") | (0, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}

Induktionsannahme gilt fiir ¢

(0,0") € [while (b) c]c =>(0,0") € fix(I) nach Def. [.]c
=>(0,0') € |J (D) nach Def. fix(I')
ieN

=>(0,0") € T'() fiir ein i € N
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Beweis: V¢ € Stmt.Vo,0’.(0,0') € [c]c = (¢,0) = stme 0’
Induktionsschritt:
> Fall while (b) ¢
[while (b) c]c = fix(I)
mit ['(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}

Induktionsannahme gilt fiir ¢

(0,0") € [while (b) c]c =>(0,0") € fix(I) nach Def. [.]c
=>(0,0") € | J T(0) nach Def. fix(I")
ieN

—>(0,0") € T'(D) fiirein i € N

Unterbeweis: Vi € N.(o,0") € T'(§) = (while (b) c,0) —stmt o' (UB)
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Beweis: V¢ € Stmt.Vo,0’.(0,0') € [c]c = (¢,0) = stme 0’
Induktionsschritt:
> Fall while (b) ¢
[while (b) c]c = fix(I)
mit ['(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}

Induktionsannahme gilt fiir ¢

(0,0") € [while (b) c]c =>(0,0") € fix(I) nach Def. [.]c
=>(0,0") € | J T(0) nach Def. fix(I")
ieN
—>(0,0") € T'(D) fiirein i € N
= (while (b) ¢,0) —stmt 0’ nach (UB)
Unterbeweis: Vi € N.(o,0’) € T'(§) = (while (b) c,0) —stmt o' (UB)

Korrekte Software 45 [51] o<



Unterbeweis: Vi € N.(c,0’) € [(()) = (while (b) ¢c,0) —stmt 0
Es gilt die Induktionsannahme fiir c:
Vo, p'.(p, p) € [cle = (c,p) =stme P ()

Beweis per Induktion iiber i:
» Induktionsanfang i = 0:

(0,0") € T°(0) =>(0,0") € ) = false

Implikation trivialerweise erfiillt da false = P immer wahr
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Unterbeweis: Vi € N.(c,0’) € [(()) = (while (b) ¢c,0) —stmt 0
Es gilt die Induktionsannahme fiir c:
Vo, p'.(p, p') € [cle = (¢, p) —stm: ¢/

Beweis per Induktion iiber i:
» Induktionsschritt i — i + 1:

» Induktionsannahme (UB) gilt fiir i

(0,0") € TTY0) = (0, 0") € T(T(0))

(*)

% (0,0') € {(0,0")] (o, true) € [b]5, (0,0") € [ele, (o',0”) € T'(0)}

U {(o,0) | (0, false) € [b]s}

> Fallunterscheidung iiber Zugehérigkeit zur Teilmenge

Korrekte Software 46 [51]
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Unterbeweis: Vi € N.(c,0’) € [(()) = (while (b) ¢c,0) —stmt 0

Es gilt die Induktionsannahme fiir c:

Ve, 0" (b, ¢) € [cle = (c,p) 2stme P ()
Beweis per Induktion iiber i:
» Induktionsschritt i — i + 1:
» Induktionsannahme (UB) gilt fiir i
» Fall (o, true) € [b]s mit (o,0’) € [c]c, (¢/,0") € T(})

(0,0") € T(F(0)) = (0’ true) € |[b]|3 /\(0 U") € |[c]]c A (U” a') A r’(@)
Lemma Bexp 1A (*) 1A (UB) fiir i

=>(b,0) = Bexp true A (c,a) —stme o' A (while (b) ¢,0") = stme o
=>(while (b) ¢, 0) —stmt 0"
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Unterbeweis: Vi € N.(c,0’) € [(()) = (while (b) ¢c,0) —stmt 0
Es gilt die Induktionsannahme fiir c:
Vo, p'.(p, p) € [cle = (c,p) =stme P ()

Beweis per Induktion iiber i:
» Induktionsschritt i — i + 1:

» Induktionsannahme (UB) gilt fiir i
» Fall (o, false) € [b]s

(0,0") € T(I(0)) =>(o, false) € [b]ls Ao’ = o
=>(b,0) —Bexp false N0’ =0 Lemma fiir Bexp
$<While (b) C, 0'> —>Stmt O', L]
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Beweis: V¢ € Stmt.Vo,0’.(0,0') € [c]c = (¢,0) = stme 0’
Induktionsschritt:
> Fall while (b) ¢

[while (b) c]c = fix(I")
mit ['(s) ={(o,0") | (0, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}

Induktionsannahme gilt fiir ¢

(0,0") € [while (b) c]c =>(0,0") € fix(I) nach Def. [.]c
=>(0,0") € [ J T(0) nach Def. fix(I")
ieN
=>(0,0") € T'() firein i €N
= (while (b) ¢,0) —stmt 0’ nach (UB)
Unterbeweis: Vi € N.(o,0’) € T'(0) = (while (b) c,0) —stmt o' (UB)
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Zusammenfassung: Aquivalenz der Semantiken

» Wir haben gezeigt: fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, ¢’

(¢c,0) = stmt 0 <= (0,0") € []c

» Das ist dquivalent zu (fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, 0”):

[cle = {(o,0") | {c,0) —stme o'}

> Insbesondere ist die Undefiniertheit gleich:
wenn es keine Ableitung fiir ¢, o gibt, dann ist auch o ¢ [c]c.
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Drei Semantiken — Eine Sicht

Korrekte Software

while (c <=n) {

p=p”c;
c=c+1;

Programm
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Drei Semantiken — Eine Sicht
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while (c <=n) {
p=p*c;
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while (c <=n) {
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Drei Semantiken — Eine Sicht

Operational

while (c <=n) {
p=p*c;
c=c+1;

Denotational

Programm

Axiomatisch
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Floyd-Hoare-Logik: Idee

» Was wird hier berechnet?

Korrekte Software

4[37]

p= 1;

c= 1;

while (c <= n) {
p=1p *c;
c=c¢c+ 1;

}
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Floyd-Hoare-Logik: Idee

» Was wird hier berechnet? p = n!
» Warum? Wie kdnnen wir das beweisen?

Korrekte Software
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p= 1;

c= 1;

while (c <= n) {
p=0pP * C;
c=c¢c+ 1;

}
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Floyd-Hoare-Logik: Idee

» Was wird hier berechnet? p = n!
» Warum? Wie kdnnen wir das beweisen?

» Wir berechnen symbolisch, welche Werte
Variablen iiber den Programmverlauf
annehmen.

Korrekte Software

4 [37]

(c <=n) {
P * c;
c + 1;
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Floyd-Hoare-Logik: Idee

» Was wird hier berechnet? p = n! p= 1;
c= 1;
» Warum? Wie kénnen wir das beweisen? while (c <= n) {
» Wir berechnen symbolisch, welche Werte P=p * C;
Variablen iiber den Programmverlauf c=c+ 1
annehmen. }

> Operationale/denotionale Semantik nicht fiir Korrektheitsbeweise geeignet: Ausdriicke
werden zu groB, skaliert nicht — Abstraktion nétig.

Korrekte Software 4 [37]
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Floyd-Hoare-Logik: Idee

» Was wird hier berechnet? p = n! p= };
c= 1;
» Warum? Wie kénnen wir das beweisen? while (c <= n) {
» Wir berechnen symbolisch, welche Werte P=p * C;
Variablen iiber den Programmverlauf c=c+ 1
annehmen. }

> Operationale/denotionale Semantik nicht fiir Korrektheitsbeweise geeignet: Ausdriicke
werden zu groB, skaliert nicht — Abstraktion nétig.

» Grundprinzip:

@ Zustandsabhangige Zusicherungen fiir bestimmte Punkte im Programmablauf.

@® Berechnung der Giiltigkeit dieser Zusicherungen durch zustandsfreie Regeln.

Korrekte Software 4 [37] DE U



Bob Floyd und Tony Hoare

Bildquelle: Stanford University Bildquelle: Wikipedia
Robert Floyd Sir Anthony Charles Richard Hoare
1936 — 2001 * 1934

Korrekte Software 5 [37]
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Grundbausteine der Floyd-Hoare-Logik

/] (A)
p= 1;
c= 1;

// (B)
while (c <= n) {
// ()
pP=p * C;
c=c + 1;
// (D)

}
/1 (E)

Korrekte Software

» Zusicherungen {iber den Zustand
> Beispiele:
» (B): Hiergilt p=c=1
» (D): Hier ist c ist um eines groBer als der Wert
von ¢ an Punkt (C)

> Gesamtaussage: Wenn bei (A) der Wert von
n > 0 ist, dann ist bei (E) p = n!

6 [37] o<V}



Grundbausteine der Floyd-Hoare-Logik

/] (A)
p= 1;
c= 1;

// (B)
while (c <= n) {
// ()
pP=p * C;
c=c + 1;
// (D)

}
/1 (E)

Korrekte Software

» Zusicherungen {iber den Zustand
> Beispiele:
» (B): Hiergilt p=c=1
» (D): Hier ist c ist um eines groBer als der Wert
von ¢ an Punkt (C)

> Gesamtaussage: Wenn bei (A) der Wert von
n > 0 ist, dann ist bei (E) p = n!
> Beobachtung:

» n ist eine ,Eingabevariable”, der Wert am Anfang
des Programmes (A) ist relevant;

6 [37] o< U}



Grundbausteine der Floyd-Hoare-Logik

» Zusicherungen {iber den Zustand

> Beispiele:
/i (?) » (B): Hiergilt p=c=1
E; 1 » (D): Hier ist c ist um eines groBer als der Wert
// (B) von ¢ an Punkt (C)
while (c <= n) { > Gesamtaussage: Wenn bei (A) der Wert von
/] (C) n > 0 ist, dann ist bei (E) p = n!
Ez z _T_ i » Beobachtung:
// (D) ' > nist eine ,,Eingabevaltiable“, der Wert am Anfang
des Programmes (A) ist relevant;
// (E) > pist eine ,,Ausgabeva.riable“, der Wert am Ende
des Programmes (E) ist relevant;

Korrekte Software 6 [37] i U



Grundbausteine der Floyd-Hoare-Logik

» Zusicherungen {iber den Zustand

> Beispiele:

/i (?) » (B): Hiergilt p=c=1
E; 1 » (D): Hier ist c ist um eines groBer als der Wert
// (B) von ¢ an Punkt (C)
while (c <= n) { > Gesamtaussage: Wenn bei (A) der Wert von

/] (C) n > 0 ist, dann ist bei (E) p = n!

Ez z _T_ i » Beobachtung:

// (D) ' > nist eine ,,Eingabevar.iable“, der Wert am Anfang
} des Programmes (A) ist relevant;
// (E) » p ist eine ,Ausgabevariable”, der Wert am Ende

des Programmes (E) ist relevant;
> c ist eine ,Arbeitsvariable”, der Wert am Anfang
und Ende ist irrelevant
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Arbeitsblatt 5.1:

/] (A)

x= 1;

c= 1;

// (B)

while (c <=1vy) {
/] (C)

X= 2%X;
c= c+1;
// (D)

}
/1 (E)

Korrekte Software

Was berechnet dieses Programm?

Betrachtet nebenstehendes Programm.
Analog zu dem Beispiel auf der vorherigen Folie:

@ Was berechnet das Programm?

® Welches sind ,,Eingabevariablen”, welches , Ausgabevariablen”,
welches sind ,, Arbeitsvariablen*?

© Welche Zusicherungen und Zusammenhénge gelten zwischen
den Variablen an den Punkten (A) bis (E)?

7 [37] <Y



Auf dem Weg zur Floyd-Hoare-Logik

» Kern der Floyd-Hore-Logik sind zustandsabhdngige Aussagen
> Aber: wie kdnnen wir Aussagen jenseits des Zustandes treffen?

» Einfaches Beispiel:

x = x+ 1; » Der Wert von x wird um 1 erhéht

» Der Wert von x ist hinterher gréBer als vorher

Korrekte Software 8 [37] o< v



Auf dem Weg zur Floyd-Hoare-Logik

» Kern der Floyd-Hore-Logik sind zustandsabhdngige Aussagen
> Aber: wie kdnnen wir Aussagen jenseits des Zustandes treffen?

» Einfaches Beispiel:

x = x+ 1; » Der Wert von x wird um 1 erhéht

» Der Wert von x ist hinterher gréBer als vorher

> Wir benétigen zustandsfreie Aussagen, um von Zustianden unabhingig vergleichen zu
konnen.

» Die Logik abstrahiert den Effekt von Programmen.

Korrekte Software 8 [37] o< v



Grundbausteine der Floyd-Hoare-Logik

» Logische Variablen (zustandsfrei) und Programmvariablen (zustandsabhangig)

» Zusicherungen mit logischen und Programmvariablen
» Floyd-Hoare-Tripel {P} c{Q}
> Vorbedingung P (Zusicherung)

» Programm c

> Nachbedingung Q (Zusicherung)

» Floyd-Hoare-Logik abstrahiert von Programmen zu logischen Formeln.

Korrekte Software 9 [37]
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Zusicherungen (Assertions)

» Erweiterung von Aexp and Bexp durch

> Logische Variablen Var vi=NMLUV XY, Z
» Definierte Funktionen und Prédikate iiber Aexp nl,xY,...
» Implikation und Quantoren by — by,Vv.b,3v. b
» Formal:
Aexpv a::= Z|Idt|Var|ai+a|ai—ax| a1 xa|ai/a
| f(e1,...,en)
Assn b = 1|0|31==32|al<32

|'b| by && b2 | by || b2
| b1 — > by | p(e1,...,eq) | \forall v.b | \exists v. b

Korrekte Software 10 [37] DE U



Zusicherungen (Assertions)

» Erweiterung von Aexp and Bexp durch

> Logische Variablen Var vi=NMLUV XY, Z
» Definierte Funktionen und Prédikate iiber Aexp nl,xY,...
» Implikation und Quantoren by — by,Vv.b,3v. b
» Formal:
Aexpv a::= Z|Idt|Var|ai+a|ai—ax| a1 xa|ai/a
| f(e1,...,en)
Assn b= true|false|aj =ay| a1 < a

| =b | byt Ab2| b1V by
| by — by | p(e1,...,e5) | Vv.b|3v. b

Korrekte Software 10 [37] DE U



Denotationale Semantik von Zusicherungen
> Erste Ndherung: Funktion

[a]4 : Aexpv — (X — Z)
[b]5 : Assn — (X — B)

> Konservative Erweiterung von [[a] 4 : Aexp — (X — Z)

» Aber: was ist mit den logischen Variablen?

Korrekte Software 11 [37]
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Denotationale Semantik von Zusicherungen
> Erste Ndherung: Funktion

[a]4 : Aexpv — (X — Z)
[b]5 : Assn — (X — B)

> Konservative Erweiterung von [[a] 4 : Aexp — (X — Z)

» Aber: was ist mit den logischen Variablen?

» Zusatzlicher Parameter Belegung der logischen Variablen / : Var — Z

[a]4 : Aexpv — (Var —» Z) — (X — Z)
[b]s : Assn — (Var — Z) — (X — B)

» Bemerkung: | : Var — Z ist immer eine totale Funktion im Gegensatz zu einem Zustand.
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Denotat von Aexp

[a].4 : Aexp — (X — Z)

[r]la ={(o,[n]) | o € =}
[x]a ={(0,0(x)) | 0 € X,x € Dom(o)}
[ao + a1].4 ={(o, no + m) | (o, ) € [ao]a A (o, m) € [a1] 4}
[20 — a1]a ={(o, no — m) | (o, n0) € [a0]a A (0, M) € [ar] 4}
[a0 * a1].a ={(o, no x 1) | (o, o) € [a0]a A (0, M) € [ar]a}
[20/a1].a ={(o, no + 1) | (o, mo) € [a0]a A (o, m) € [a1]a A 01 # 0}

Korrekte Software 12 [37] o<



Denotat von Aexpv

[a].4 : Aexpv — (Var —» Z) —»— (X — Z)
Sei / : Var — Z eine beliebige Belegung

[l ={(o, [n]) | o € T}
|[x]]54 ={(0,0(x)) | 0 € X, x € Dom(c)}
[a0 + a1l ={(, o + m) | (o, n0) € [a0]s A (o, m1) € [a1]la}
[0 — a1]ls ={(, 0 — m) | (o, no) € [a0]4 A (o, m) € [a1]s}
[a0 * a1]ls ={(o, no x m) | (o, mo) € [a0]a A (0, m) € [ar]ls}
|[a0/al]|f41 ={(o,n0 +~ n) | (o, m) € |[ao]|f4 A (o,n) € |[al]]f4 A ny # 0}
[X14 ={(0, (X)) |0 € L,X € V}

Korrekte Software 13 [37] o<



Erfiillung von Zusicherungen

» Wann gilt eine Zusicherung b € Assn in einem Zustand o7

» Auswertung (denotationale Semantik) ergibt true

» Belegung ist zusatzlicher Parameter

Erfilltheit von Zusicherungen

b € Assn ist in Zustand o mit Belegung / erfiillt (o =/ b), gdw

[b]5(0) = true

Korrekte Software 14 [37]
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Arbeitsblatt 5.2: Zusicherungen

Betrachte folgende Zusicherung:

a = 2-x=X—0x<X
P q
Gegeben folgende Belegungen I, ..., /3 und Zustinde sy, ..., ss3:

s1=(x—0),5=(x—1),53=(x+—5)
h= (XHO),IQI <XI—>2>,/3: (XI—)10>
Unter welchen Belegungen und Zustanden ist a wahr?

A h I
P g9 alp g q|p q a

S1
S2
S3

Wie kann man a so dndern, dass a fiir alle Belegungen und Zustédnde wahr ist?
Korrekte Software 15 [37] o<



Floyd-Hoare-Tripel

Partielle Korrektheit (= {P} c{Q})

{P} c{Q} ist partiell korrekt, wenn fiir all Belegungen / und alle Zustande o, die P
erfillen, gilt: wenn die Ausfiihrung von ¢ mit ¢ in einem Zustand 7 terminiert, dann erfillt 7

mit Belegung / Q.
E{P}c{Q} = VIVo.o ' PAIr.(0,7) €[c]e = T E' Q )

» Gleiche Belegung der logischen Variablen in P und Q erlaubt Vergleich zwischen
Zustdnden

Totale Korrektheit (= [P] c[Q])

[P] c[Q] ist total korrekt, wenn fiir all Belegungen / und alle Zustande o, die P erfiillen, die
Ausfiihrung von ¢ mit ¢ in einem Zustand 7 terminiert, und 7 mit der Belegung / erfiillt Q.

E[P]c[Q] < VI.Vo.0c ' P=>3r.(0,7) € [cJe AT E' Q
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Beispiele

> Folgendes gilt:

Korrekte Software

= {true} while(1){ } {true}

17 [37]
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Beispiele

> Folgendes gilt:

» Folgendes gilt nicht:

Korrekte Software

= {true} while(1){ } {true}

= [true] while(1){ } [true]

17 [37]
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Beispiele
> Folgendes gilt:

= {true} while(1){ } {true}

» Folgendes gilt nicht:
= [true] while(1){ } [true]

> Folgende gelten:

= {false} while (1) { } {true}
= [false] while (1) { } [true]

Wegen ex falso quodlibet: false —> ¢

Korrekte Software 17 [37]
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Arbeitsblatt 5.3: Giiltigkeit

Welche dieser Hoare-Tripel ist semantisch giiltig?

/] {x=XAx>3}
x= x—3;

if (x<0) x=0;
x= x+3;

/] {x=X}

Korrekte Software

// {b= B}
b= b—a;

Xx= a+b;

/] {x=a+B}

18 [37]

[/ {x=XNy=Y}
X= x+y;
y= X=Yy;
X= X=y;
[/ {x=Y Ay =X}
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Arbeitsblatt 5.3: Giiltigkeit

Welche dieser Hoare-Tripel ist semantisch giiltig?

/] {x=XAx>3}
x= x—3;

if (x<0) x=0;
x= x+3;

/] {x=X}

Korrekte Software

// {b= B}
b= b—a;

Xx= a+b;

/] {x=a+B}

18 [37]

[/ {x=XNy=Y}
X= x+y;
y= X=Yy;
X= X=y;
[/ {x=Y Ay =X}
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Arbeitsblatt 5.3: Giiltigkeit

Welche dieser Hoare-Tripel ist semantisch giiltig?

/] {x=XAx>3}
x= x—3;

if (x<0) x=0;
x= x+3;

/] {x=X}

Korrekte Software

// {b= B}
b= b—a;

Xx= a+b;

/] {x=a+B}

18 [37]

[/ {x=XNy=Y}
X= x+y;
y= X=Yy;
X= X=y;
[/ {x=Y Ay =X}
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Arbeitsblatt 5.3: Giiltigkeit

Welche dieser Hoare-Tripel ist semantisch giiltig?

/] {x=XAx>3}
x= x—3;

if (x<0) x=0;
x= x+3;

/] {x=X}

Korrekte Software

// {b= B}
b= b—a;

Xx= a+b;

/] {x=a+B}

18 [37]

[/ {x=XNy=Y}
X= x+y;
y= X=Yy;
X= X=y;
[/ {x=Y Ay =X}
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Giiltigkeit und Herleitbarkeit

» Semantische Giiltigkeit: = {P} c {Q}

» Definiert durch denotationale Semantik:
E{P}c{Q} <= VI.Vo.c E' PA3r.(0,7) €[cle =T E' @

» Problem: miissten Semantik von ¢ ausrechnen

Korrekte Software 19 [37]

o< v



Giiltigkeit und Herleitbarkeit

» Semantische Giiltigkeit: = {P} c {Q}
» Definiert durch denotationale Semantik:
E{P}c{Q} <= VINo.oc E PAIr.(0,7) €[cle =TE' @
» Problem: miissten Semantik von ¢ ausrechnen

» Syntaktische Herleitbarkeit: - {P} c {Q}

» Durch Regeln definiert
» Kann hergeleitet werden

P> Muss korrekt beziiglich semantischer Giiltigkeit gezeigt werden

» Generelles Vorgehen in der Logik

Korrekte Software 19 [37]



Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils

» Der Floyd-Hoare-Kalkiil erlaubt es, Zusicherungen der Form - {P} ¢ {Q} syntaktisch
herzuleiten.

» Der Kalkiil der Logik besteht aus sechs Regeln der Form

F{Pi}ci{@}...F {Pn} cn{Qn}
F{P}c{@}

> Fiir jedes Konstrukt der Programmiersprache gibt es eine Regel.

Korrekte Software 20 [37] DE U



Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Zuweisung

= {Ple/x]} x = e{P} J

» Eine Zuweisung x=e andert den Zustand so dass an der Stelle x jetzt der Wert von e steht.
Damit nachher das Pradikat P gilt, muss also vorher das Pradikat gelten, wenn wir x

durch e ersetzen.
> Es ist vollig normal (aber dennoch falsch) zu denken, die Substitution gehdre eigentlich in
die Nachbedingung.

> Beispiele:

/] {7}
x =25

// {x <10}

Korrekte Software 21 [37] DE U



Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Zuweisung

= {Ple/x]} x = e{P} J

» Eine Zuweisung x=e andert den Zustand so dass an der Stelle x jetzt der Wert von e steht.
Damit nachher das Pradikat P gilt, muss also vorher das Pradikat gelten, wenn wir x

durch e ersetzen.
> Es ist vollig normal (aber dennoch falsch) zu denken, die Substitution gehdre eigentlich in
die Nachbedingung.

> Beispiele:

//_{(>5< < 10)[5/x]}
/] {x <10}
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Zuweisung

= {Ple/x]} x = e{P} J

» Eine Zuweisung x=e andert den Zustand so dass an der Stelle x jetzt der Wert von e steht.
Damit nachher das Pradikat P gilt, muss also vorher das Pradikat gelten, wenn wir x

durch e ersetzen.
> Es ist vollig normal (aber dennoch falsch) zu denken, die Substitution gehdre eigentlich in
die Nachbedingung.

> Beispiele:

// {(x <10)[5/x] <=5 < 10}
x =5
// {x <10}
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Zuweisung

= {Ple/x]} x = e{P} J

» Eine Zuweisung x=e andert den Zustand so dass an der Stelle x jetzt der Wert von e steht.
Damit nachher das Pradikat P gilt, muss also vorher das Pradikat gelten, wenn wir x

durch e ersetzen.
> Es ist vollig normal (aber dennoch falsch) zu denken, die Substitution gehdre eigentlich in
die Nachbedingung.

> Beispiele:
// {(x <10)[5/x] <= 5 < 10} //{x+1< 10}
x =5 XO—
// {x <10} //{x < 10}
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Zuweisung

= {Ple/x]} x = e{P} J

» Eine Zuweisung x=e andert den Zustand so dass an der Stelle x jetzt der Wert von e steht.
Damit nachher das Pradikat P gilt, muss also vorher das Pradikat gelten, wenn wir x

durch e ersetzen.
> Es ist vollig normal (aber dennoch falsch) zu denken, die Substitution gehdre eigentlich in
die Nachbedingung.

> Beispiele:
// {(x <10)[5/x] <=5 < 10} //{x+1<10 <= x <9}
x =25 x =x+ 1
// {x <10} //{x < 10}
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Sequenzierung

F{A}a{B} F{B}a{C}
F{A} a; e {C}

» Hier wird eine Zwischenzusicherung B benétigt.

F{AH{}{A}

» Trivial.

Korrekte Software 22 [37]
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Ein allererstes Beispiel

z= X;
X=Y;
y= z;

Korrekte Software

» Was berechnet dieses Programm?

23 [37]
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Ein allererstes Beispiel

z= X;
X=y;
y=z;

Korrekte Software

» Was berechnet dieses Programm?
» Die Werte von x und y werden vertauscht.
» Wie spezifizieren wir das?

23 [37]
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Ein allererstes Beispiel

Z= X;
X=Y;
y=z;
Herleitung:

Korrekte Software

» Was berechnet dieses Programm?

» Die Werte von x und y werden vertauscht.

» Wie spezifizieren wir das?
> F{x=XAy=Y}p{y=XAx=Y}

23 [37]
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Ein allererstes Beispiel

Z= X;
X=Y;
y=z;
Herleitung:

Korrekte Software

» Was berechnet dieses Programm?

» Die Werte von x und y werden vertauscht.
» Wie spezifizieren wir das?

> E{x=XAy=Y}p{y=XAx=Y}

F{x=XAy=Y}
Z=XX=Yy,y =2
{y=XAx=Y}
23 [37] <Y



Ein allererstes Beispiel

Z= X;
X=Y;
y=z;
Herleitung:

Korrekte Software

» Was berechnet dieses Programm?

» Die Werte von x und y werden vertauscht.
» Wie spezifizieren wir das?

> E{x=XAy=Y}p{y=XAx=Y}

F{x=XAy=Y} F{?}
zZ=x;x =Yy, y =z
{7} {y=XAx=Y}

F{x=XAy=Y}
Z=X;X=Yy,y =2
{y=XAx=Y}
23 [37] il U



Ein allererstes Beispiel

Z= X;
X=Y;
y=z;
Herleitung:

Korrekte Software

» Was berechnet dieses Programm?

» Die Werte von x und y werden vertauscht.
» Wie spezifizieren wir das?

> E{x=XAy=Y}p{y=XAx=Y}

F{x=XAy=Y} F{z=XAx=Y}
zZ=x;x =Yy, y =z
{z=XAx=Y} {y=XAx=Y}

F{x=XAy=Y}
Z=X;X=Yy,y =2
{y=XAx=Y}
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Ein allererstes Beispiel

7— X » Was berechnet dieses Programm?
X=Y; » Die Werte von x und y werden vertauscht.
y= 2,

» Wie spezifizieren wir das?

> F{x=XAy=Y}p{y=XAx=Y}
Herleitung:

F{x=XAy=Y} F{?}

z=x; xX=y;
{7} {z=XAx=Y}
F{x=XAy=Y} F{z=XAx=Y}
zZ=x;x =Yy, y =z
{z=XAx=Y} {y=XAx=Y}

F{x=XAy=Y}
Z=X;X=Yy,y =2z
{y=XAx=Y}
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Ein allererstes Beispiel

7— X » Was berechnet dieses Programm?
X=Y; » Die Werte von x und y werden vertauscht.
y= 2,

» Wie spezifizieren wir das?

> F{x=XAy=Y}p{y=XAx=Y}
Herleitung:

F{x=XAy=Y} F{z=XAy=Y}

z=x; xX=y;
{z=XANy=Y} {z=XAx=Y}
F{x=XAy=Y} F{z=XAx=Y}
zZ=x;x =y, y =z
{z=XAx=Y} {y=XAx=Y}

F{x=XAy=Y}
Z=xX;Xx=y,y =2
{y=XAx=Y}
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Vereinfachte Notation fiir Sequenzen

// =Y Ax=x}

/-
.
/] {x=Yny=X}

Yy

» Die gleiche Information wie der Herleitungsbaum
> aber kompakt dargestellt

> Beweis erfolgt riickwarts (von der letzten Zuweisung ausgehend)
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Vereinfachte Notation fiir Sequenzen

/]y =Y Ax=X}

/)
x=y;
/] {x=YANz=X}
y= z;
/] =Y Ay=x}

» Die gleiche Information wie der Herleitungsbaum
> aber kompakt dargestellt

> Beweis erfolgt riickwarts (von der letzten Zuweisung ausgehend)
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Vereinfachte Notation fiir Sequenzen

/]y =Y Ax=X}

[/ y=Ynz=X}
x=y;
/] {x=YANz=X}
y= z;

// {ix=Yny=X}

» Die gleiche Information wie der Herleitungsbaum
> aber kompakt dargestellt

> Beweis erfolgt riickwarts (von der letzten Zuweisung ausgehend)
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Arbeitsblatt 5.4: Ein erster Beweis

Betrachte den Rumpf des Fakultdtsprogramms:

// (B)

p= p* C;

/] (A)

c= c+ 1;

/] {p=(c—1)1}

> Welche Zusicherungen gelten

@ an der Stelle (A)?

@ an der Stelle (B)?
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Weakening

F{A}c{B’}

A=A +{A}c{B} B=F J

» = {A} c{B}: Ausfiihrung von c startet in Zustand, in dem A gilt, und endet (ggf) in
Zustand, in dem B gilt.
» Zustandspradikate beschreiben Mengen von Zustanden:

{ceZloE' Py C{oeX|lo ' Q} gdw. P= Q
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Weakening

F{A}c{B’}

A=A +{A}c{B} B=F J

:Alle méglichen Programmzustinde

» = {A} c{B}: Ausfiihrung von c startet in Zustand, in dem A gilt, und endet (ggf) in
Zustand, in dem B gilt.
» Zustandspradikate beschreiben Mengen von Zustanden:

{ceZloE' Py C{oeX|lo ' Q} gdw. P= Q
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Arbeitsblatt 5.5: Ein zweiter Beweis

Wir betrachten noch einmal das Vertauschen, diesmal ohne Hilfsvariable:

[/ {x=XNy=Y}
/1 (A)
X= X+ty;

// (B)
y= x=y;
/1 (€)

X= X—Y;
/] {y=Xnx=Y}

» Welche Zusicherungen gelten an den Stellen (A), (B), (C) und wie werden sie so
vereinfacht, dass die Vorbedingung entsteht?

o (O
o (B)?
© (A)?
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Fallunterscheidung

F{AAb}cw{B} +{AA-b}ci{B}
F {A} if (b) ¢ else ¢ {B} }

» In der Vorbedingung des if-Zweiges gilt die Bedingung b, und im else-Zweig gilt die
Negation —b.

> Beide Zweige miissen mit derselben Nachbedingung enden.

Korrekte Software 28 [37] DE U



Arbeitsblatt 5.6: Dreimal ist Bremer Recht

Betrachte folgendes Programm:

/] (F) » Was berechnet dieses Programm?
if (x <vy) { » Wie spezifizieren wir das?
% (E) » Welche Zusicherungen miissen an den Stellen (A) — (F)
;= x- gelten?
// (C) » Wo miissen wir welche logische Umformungen nutzen?
} else {
// (D)
/] .
z=Y;
// (B)
}
/] (A)
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Iteration

F{AAb}c{A}
F {A} while(b) c {AA b} J

> lteration korrespondiert zu Induktion.

> Bei wohlfundierter Induktion zeigen wir, dass die gleiche Eigenschaft fiir alle x gilt, P(x),
wenn sie fiir alle kleineren y gilt — d.h. wenn y groBer wird muss die Eigenschaft weiterhin
gelten.

» Analog dazu benétigen wir hier eine Invariante A, die sowohl vor als auch nach dem
Schleifenrumpf gilt.

» In der Vorbedingung des Schleifenrumpfes kénnen wir die Schleifenbedingung b annehmen.

» Die Vorbedingung der Schleife ist die Invariante A, und die Nachbedingung der
Schileife ist A und die Negation der Schleifenbedingung b.
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Wie wir Floyd-Hoare-Beweise aufschreiben

// {P}

/] {Ple/x]}

/] {Ps}

while (x< n) {
// {P3 Ax < n}
// {Psla/z]}

// {Ps}
}

// {PsA=(x < n)}
// {@}

Korrekte Software

> Beispiel zeigt: - {P} c{Q}
» Programm wird mit giiltigen Zusicherungen annotiert.

» Vor einer Zeile steht die Vorbedingung, danach die
Nachbedingung.

» Muss genau auf Anweisung passen.

» Implizite Anwendung der Sequenzenregel.

» Weakening wird notiert durch mehrere Zusicherungen, und
muss bewiesen werden.

> Im Beispiel:P => Py[e/x], P, => P53, Ps Ax < n=> P4,
Ps A=(x < n) = Q.
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Uberblick: die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils

F{Ple/x]} x = e{P}

F{AAb}c {B} F{AA-b}c {B}
F {A} if (b) ¢y else c; {B}

- {AA b} c{A}
- {A} while(b) c {AA —b}

F{Ala{B} F{B}a{C}

F{A}{}{A} F{A}c1; 2 {C}

A=A F+{A}c{B} B=F
F{A}c{B'}
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Zusammenfassung Floyd-Hoare-Logik

» Die Logik abstrahiert liber konkrete Systemzustande durch Zusicherungen

» Zusicherungen sind boolsche Ausdriicke, angereichert durch logische Variablen.
» Hoare-Tripel {P} c {Q} abstrahieren die Semantik von ¢
> Semantische Giiltigkeit von Hoare-Tripeln: = {P} c {Q}.

> Syntaktische Herleitbarkeit von Hoare-Tripeln: - {P} c {Q}

» Zuweisungen werden durch Substitution modelliert, d.h. die Menge der giiltigen
Aussagen andert sich.

Fiir Iterationen wird eine Invariante benétigt (die nicht hergeleitet werden kann).
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Die Floyd-Hoare-Logik bis hierher

» Hoare-Tripel {P} c {Q} spezifizieren was ¢ berechnet (Korrektheit)
> Semantische Giiltigkeit von Hoare-Tripeln: = {P} c {Q}.

> Syntaktische Herleitbarkeit von Hoare-Tripeln: - {P} c {Q}

Zuweisungen werden durch Substitution modelliert, d.h. die Menge der giiltigen
Aussagen andert sich.

Firr Iterationen wird eine Invariante benétigt (die nicht hergeleitet werden kann).
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Uberblick: die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils

F{Ple/x]} x = e{P}

F{AAb}c {B} F{AA-b}c {B}
F {A} if (b) ¢y else c; {B}

- {AA b} c{A}
- {A} while(b) c {AA —b}

F{Ala{B} F{B}a{C}

F{A}{}{A} F{A}c1; 2 {C}

A=A F+{A}c{B} B=F
F{A}c{B'}
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Invarianten finden: die Fakultat

- p= 1;

- c= 1;

/A

while (c <= n) {
// {INc<n}
p=p * c;
c=c+ 1;
/] {1}

}
[/ {IA=(c < n)}
[/ {p=nl}

Korrekte Software

Invariante:
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Invarianten finden: die Fakultat

p= 1

c= 1;

/] {1

while (c <= n) {
// {INc<n}
p=1p *C;
c=c+ 1;
/] {1}

)
/] {1 A=(c < m}
/1 {p =}

Korrekte Software

Invariante:

p=(c—1)

» Kern der Invariante: Fakultit bis ¢ — 1
berechnet.

5 [16]

o< v



Invarianten finden: die Fakultat

Invariante:

p= 1; p=(c—1)!Ac—1<n

c= 1;

/1 1}

wh/l/le{l(/\cc<<:n}n) { » Kern der Invariante: Fakultit bis ¢ — 1
P=1p % C; berechnet.
c=c+ 1: » Invariante impliziert Nachbedingung
/1 40} p=nl=(c—1)

} » =(c<n)e c—12>n— was fehlt?
[/ {IA=(c < n)}
// {p = ni}

Korrekte Software 5 [16] DE U



L

Invarianten finden: die Fakultat

p= 1

c= 1;

/] {1

while (c <= n) {
// {INc<n}
p=1p *C;
c=c+ 1;
/] {1}

)
/] {1 A=(c < m}
/] {p=n)

Korrekte Software

Invariante:

p=(c—1)!Ac—1<nAc>0

» Kern der Invariante: Fakultat bis ¢ — 1
berechnet.

» Invariante impliziert Nachbedingung
p=n=(c—1)!
» —(c<n)<e c—12>n— was fehlt?

» Nebenbedingung fiir Weakening innerhalb
der Schleife.
» ¢! =cx*(c—1)! gilt nur fir c > 0.
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Invarianten finden

@ Initiale Invariante: momentaner Zustand der Berechnung

@® Invariante und negierte Schleifenbedingung muss Nachbedingung implizieren; ggf.
Invariante verstarken.

© Beweise innerhalb der Schleife benétigen ggf. weiter Nebenbedingungen; Invariante
verstarken.
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Zihlende Schleifen

for (i=1; i<=n; i++
» Fakultat ist Beispiel fiir zahlende Schleife (for). mj . ( ' i<=n; i++) {

» Fir Nachbedingung v[n] ist Invariante: }
Wli—1/aAi—1<n ist syntaktischer Zucker fiir
- i= 1;
while (i<=b ) {
> Ggf. weitere Nebenbedingungen erforderlich i‘;' P11
» Variante: i=0,...,n—1 } '
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Arbeitsblatt 6.1: Summe |

1 //{0<n} ©® Was ist die initiale Invariante?

2 x= 0; ® Was fehlt, um aus der initialen Invariante
3= 1 die Nachbedingung zu schlieBen?

+ whils (e == )it © Was fehlt, damit der Schleifenrumpf die
6 = c+1’; Invariante erhalt?

7

8

Annotiert das Programm mit den
/] {x = sum(0, n)} Korrektheitszusicherungen!

Hierbei ist sum(a, b) die Summe der Zahlen von a bis b, mit folgenden Eigenschaften:

a> b= sum(a,b) =0
a< b= sum(a,b) = a+ sum(a+1,b)
a< b= sum(a,b) = sum(a,b—1)+ b
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Variante der zahlenden Schleife

//{0<y}
//

x= 0;

//

c= 0;

/

while (c < vy) {
//

//

//

c= c+1;
//

X= X+4cC;
//
ks
//

//
/] {x = sum(0,y)}

Korrekte Software
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Variante der zahlenden Schleife

/] {0< y} » Was ist hier die Invariante?
//

x=0; x = sum(0, c)

// ’

c= 0;

/
while (c <vy) {
//

//

//

c= c+1;

//

X= X+4cC;

//

}
//
// {x=sum(0,c)Ac<yAc>y}
/[ {x = sum(0,y)}

Korrekte Software 9 [16]



Variante der zahlenden Schleife

/] {0<y} » Was ist hier die Invariante?
//

’/‘7 b x =sum(0,c)Ac<y
c= 0;

/
w/h/ile (c <y){ » Kein C-ldiom
//

> Startwert 0 wird ausgelassen
//

c= c+1;
//
X= X+4cC;

/!
}

/] {Ax=sum(0,c)Ac<yA0<cA-(c<y)}
// {x=sum(0,c)Ac<yAc>y}
/] {x = sum(0,y)}
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Variante der zahlenden Schleife

// {0<y}
//

x= 0;
//
c= 0;

/
while (c <vy) {
//

I/
/!

c=
//
X= x+cC;

// {x=sum(0,c)Ac<yAO0<c}

c+1;

/] {Ax=sum(0,c)Ac<yA0<cA-(c<y)}
// {x=sum(0,c)Ac<yAc>y}
/] {x = sum(0,y)}

Korrekte Software
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» Was ist hier die Invariante?

x =sum(0,c)ANc<yANO0<c

» Kein C-Idiom
> Startwert 0 wird ausgelassen
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Variante der zahlenden Schleife

// {0<y}
//

x= 0;
//
c= 0;

/
while (c <vy) {
//

//

//

c= c+1;

/] {x+c=sum(0,c)Ac<yAO0<c}
X= x+cC;

// {x=sum(0,c)Ac<yAO0<c}

/] {Ax=sum(0,c)Ac<yA0<cA-(c<y)}

// {x=sum(0,c)Ac<yAc>y}
/] {x = sum(0,y)}

Korrekte Software

9 [16]

» Was ist hier die Invariante?

x =sum(0,c)ANc<yANO0<c

» Kein C-Idiom
> Startwert 0 wird ausgelassen

o< v



Variante der zahlenden Schleife

/] {0<y} > Was ist hier die Invariante?

//

’/‘7 0; x=sum(0,c)Ac<yA0<c
c= 0;

“'/h/“e (e<y)d » Kein C-ldiom

/ > Startwert 0 wird ausgelassen

/] {x+c+1=sum(0,c+1)Ac+1<yA0<c+1}

c= c+1;

/] {x+c=sum(0,c)Ac<yAO0<c}

X= X+4cC;

// {x=sum(0,c)Ac<yAO0<c}
/] {Ax=sum(0,c)Ac<yA0<cA-(c<y)}

// {x=sum(0,c)Ac<yAc>y}
/] {x = sum(0,y)}
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Variante der zahlenden Schleife

/] {0<y} > Was ist hier die Invariante?

’/‘7 0; x=sum(0,c)Ac<yA0<c
c= 0;

“'/h/“e (e<y)d » Kein C-ldiom

/] {x+(c+1)=sum(0,c) +(c+1)Ac<yA0<c} > Startwert 0 wird ausgelassen

/] {x+c+1=sum(0,c+1)Ac+1<yA0<c+1}

c= c+1;

/] {x+c=sum(0,c)Ac<yAO0<c}

X= X+4cC;

// {x=sum(0,c)Ac<yAO0<c}
/] {Ax=sum(0,c)Ac<yA0<cA-(c<y)}

// {x=sum(0,c)Ac<yAc>y}
/] {x = sum(0,y)}
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Variante der zahlenden Schleife

/] {0<y} > Was ist hier die Invariante?

’/‘7 0; x=sum(0,c)Ac<yA0<c
c= 0;

while (c <vy) { - -

/] {x=sum(0,c)Ac<yAO0O<cAc<y} > Kein C-ldiom

/] {x+(c+1)=sum(0,c) +(c+1)Ac<yA0<c} > Startwert 0 wird ausgelassen

/] {x+c+1=sum(0,c+1)Ac+1<yA0<c+1}

c= c+1;

/] {x+c=sum(0,c)Ac<yAO0<c}

X= X+4cC;

// {x=sum(0,c)Ac<yAO0<c}
/] {Ax=sum(0,c)Ac<yA0<cA-(c<y)}

// {x=sum(0,c)Ac<yAc>y}
/] {x = sum(0,y)}
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Variante der zahlenden Schleife

//{0<y}
//

x= 0;

/]

c= 0;

/] {x=sum(0,c) Ac <yAO0<c}

while (c <vy) {

/] {x=sum(0,c)Ac<yAO0O<cAc<y}

/] {x+(c+1)=sum(0,c)+(c+1)Ac<yA0<c}
/] {x+c+1=sum(0,c+1)Ac+1<yA0<c+1}
c= c+1;

/] {x+c=sum(0,c)Ac<yAO0<c}

X= X+4cC;

// {x=sum(0,c)Ac<yAO0<c}

/] {Ax=sum(0,c)Ac<yA0<cA-(c<y)}

// {x=sum(0,c)Ac<yAc>y}
/] {x = sum(0,y)}

Korrekte Software
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» Kein C-Idiom
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Variante der zahlenden Schleife

// {0<y}

//

x= 0;

// {x =sum(0,0) A0 <y AO0<O0}
c= 0;

/] {x=sum(0,c) Ac <yAO0<c}

while (c <vy) {

/] {x=sum(0,c)Ac<yAO0O<cAc<y}

/] {x+(c+1)=sum(0,c)+(c+1)Ac<yA0<c}
/] {x+c+1=sum(0,c+1)Ac+1<yA0<c+1}
c= c+1;

/] {x+c=sum(0,c)Ac<yAO0<c}

X= X+4cC;

// {x=sum(0,c)Ac<yAO0<c}

/] {Ax=sum(0,c)Ac<yA0<cA-(c<y)}

// {x=sum(0,c)Ac<yAc>y}
/] {x = sum(0,y)}

Korrekte Software
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» Kein C-Idiom
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Variante der zahlenden Schleife

// {0<y}

// {0 =sum(0,0) A0 < yAO0<O0}

x= 0;

// {x =sum(0,0) A0 <y AO0<O0}

c= 0;

/] {x=sum(0,c) Ac <yAO0<c}

while (c <vy) {

/] {x=sum(0,c)Ac<yAO0O<cAc<y}

/] {x+(c+1)=sum(0,c)+(c+1)Ac<yA0<c}
/] {x+c+1=sum(0,c+1)Ac+1<yA0<c+1}
c= c+1;

/] {x+c=sum(0,c)Ac<yAO0<c}

X= X+4cC;

// {x=sum(0,c)Ac<yAO0<c}

/] {Ax=sum(0,c)Ac<yA0<cA-(c<y)}

// {x=sum(0,c)Ac<yAc>y}
/] {x = sum(0,y)}

Korrekte Software
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» Was ist hier die Invariante?

x =sum(0,c)ANc<yANO0<c

» Kein C-Idiom
> Startwert 0 wird ausgelassen
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Arbeitsblatt 6.2: Summe |l

// {n=NAO0<n}

x= 0;

while (n != 0) {
X= X+n;

n= n—1;

}
// {x = sum(0, N)}

Korrekte Software

» Was ist der erste Teil der Invariante?
» Der Rest ist wie vorher?

» Annotiert das Programm mit dem
Korrektheitszusicherungen.

10 [16]
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Fakultat Reuvisited

Dieses Programm berechnet die Fakultat von n:
// {n=NAO< n}

//
//

p= 1;

//
while (0 < n) {

/] {p= N1}

Korrekte Software 11 [16]
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Fakultat Reuvisited

Dieses Programm berechnet die Fakultat von n:

// {n=NAO0< n}
//
//

p= 1;

//
while (0 < n) {

}

// {n'-p=N'AO<nAn>0}
/] {p=N'}

Korrekte Software 11 [16]
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Korrekte Software

Fakultat Reuvisited

Dieses Programm berechnet die Fakultat von n:

// {n=NAO0< n}
//
//

p= 1;

//
while (0 < n) {

[/ {n'-p=N'An<NAO<nA—(0< n)}
// {n'-p=NIAO< nAn>0}
/1 ip= N}

11 [16]
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Fakultat Reuvisited

Dieses Programm berechnet die Fakultat von n:

// {n=NAO0< n}
//
//

p= 1;

//

while (0 < n) {
//
//
//
p=
//
.
/7{”!'F;ZN!/\"§N/\0§n}

n*p;

[/ {n'-p=N'An<NAO<nA—(0< n)}
// {n'-p=NIAO< nAn>0}
/1 ip= N}

Korrekte Software 11 [16]
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Fakultat Reuvisited

Dieses Programm berechnet die Fakultat von n:

// {n=NAO0< n}
//
//

p= 1;

//
while (0 < n) {
//
//
//

p= nx*p;

J/{(n=1)-p=NAn—1<NAO<n—1}
n= n—1;
// {nt-p=NIAn<NAO< n}

// {nl-p=N'An<NAO<nA-(0<n)}

// {n'-p=N'AO<nAn>0}
/] {p=N'}

Korrekte Software 11 [16]
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Fakultat Reuvisited

Dieses Programm berechnet die Fakultat von n:

// {n=NAO0< n}
//
//

p= 1;

//

while (0 < n) {

//

//

//

p= n*p;

// {(n=1)-p=N'An<NAO< n}

// {(n=1)!-p=N'An—1<NAO<n-—1}
n= n—1;

// {nt-p=N'An<NAO<n}

// {nl-p=N'An<NAO<nA-(0<n)}

// {n'-p=N'AO<nAn>0}
/] {p=N'}

Korrekte Software 11 [16]
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Fakultat Reuvisited

Dieses Programm berechnet die Fakultat von n:

// {n=NAO0< n}
//
//

p= 1;

//
while (0 < n) {
//

//

// {(n=1)-n-p=NIAn<NAOK< n}

p= nxp;

/] {(n=1)1-p=N'An<NAOK n}

J/ {(h=1)-p=N'An—1<NAO<L<n-1}
= n—1;

[/]/ {nn!-p:N!/\ngN/\OSn}

// {nl-p=N'An<NAO<nA-(0<n)}

// {n'-p=N'AO<nAn>0}
/] {p=N'}

Korrekte Software 11 [16]
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Fakultat Revisited
Dieses Programm berechnet die Fakultat von n:

// {n=NAO0<n}
/]

/]
= 1;

//
while (0 < n) {

/] {nt-p=N'An<NAO< n}

// {(n=1)-n-p=NIAn<NAOK< n}

p= nxp;

// {(n=1)!-p=N'An<NAO< n}

J/ {(h=1)-p=N'An—1<NAO<L<n-1}
n= n—1;

// {nt-p=N'An<NAO<n}

// {nl-p=N'An<NAO<nA-(0<n)}

// {n'-p=N'AO<nAn>0}
/] {p=N'}

Korrekte Software 11 [16]
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Fakultat Reuvisited

Dieses Programm berechnet die Fakultat von n:

// {n=NAO0< n}
//
//

p= 1;

//

while (0 < n) {

// {nt-p=N'An<NAO<nAO< n}

/] {nt-p=N'An<NAO< n}

// {(n=1)-n-p=NIAn<NAOK< n}

p= nxp;

// {(n=1)!-p=N'An<NAO< n}

J/ {(h=1)-p=N'An—1<NAO<L<n-1}
n= n—1;

// {nt-p=N'An<NAO<n}

// {nl-p=N'An<NAO<nA-(0<n)}

// {n'-p=N'AO<nAn>0}
/] {p=N'}

Korrekte Software 11 [16]
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Fakultat Reuvisited

Dieses Programm berechnet die Fakultat von n:

// {n=NAO< n}

/]

//

p= 1;

// {n'-p=N'An< NAO< n}

while (0 < n) {

// {nt-p=N'An<NAO<nAO< n}
/] {nt-p=N'An<NAO< n}

// {(n=1)-n-p=NIAn<NAOK< n}
p= nxp;

// {(n=1)!-p=N'An<NAO< n}
J/ {(h=1)-p=N'An—1<NAO<L<n-1}
n= n—1;

// {nt-p=N'An<NAO<n}

// {nl-p=N'An<NAO<nA-(0<n)}

// {n'-p=N'AO<nAn>0}
/] {p=N'}

Korrekte Software 11 [16]
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Fakultat Reuvisited

Dieses Programm berechnet die Fakultat von n:

// {n=NAO0< n}

/]

// {nl-1=N'An<NAO<n}

p= 1;

// {n'-p=N'An< NAO< n}

while (0 < n) {

// {nt-p=N'An<NAO<nAO< n}
/] {nt-p=N'An<NAO< n}

// {(n=1)-n-p=NIAn<NAOK< n}
p= nxp;

// {(n=1)!-p=N'An<NAO< n}
// {(n=1)-p=N'An—1<NAO<L<n-1}
n= n—1;

// {nt-p=N'An<NAO<n}

// {nl-p=N'An<NAO<nA-(0<n)}

// {n'-p=N'AO<nAn>0}
/] {p= N}

Korrekte Software 11 [16]
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Fakultat Reuvisited

Dieses Programm berechnet die Fakultat von n:

// {n=NAO< n}

// {nt=N'An=NAO< n}

// {nl-1=N'An<NAO<n}

p= 1;

// {n'-p=N'An< NAO< n}

while (0 < n) {

// {nt-p=N'An<NAO<nAO< n}
/] {nt-p=N'An<NAO< n}

// {(n=1)-n-p=NIAn<NAOK< n}
p= nxp;

// {(n=1)!-p=N'An<NAO< n}
// {(n=1)-p=N'An—1<NAO<L<n-1}
n= n—1;

// {nt-p=N'An<NAO<n}

// {nl-p=N'An<NAO<nA-(0<n)}

// {n'-p=N'AO<nAn>0}
/] {p= N}

Korrekte Software 11 [16]
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Arbeitsblatt 6.3: Nicht-z3ahlende Schleife

1 //{0<a}

2 r= a;

3 g= 0;

4+ while (b<=r) {

5 r= r—b;

6 g= q+1;

7

s //{a=b-q+rA0<rAr<b}

Korrekte Software

Was ist hier die Invariante?

» Hinweis: es ist ganz einfach.

12 [16]
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Beispiel 5: Jetzt wird’s

// {0 < a}
t= 1;
s= 1;
i= 0;
while (s <= a) {
t= t+ 2;
s= s+ t;
i= i+ 1;
}
117

© © N o o » W N R

Ly
o

Korrekte Software

kompliziert. ..

» Was berechnet das?

13 [16]
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Beispiel 5: Jetzt wird’'s kompliziert. ..

// {0 < a}

t= 1;

s= 1;

i= 0;

while (s <= a) {
t= t+ 2;
s= s+ t;
i= i+ 1;

© © N o o » W N R

}
/] {i?<ana<(i+1)?}

Ly
o

Korrekte Software

» Was berechnet das? Ganzzahlige Wurzel
von a.

» Invariante:

s—t<aAt=2-i+1As=i"+t

» Nachbedingung 1:
> s—t<as=PP+t=i’<a

» Nachbedingung 2:
> s=i+t,t=2-i+1=s=(i+1)?
> a<s,s=(i+1)2?=a<(i+1)?

13 [16] DE U



Beispiel 5: Jetzt wird’'s kompliziert. ..

// {0 < a}

//

t= 1;

//

s= 1;

//

i= 0;

//

while (s <= a) {
//
//
//
/]
t= t+ 2
//
s= s+ t
//
i= i+ 1
//
}

//

Korre/k{e g are 14 [16]
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Beispiel 5: Jetzt wird’'s kompliziert. ..

// {0 < a}
//
t= 1;
//
s= 1;
//
i= 0;
//
while (s <= a) {
//
//
//
//
t= t+ 2
//
s= s+ t
//
i= i+ 1
//
}

//
Korr!k(e §i2 <aAa< (i+1)%}

oftware 14 [16]



Beispiel 5: Jetzt wird’'s kompliziert. ..

// {0 < a}
//
t= 1;
//
s= 1;
//
i= 0;
//
while (s <= a) {
//
//
//
//
t= t+ 2
//
s= s+ t
//
i= i+ 1
//
}

/] {s—t<ant=2-i+1As=iP+tA-(s<a)}

kordds $ias. @M a < (i+1)%} 14 [16]
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Beispiel 5: Jetzt wird’'s kompliziert. ..

// {0 < a}
//
t= 1;
//
s= 1;
//
i= 0;
//
while (s <= a) {
//
//
//
//
t= t+ 2
//
s= s+ t
//
i= i+ 1;

[/ {s—t<aAt=2-i+1As=i’+t}

/] {s—t<ant=2-i+1As=iP+tA-(s<a)}

kordds $ins. @M a < (i+1)%} 14 [16]
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Beispiel 5: Jetzt wird’'s kompliziert. ..

// {0 < a}
//
t= 1;
//
s= 1;
//
i= 0;
//
while (s <= a) {
//
//
//
//
t= t+ 2;
//
s= s+ t;
/] {s—t<aAt=2-(i+1)+1As=(i+1)?+1t}
i= i+ 1;

[/ {s—t<aAt=2-i+1As=i’+t}

/] {s—t<ant=2-i+1As=iP+tA-(s<a)}
2 7 2
korrdde St @ N a < (i +1)%} 14 [16]
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Beispiel 5: Jetzt wird’'s kompliziert. ..

//{0< a}
//

t= 1;
//
=

/!

t= t+ 2;

[/ {s+t—t<ant=2.-(i+1)+1As+t=(i+1)>+1t}
s= s+ t;

[/ {s—t<ant=2-(i+1)+1As=(i+1)*>+t}

i= i+ 1;

[/ {s—t<aAt=2-i+1As=i’+t}

/] {s—t<ant=2-i+1As=iP+tA-(s<a)}
2 7 2
korrdde St @ N a < (i +1)%} 14 [16]
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Beispiel 5: Jetzt wird’'s kompliziert. ..

//{0< a}
//

t= 1;
I
I
//
while (s <= a) {

/]

/

[/ {s+({t+2)—(t+2)<ant+2=2-(i+1)+1As+(t+2)=(i+1)>+(t+2)}

t= t+ 2;

[/ {s+t—t<ant=2.-(i+1)+1As+t=(i+1)>+1t}

s= s+ t;

[/ {s—t<ant=2-(i+1)+1As=(i+1)*>+t}

i= i+ 1;

[/ {s—t<aAt=2-i+1As=i’+t}

1;

0;

/] {s—t<ant=2-i+1As=iP+tA-(s<a)}
2 7 2
korrdde St @ N a < (i +1)%} 14 [16]
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Beispiel 5: Jetzt wird’'s kompliziert. ..

//{0< a}
//

t= 1;
I
I/
//
while (s <= a) {

//

//
/] {s<aAnt+2=2-i+3As=iP+2-i+1}
[/ {s+(t+2)—(t+2)<ant+2=2-(i+1)+1As+(t+2)=(+1)2+(t+2)}

1;

0;

t= t+ 2;

[/ {s+t—t<ant=2-(i+1)+1As+t=(i+1)>+1t}
s= s+ t;

/] {s—t<ant=2-(i+1)+1As=(i+1)*>+t}

i= i+ 1;

/] {s—t<aAt=2-i+1As=i%+t}

[/ {s—t<ant=2-i+1As=iP+tA-(s<a)}
2 7 2
korrdde St @ N a < (I +1)%} 14 [16]

U



Beispiel 5: Jetzt wird’'s kompliziert. ..

//{0< a}
//

t= 1;
/!
I/
//
while (s <= a) {

/]

/] {t=2-i+1As=iP+tAs<a}

/] {s<aAt+2=2-i+3As=i>+2-i+1}

[/ {s+({t+2)—(t+2)<ant+2=2-(i+1)+1As+(t+2)=(i+1)>+(t+2)}

1;

0;

t= t+ 2;

[/ {s+t—t<ant=2-(i+1)+1As+t=(i+1)>+1t}
s= s+ t;

/] {s—t<ant=2-(i+1)+1As=(i+1)*>+t}

i= i+ 1;

/] {s—t<aAt=2-i+1As=i%+t}

[/ {s—t<ant=2-i+1As=iP+tA-(s<a)}
2 7 2
korrdde St @ N a < (I +1)%} 14 [16]
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Beispiel 5: Jetzt wird’'s kompliziert. ..

//{0< a}
//

t= 1;
//
S=
//
//
while (s <= a) {

/] {s—t<aAt=2-i+1As=iP+tAs<a}

/] {t=2-i+1As=iP+tAs<a}

/] {s<aAt+2=2-i+3As=i>+2-i+1}

[/ {s+({t+2)—(t+2)<ant+2=2-(i+1)+1As+(t+2)=(i+1)>+(t+2)}

1;

0;

t= t+ 2;

[/ {s+t—t<ant=2-(i+1)+1As+t=(i+1)>+1t}
s= s+ t;

/] {s—t<ant=2-(i+1)+1As=(i+1)*>+t}

i= i+ 1;

/] {s—t<aAt=2-i+1As=i%+t}

[/ {s—t<ant=2-i+1As=iP+tA-(s<a)}
2 7 2
korrdde St @ N a < (I +1)%} 14 [16]
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Beispiel 5: Jetzt wird’'s kompliziert. ..

/] {0< a}
//
t= 1;
//
S=
//
i= 0;
[/ {s—t<aAt=2-i+1As=i+t}
while (s <= a) {

/] {s—t<aAt=2-i+1As=iP+tAs<a}

/] {t=2-i+1As=iP+tAs<a}

/] {s<aAt+2=2-i+3As=i>+2-i+1}

[/ {s+({t+2)—(t+2)<ant+2=2-(i+1)+1As+(t+2)=(i+1)>+(t+2)}

1;

t= t+ 2;

[/ {s+t—t<ant=2-(i+1)+1As+t=(i+1)>+1t}
s= s+ t;

/] {s—t<ant=2-(i+1)+1As=(i+1)*>+t}

i= i+ 1;

/] {s—t<aAt=2-i+1As=i%+t}

[/ {s—t<ant=2-i+1As=iP+tA-(s<a)}
2 7 2
korrdde St @ N a < (I +1)%} 14 [16]
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Beispiel 5: Jetzt wird’'s kompliziert. ..

/] {0< a}

//

t= 1;

//

s= 1;

/] {s—t<aAt=2-0+1As=0%+t}

[/ {s—t<aAt=2.-i+1As=i+t}

while (s <= a) {
/] {s—t<aAt=2-i+1As=iP+tAs<a}
/] {t=2-i+1As=iP+tAs<a}
/] {s<aAt+2=2-i+3As=i2+2-i+1}
[/ s+ ({t+2)—(t+2)<ant+2=2-(i+1)+1As+(t+2)=(i+1)>+(t+2)}

t= t+ 2;

[/ {s+t—t<ant=2-(i+1)+1As+t=(i+1)>+1t}
s= s+ t;

[/ {s—t<ant=2-(i+1)+1As=(i+1)*>+t}

i= i+ 1;

[/ {s—t<aAt=2-i+1As=i’+t}

[/ {s—t<ant=2-i+1As=iP+tA-(s<a)}
2 7 2
korrdde St @ N a < (i +1)%} 14 [16]
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Beispiel 5: Jetzt wird’'s kompliziert. ..

// {0 < a}

//

t= 1;
//{l-t<aAt=2.-0+1A1=0%+t}
s= 1;

/] {s—t<aAt=2-0+1As=0%+t}

i= 0;

[/ {s—t<aAt=2.-i+1As=i+t}

while (s <= a) {

/] {s—t<aAt=2-i+1As=iP+tAs<a}

/] {t=2-i+1As=iP+tAs<a}

/] {s<aAt+2=2-i+3As=i2+2-i+1}

[/ s+ ({t+2)—(t+2)<ant+2=2-(i+1)+1As+(t+2)=(i+1)>+(t+2)}

t= t+ 2;

[/ {s+t—t<ant=2-(i+1)+1As+t=(i+1)>+1t}
s= s+ t;

[/ {s—t<ant=2-(i+1)+1As=(i+1)*>+t}

i= i+ 1;

[/ {s—t<aAt=2-i+1As=i’+t}

[/ {s—t<ant=2-i+1As=iP+tA-(s<a)}
2 7 2
korrdde St @ N a < (i +1)%} 14 [16]
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Beispiel 5: Jetzt wird’'s kompliziert. ..

// {0 < a}
//{1-1<aAl=2-0+1A1=0%+1}
t= 1;
//{l-t<aAt=2.-0+1A1=0%+t}
s= 1;

/] {s—t<aAt=2-0+1As=0%+t}

i= 0;

[/ {s—t<aAt=2.-i+1As=i+t}

while (s <= a) {

/] {s—t<aAt=2-i+1As=iP+tAs<a}

/] {t=2-i+1As=iP+tAs<a}

/] {s<aAt+2=2-i+3As=i2+2-i+1}

[/ {s+({t+2)—(t+2)<ant+2=2-(i+1)+1As+(t+2)=(i+1)>+(t+2)}

t= t+ 2;

[/ {s+t—t<ant=2-(i+1)+1As+t=(i+1)>+1t}
s= s+ t;

/] {s—t<ant=2-(i+1)+1As=(i+1)>+t}

i= i+ 1;

[/ {s—t<aAt=2-i+1As=i%+t}

[/ {s—t<ant=2-i+1As=iP+tA-(s<a)}
2 7 2
korrdde LS @ N a < (i +1)%} 14 [16]
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Zum Abschluss etwas Magie

Fast Inverse Square Root
(Quake 111, John Cormack)

float Q_rsqrt( float number )
{

long i;

float x2, y;

const float threehalfs = 1.5F;

numberx 0.5F;

= number;

x (long x) &y;
0x5f3759df — (i >> 1 );
*x (float x) &i;

X
N
Il

y =y * (threehalfs - (x2 * y * y));
eturn y;

TN K - -
I

Korrekte Software

=y x (threehalfs — (x2 x y x y));

15 [16]

Berechnet effizient Approximation von
1

vy

Verkiirztes Newton-Verfahren

»Evil floating-point bit-level hacking"

0x5f3759df = 1.597.463.007 ~ /2127

Nicht zu verifizieren (nicht
standard-konform)

DE U



Zusammenfassung

» Der schwierigste Teil bei Korrektheitsbeweisen mit dem Floyd-Hoare-Kalkiil sind die
while-Schleifen.

» Die Regel fiir die while-Schleife braucht eine Invariante, die nicht aus der Anwendung
erschlossen werden kann.

» Wir kénnen die Invariante in drei Stufen konstruieren:

@ Algorithmischer Kern: was wird bis hier berechnet?
@ Ist die Invariante stark genug, um die Nachbedingung zu implizieren?

© Wird die Invariante durch die Schleife erhalten? Werden noch Nebenbedingungen benétigt?

» Vereinfachender Sonderfall: zdhlende Schleifen (for-Schleifen)

Korrekte Software 16 [16] <Y



Korrekte Software: Grundlagen und Methoden
Vorlesung 7 vom 02.06.22

Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils

10:20:22 2022-06-28

Serge Autexier, Christoph Liith
Universitat Bremen

Sommersemester 2022

1 [15]
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Fahrplan
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| 2

Einfiihrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil |

Der Floyd-Hoare-Kalkiil Il: Invarianten
Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Strukturierte Datentypen
Verifikationsbedingungen

Vorwiarts mit Floyd und Hoare
Funktionen und Prozeduren |
Funktionen und Prozeduren |l
Referenzen und Speichermodelle
Ausblick und Riickblick

Korrekte Software 2 [15]
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Floyd-Hoare-Tripel: Giiltigkeit und Herleitbarkeit

» Definition von letzter Woche: P, Q € Assn, ¢ € Stmt
E {P}c{Q} “Hoare-Tripel gilt" (semantisch)

F{P}c{Q} ‘“Hoare-Tripel herleitbar” (syntaktisch)

> Frage: F{P}c{Q} s F{P}c{Q}

Korrekte Software 3 [15]
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Floyd-Hoare-Tripel: Giiltigkeit und Herleitbarkeit

» Definition von letzter Woche: P, Q € Assn, ¢ € Stmt
E {P}c{Q} “Hoare-Tripel gilt" (semantisch)
F{P}c{Q} ‘“Hoare-Tripel herleitbar” (syntaktisch)

> Frage:  F{P}c{Q < E{P}c{Q}

» Korrektheit: - {P} c{Q} = F{P}c{Q}

» Wir kénnen nur giiltige Eigenschaften von Programmen herleiten.

» Vollstindigkeit: = {P} c{Q} L+ {P}c{Q}

> Wir kénnen alle giiltigen Eigenschaften auch herleiten.

Korrekte Software 3 [15] DE U



Uberblick: die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils

F{Ple/x]} x = e{P}

F{AAb}c {B} F{AA-b}c {B}
F {A} if (b) ¢y else c; {B}

- {AA b} c{A}
- {A} while(b) c {AA —b}

F{Ala{B} F{B}a{C}

F{A}{}{A} F{A}c1; 2 {C}

A=A F+{A}c{B} B=F
F{A}c{B'}

Korrekte Software 4 [15]
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Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils

Der Floyd-Hoare-Kalkiil ist korrekt.
Wenn + {P} c{Q}, dann = {P} c{Q}. J

Beweis:
» Definition von = {P} c{Q}:
E{P}c{Q} <= VIVo.c E' PAT . (0,0") € [c]e = o' E' Q
» Beweis durch Regelinduktion iiber der Herleitung von - {P} c {Q}.
» Bsp: Zuweisung, Sequenz, Weakening, While.

P> While-Schleife erfordert Induktion iiber Fixpunkt-Konstruktion

Korrekte Software 5 [15] o< v



Korrektheit der Zuweisung

- {Ple/x]} x = e {P}

Zu zeigen: = {Ple/x]} x = e{P}

Korrekte Software 6 [15]
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Korrektheit der Zuweisung

= {Ple/x]} x = e{P}

Zu zeigen: = {Ple/x]} x = e{P}
= Vi.Yo.o = Ple/x] A3’ (0,0') e[x =€)t = o' ' P

Korrekte Software 6 [15]
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Korrektheit der Zuweisung

- {Ple/x]} x = e {P}

Zu zeigen: = {Ple/x]} x = e{P}
<= VI.Vo.o )=’ Ple/x] A3o’.(0,0') € [x = e]l(’: — o/ |=’ P
= VI.Vo.o ! Ple/x] = o([x — [e]u(o)]) E' P
with (o, 0([x = [el’4(o)])) € [x = e]c
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Korrektheit der Zuweisung

= {Ple/x]} x = e{P}

Zu zeigen: = {Ple/x]} x = e{P}
<= VI.Vo.o )=’ Ple/x] A3o’.(0,0') € [x = e]l(’: — o/ |=’ P
= VI.Vo.o ! Ple/x] = o([x — [e]u(o)]) E' P
with (o, 0([x = [el’4(o)])) € [x = e]c

Wir benétigen folgende Lemmata (Beweis durch strukturelle Induktion iiber B und a):

o ' Ble/x] <=0olx ~ [ela(o)] E' B (1)
[ale/xINu(o) =[ala(olx —~ [ela(o)]) (@)
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Arbeitsblatt 7.1: Substitution und Zustands-Update

o ' Ble/x] <=0x  [ela(o)] ' B

Beweis per strukureller Induktion iiber B. Zeigt die folgenden Falle des Beweises:

@ Induktionsanfang: B ist ag = a1

® Induktionsschritt: B ist der Form B1&&B,
Anmerkung:

> o ! B <= [B]k(c) = true

Korrekte Software 7 [15]
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Arbeitsblatt 7.1: Substitution und Zustands-Update

o £ Ble/x] <=olx - [ela(0)] ' B 3)

Beweis per strukureller Induktion iiber B. Zeigt die folgenden Falle des Beweises:
@ Induktionsanfang: B ist ag = a1

® Induktionsschritt: B ist der Form B1&&B,

Anmerkung:

> o ! B <= [B]k(c) = true

> [ale/yllla(0) = [alu(oly — [ela(o)])
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Arbeitsblatt 7.1: Substitution und Zustands-Update

o £ Ble/x] <=olx - [ela(0)] ' B 3)

Beweis per strukureller Induktion iiber B. Zeigt die folgenden Falle des Beweises:
@ Induktionsanfang: B ist ag = a1

® Induktionsschritt: B ist der Form B1&&B,

Anmerkung:

> o ! B <= [B]k(c) = true

> Lale/yll4(0) = [als(oly = [l'y(o))

» [.1:4 ist strikt
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Arbeitsblatt 7.1: Substitution und Zustands-Update

o £ Ble/x] <=olx - [ela(0)] ' B 3)

Beweis per strukureller Induktion iiber B. Zeigt die folgenden Falle des Beweises:
@ Induktionsanfang: B ist ag = a1

® Induktionsschritt: B ist der Form B1&&B,

Anmerkung:

> o ! B <= [B]k(c) = true

> Lale/yll4(0) = [als(oly = [l'y(o))

» [.1:4 ist strikt

> Falls fiir einen Ausdruck a [a]4 undefiniert ist ([a])y = L), dann ist o[x — [a]/4] auch
undefiniert.
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Arbeitsblatt 7.1: Substitution und Zustands-Update

o ' Ble/x] <=0x  [ela(o)] ' B

Beweis per strukureller Induktion iiber B. Zeigt die folgenden Falle des Beweises:

@ Induktionsanfang: B ist ag = a1

® Induktionsschritt: B ist der Form B1&&B,

Anmerkung:

> o ! B <= [B]k(c) = true

[ale/ylla(0) = [l(oly = [el4(0)])

[14 ist strikt

Falls fir einen Ausdruck a [a]4 undefiniert ist ([a])y = L), dann ist o[x — [a]/4] auch
undefiniert.

» [.1; ist nicht strikt.

vyy
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Korrektheit der Sequenzenregel

F{A}a{B} +{B}a{C}
+ {A} C1;C2{C}

Induktions-Annahmen:
(A1) E{A}ca{B} < VI.Vo.c E' AATd' . (0,0") €[a]. = o' E'B
(A2) E{B}@{C} <= VI.Vo.c E' BA3d'.(0,0') €[a]. = E'C

Zu zeigen:

F {A} a; e {C}

Korrekte Software 8 [15]
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Korrektheit der Sequenzenregel

F{A}a{B} +{B}a{C}
+ {A} C1;C2{C}

Induktions-Annahmen:
(A1) E{A}ca{B} < VI.Vo.c E' AATd' . (0,0") €[a]. = o' E'B
(A2) E{B}@{C} <= VI.Vo.c E' BA3d'.(0,0') €[a]. = E'C

Zu zeigen:
E{A}ca; 0 {C} <=VIVo.oc = AANT . (0,0) € [a; ] = o' E' C
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Korrektheit der Sequenzenregel

F{A}a{B} +{B}a{C}
+ {A} C1;C2{C}

Induktions-Annahmen:
(A1) E{A}ca{B} < VI.Vo.c E' AATd' . (0,0") €[a]. = o' E'B
(A2) E{B}@{C} < VI.Vo.c =' BA3o'.(0,0') €[e]. =o' E'C

Zu zeigen:
E{A}ca; 0 {C} <=VIVo.oc = AANT . (0,0) € [a; ] = o' E' C

(0,0") € [er;i e <= (0,0") € [arl} o [2]t
<= 3p.(0,p) € [c1ls A (p, 0") € [e2]L
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Korrektheit der Sequenzenregel

F{A}a{B} +{B}a{C}
+ {A} C1;C2{C}

Induktions-Annahmen:
(A1) E{A}ca{B} < VI.Vo.c E' AATd' . (0,0") €[a]. = o' E'B
(A2) E{B}@{C} < VI.Vo.c =' BA3o'.(0,0') €[e]. =o' E'C

Zu zeigen:
E{A}ca; 0 {C} <=VIVo.oc = AANT . (0,0) € [a; ] = o' E' C

(0,0") € [aiele <= (0,0") € [alt © [e]e
= 3p.(0,p) € [aile A (p,0') € [l
Aus o = A und 3p. (0, p) € [c1]? folgt mit (A1) p =’ B
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Korrektheit der Sequenzenregel

F{A}a{B} +{B}a{C}
+ {A} C1;C2{C}

Induktions-Annahmen:
(A1) E{A}ca{B} < VI.Vo.c E' AATd' . (0,0") €[a]. = o' E'B
(A2) E{B}@{C} < VI.Vo.c =' BA3o'.(0,0') €[e]. =o' E'C

Zu zeigen:
E{A}ca; 0 {C} <=VIVo.oc = AANT . (0,0) € [a; ] = o' E' C
(0,0") € [er; 2]t <= (0,0") € [a]t o [t
> 3p.(0,p) € [als A (o, o) € [t
Aus o = A und 3p. (0, p) € [c1]? folgt mit (A1) p =’ B
Aus p =/ B und 30’ (p,0") € [c2]’ folgt mit (A2) o’ =/ C
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Korrektheit der Sequenzenregel

F{A}a{B} +{B}a{C}
+ {A} C1;C2{C}

Induktions-Annahmen:
(A1) E{A}ca{B} < VI.Vo.c E' AATd' . (0,0") €[a]. = o' E'B
(A2) E{B}@{C} < VI.Vo.c =' BA3o'.(0,0') €[e]. =o' E'C

Zu zeigen:
E{A}ca; 0 {C} <=VIVo.oc = AANT . (0,0) € [a; ] = o' E' C
(0,0") € [er; 2]t <= (0,0") € [a]t o [t
> 3p.(0,p) € [als A (o, o) € [t
Aus o = A und 3p. (0, p) € [c1]? folgt mit (A1) p =’ B
Aus p =! B und 30’ (p, 0’) €[]’ folgt mit (A2) o’ =/ C [
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Korrektheit der If-Then-Else-Regel

F{AAb}ci{B} F{AA-b} 2 {B}
F {A} if (b) c1 else c; {B}

Induktions-Annahmen:
(A1) = {AAb}c1{B} < VI.Vo.oc ' (AAb)A3d'.(0,0') € [a]. =o' E'B
<= VI.Vo.(o, true) € [AA bl Ao’ (0,0") € [a]. = ¢ E' B
(A2) = {AA-b}{B} <= VI.Yo.c ' (AA-b)ATd'.(0,0") € [a]: =o' E'B
<= VI.Vo. (o, true) € [(AA-b)]5s Ao’ (0,0") € []. = o' E' B

Zu zeigen:

E {A} if (b) c1 else c; {B}
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Korrektheit der If-Then-Else-Regel

F{AAb}ci{B} F{AA-b} 2 {B}
F {A} if (b) c1 else c; {B}

Induktions-Annahmen:
(A1) = {AAb}c1{B} < VI.Vo.oc ' (AAb)A3d'.(0,0') € [a]. =o' E'B
<= VI.Vo.(o, true) € [AA bl Ao’ (0,0") € [a]. = ¢ E' B
(A2) = {AA-b}{B} <= VI.Yo.c ' (AA-b)ATd'.(0,0") € [a]: =o' E'B
<= VI.Vo. (o, true) € [(AA-b)]5s Ao’ (0,0") € []. = o' E' B
Zu zeigen:
= {A} if (b) c1 else c {B}
—=VI.Yo.0 = ANTd . (0,0") € [if (b) 1 else ]c = o' E' B
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Korrektheit der If-Then-Else-Regel

Zu zeigen:

E {A} if (b) c1 else c; {B}
—=VI.Vo.0 = ANTd . (0,0") € [if (b) 1 else ]c = o' E' B

Korrekte Software 10 [15]
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Korrektheit der If-Then-Else-Regel
Zu zeigen:
E {A} if (b) c1 else c; {B}
—=VI.Vo.0 = ANTd . (0,0") € [if (b) 1 else ]c = o' E' B
<=VI.Yo. (o, true) € [A]4 Ao’ (0,0") € [if (b) c1 else o]c =o' E'B

Korrekte Software 10 [15]
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Korrektheit der If-Then-Else-Regel

Zu zeigen:
= {A} if (b) c1 else c {B}
—=VI.Vo.0 = ANTd . (0,0") € [if (b) 1 else ]c = o' E' B
<=VI.Yo. (o, true) € [A]4 Ao’ (0,0") € [if (b) c1 else o]c =o' E'B

Folgt aus Definition

[if (b) a1 else ]: ={(c,0") | (o, true) € [b]5 A (0,0") € [c1]:}
U{(0,0") | (o, false) € [b]5 A (0, 0") € [e2]e}
mit (A1) und (A2)

(A1) = {AAb}c{B} <= VI.Vo.(o,true) € [AA bl Ao’ . (0,0") € [a]. = o' ' B
(A2) = {AA-b}c{B} <= VI.Yo.(o,true) € [([AA-b)]5A3o'.(0,0') €[], = o' ' B
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Volistandigkeit der Floyd-Hoare-Logik

Floyd-Hoare-Logik ist vollstaindig modulo weakening.

Wenn = {P} c{Q}, dann I {P} c{Q} bis auf die Bedingungen der Weakening-Regel.

> Beweis durch Konstruktion einer schwachsten Vorbedingung wp(c, Q).

» Problemfall: while-Schleife.

Korrekte Software 11 [15]
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Vollstandigkeitsheweis

» Zu Zeigen:

Ve € Stmt.YQ € Assn.3wp(c, Q).VI.Vo.0 = wp(c, Q) = [c]eco ' Q

> Beweis per struktureller Induktion iiber c:
> ¢ ={}: Wahle wp({}, Q) :== Q
> ¢ = X = a: wihle wp(X = a, Q) := Q[a/x]
> ¢ = ¢; c1: Wahle wp(cp; c1, Q) := wp(co, wp(ci, Q))
> c=if b else c;: Wahle wp(c, Q) := (b Awp(co, Q)) V (—b Awp(ci, Q))
» ¢ = while (b) ¢: ?7?

Korrekte Software 12 [15]
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Vollstandigkeitsbeweis: while

» ¢ = while (b) c:
Wie miissen eine Formel finden (wp(while (b) ¢y, Q)) die alle o charakterisiert, so dass
o =! wp(while (b) ¢, Q)
+— Yk > OVoy,...,0r. 0 =09
VOSi<k.(U,‘ )=Ib/\ IICO]ICO'i:UH-l
—_——

¢p terminiert auf o in ojq1

Ok ):I bV Q
» Es gibt so eine Formel ausdriickbar in Assn, die im Wesentlichen darauf aufbaut, dass

@ jede Sequenz an Werten, die die Programmvariablen X in jeder Iteration (oy,...) beim Test b
haben, mittels einer Formel beschrieben werden kann (3-Pradikat)

® wp(cp, X = ai+1(X)Ldie Formel beschreibt, was vor ¢y gelten muss, damit hinterher die
Programmvariablen X die Werte o;;1(X) haben

© —wp(co, false) beschreibt was vor ¢y nicht gelten darf, damit ¢y nicht terminiert.

Korrekte Software 13 [15] o<



Volistandigkeit der Floyd-Hoare-Logik

Floyd-Hoare-Logik ist vollstaindig modulo weakening.
Wenn = {P} c{Q}, dann  {P} c {Q} bis auf die Bedingungen der Weakening-Regel. J

> Beweis durch Konstruktion einer schwachsten Vorbedingung wp(c, Q).
» Problemfall: while-Schleife.

> Vollstandigkeit (relativ):
= {P}c{Q} & P = wp(c, Q)

> Wenn wir eine giiltige Zusicherung nicht herleiten kdnnen, liegt das nur daran, dass wir
eine Beweisverpflichtung nicht beweisen konnen.

» Logik erster Stufe ist unvollstindig, also konnen wir gar nicht besser werden.

Korrekte Software 14 [15] U



Zusammenfassung

» Die Floyd-Hoare-Logik ist korrekt, wir konnen nur giiltige Zusicherungen herleiten.
» Beweis durch Struktur iiber der Ableitung: wir beweisen jede Regel als korrekt.

» Die Floyd-Hoare-Logik ist vollstandig bis auf das Weakening.

Korrekte Software 15 [15]
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Motivation

» Immer nur ganze Zahlen ist doch etwas langweilig.

» Weitere Basisdatentypen von C (Felder, Zeichenketten, Strukturen)
» Noch rein funktional, keine Referenzen

» Nicht behandelt, aber nur syntaktischer Zucker: enum

» Prinzipiell: keine union

Korrekte Software 3 [30]
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Arrays

> Beispiele:

int six[6] = {1,2,3,4,5,6};
int a[3][2];
int b[][] ={ {1, 0},

{3, 7},
{5, 8} }; /* Ergibt Array [3][2] =%/

> b[2][1] liefert 8, b [1][0] liefert 3
> Index startet mit 0, row-major order
» In CO: Felder als echte Objekte (in C: Felder = Zeiger)
» Allgemeine Form:

typ name[groessel][groesse2]...[groesseN] =

» Alle Felder haben feste GroBe.

Korrekte Software 4 [30]

DE U



Zeichenketten

» Zeichenketten sind in C (und CO) Felder von char, die mit einer Null abgeschlossen
werden.

> Beispiel:
char hallo[6] = {"h’, "a’, "I', "I', 'o’, "\0' }

» Niitzlicher syntaktischer Zucker:

char hallo[] = "hallo";

> Auswertung: hallo [4] liefert o

Korrekte Software 5 [30]



Strukturen
» Strukturen haben einen structure tag (optional) und Felder:

struct Vorlesung {
char dozenten[2][30];
char titel [30];
int cp;

} ksgm;

struct Vorlesung pi3;
» Zugriff auf Felder liber Selektoren:

int i = 0;

char namel[] = "Serge Autexier";

while (i < strlen(namel)) {
ksgm.dozenten [0][i] = namel][i];
i =i+ 1;

}

» Rekursive Strukturen nur iiber Zeiger erlaubt (kommt noch)

Korrekte Software 6 [30]
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CO0: Erweiterte Ausdriicke

> Lexp beschreibt L-Werte (I-values), abstrakte Speicheradressen

» Neuer Basisdatentyp C fiir Zeichen

> Erweiterte Grammatik:
Lexp /:=Idt | /[a] | /.1dt
Aexp a:=Z|C|Lexp|ai+a|a1—a|ar*xax|ai/a
Bexp b::=1|0|ai==ax|a1<a|!b| b1 && by | b1 || b2

Exp e := Aexp | Bexp

Korrekte Software 7 [30]
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Werte und Zustande

» Zustande bilden strukturierte Adressen auf Werte (wie vorher) ab.

Systemzustinde
> Locations: Loc ::= Idt | Loc[Z] | Loc.ldt
> Werte: V=ZwC

> Zustinde: ¥ &£ Loc — V

» Wir betrachten nur Zugriffe vom Typ Z oder C (elementare Typen)

» Nitzliche Abstraktion des tatsichlichen C-Speichermodells

Korrekte Software 8 [30] DE U



Beispiel

Programm

struct A {

int c[2];
struct B {
char name[20];
} b;

Iy

struct A x[] = {

{{1.2},

{{'n",’a",'m
e
{{3.4},
{{'n",’a",'m

Korrekte Software

" '\0"}}

" '\0"}}

Zustand

x[0].c[0] — 1

x[0].c[1] — 2
x[0].b.name[0] — ‘n’
x[0].b.name[1] — ‘&
x[0].b.name[2] — ‘m
x[0].b.name[3] — ‘e
x[0].b.name[4] — ‘1’
x[0].b.name[5] — \0'

9 [30]

x[1]-¢[0] — 3
x[1].c[1] — 4

x[1].b.name[0] — ‘n’

x[1].b.name[1] — ‘a’

x[1].b.name[2] — ‘m’

~

x[1].b.name[3] — ‘€
x[1].b.name[4] — ‘2’
x[1].b.name[5] — \0'

<Y



Operationale Semantik: L-Werte

> Lexp m wertet zu Loc / aus: (m, o) —(exp |
x € ldt

(X,0) = Lexp X

(ma U) —Lexp / <aa0> — Aexp i (m, 0> —?Lexp /

(m[3]90> —Lexp I[’] <m.i, 0') —?Lexp i

Korrekte Software 10 [30]

DE U



Operationale Semantik: Ausdriicke

> Ein L-Wert als Ausdruck wird ausgewertet, indem er ausgelesen wird:

(M, o) = Lexp | I € Dom(o)
(m, o) = pexp 0(/)

» Auswertung fir C:

(c:: C,0) = pexp Ord(c)

wobei Ord : C — Z eine bijektive Funktion ist, die jedem Character eine Ordinalzahl
zuweist (zum Beispiel ASCIl Wert).

Korrekte Software 11 [30] <Y



Operationale Semantik: Zuweisungen

» Zuweisungen sind nur definiert fiir elementare Typen:

(Mm:T1,0) = Lexp |

(e :m,0) > v 71 = 75 elementarer Typ

» Die restlichen Regeln bleiben

Korrekte Software
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Denotationale Semantik
» Denotation fiir Lexp:

[-]z : Lexp — (X — Loc)

[xlc = {(o,x) | o € £}
[mlallz = {(o,/[]) | (o, 1) € [m]z, (0,i) € [a]a}
[m.ile = {(o,1.i) [ (0,1) € [m]c}

» Denotation fur Characters c € C:

[c]a = {(o,0rd(c))|o € T}

» Denotation fiir Zuweisungen:

[m = elc = {(o,0ll = v]) | (0,1) € [m]c, (0, v) € [e]a}

Korrekte Software 13 [30]
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Floyd-Hoare-Kalkiil

» Die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils berechnen geltende Zusicherungen

» Notige Anderung: Substitution in Zusicherungen wird zur Ersetzung von Lexp-Ausdriicken

F {Ple/x]} x = e {P}

> Jetzt werden Lexp ersetzt, keine Idt

= {Ple/N} I = e{P}
Anmerkung: / und e enthalten keine logischen Variablen.

> Gleichheit und Ungleichheit von Lexp nicht immer entscheidbar
» Problem: Feldzugriffe

Korrekte Software 14 [30] o<



Von der Substitution zur Ersetzung

Assn b:= true|false|a; =ax| a1 < ay|p(er,...,en) (Literale)
| =b| by Aby| bV by | by — by |Vv.b|3v.b

truele/l] := true nle/l] == n (ne€ZwC)
false[e/|] := false e falls | — /'
(a1 = 2)le/ N := (arle/N] = 2ole/ 1) ”kﬂ?=”/ﬂ{f sonse ([ €tex)

(b1 A by)[e/1] := (bu[t/x] A bole/1]) e
(Yv.b)[e/l] :=Vv.(ble/l]) (a1 + 22)[e/1] 1[e/ 1] + a2[e/1]

Beispiel Problemsituationen:
(clil-x[o)[5/<[1].x[o]] =7
(c[1]-x[oD)[8/c[1]-x[j]] =?
(cli]-x[0D)[8/c[1]-x[j]] =7

Korrekte Software 15 [30] i U



Beispiel

int a[3];

// {true}
//

al[2] = 3;

al[0] = 5;
// {al0] - a[1] - a[2] = 60}

Korrekte Software 16 [30]
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Beispiel

int a[3];

// {true}

//

al[2] = 3;

//

//

a[l] = 4;

//

// {5-al1] - a[2] = 60}
al[0] = 5;

// {al0] - a[1] - a[2] = 60}

Korrekte Software
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Beispiel

int a[3];

/1 {true}
/

é/[l] . H{Ple/N} I = e{P}
//{al1] - a[2] = 12}

// {5-a[1] - a[2] = 60}

al[0] = 5;

// {al0] - a[1] - a[2] = 60}

Korrekte Software 16 [30]



Beispiel

int a[3];

// {true}
//

al[2] = 3;

//

/] {422 =12)

a[l] = 4;

// {all] - a[2] = 12}

// {5-a[1] - a[2] = 60}
al[0] = 5;

// {al0] - a[1] - a[2] = 60}

Korrekte Software 16 [30]
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Beispiel

int a[3];

// {true}
//

al[2] = 3;

// {al2] = 3}

/] {422 = 12)

a[l] = 4;

// {all] - a[2] = 12}

// {5-a[1] - a[2] = 60}
al[0] = 5;

// {al0] - a[1] - a[2] = 60}

Korrekte Software 16 [30]

- {Ple/N} I = e{P}
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Beispiel

int a[3];

// {true}

/] {3=3}

al[2] = 3;

// {al2] =3}

/] {422 = 12)
a[l] = 4;

// {all] - a[2] = 12}
// {5-al1] - a[2] = 60}
al[0] = 5;

// {al0] - a[1] - a[2] = 60}

Korrekte Software 16 [30]

- {Ple/N} I = e{P}
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Beispiel: Problem

int a[3];
int i;

[/ {0<i<2}
/1

//
a[0] = 3;
//
//
a[l] = 7;
//
a[2] = 9;
/1l
//
ali] = —-1;
// {all] =7}

Korrekte Software

17 [30]

F{Ple/N} I =e{P}

U



Beispiel: Problem

int a[3];
int i;

/] {0<i<2}
//

//
al[0] = 3;
/1l
//
a[l] = 7;
//
al[2] = 9;
//
// {all] =7}
ali] = -1,

/] {alll =7}

Korrekte Software 17 [30]

- {Ple/N} I = e{P}
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Beispiel: Problem

int a[3];
int i;

/] {0<i<2}

//[_{](i:1/\1'—1:7)V(i7é1/\a[1]=7)}

/] {alll =7}

Korrekte Software 17 [30]

- {Ple/N} I = e{P}
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Beispiel: Problem

int a[3];
int i;

// {0<i<2}
/1l

/]

al[0] = 3;
/]

/]

a[l] = 7;
al[2] = 9;

/] {i#1Aa[1] =7}
//[_{](i:1/\1'—1:7)V(i7é1/\a[1]=7)}
/] {al1] =7}

Korrekte Software 17 [30]

- {Ple/N} I = e{P}
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Beispiel: Problem

int a[3];
int i;

/] {0<i<2}
//

//

al0] =

//

//

a[l] = 7;
[/ {i#1Aa[l] =7}
al[2] = 9;

/] {i#1Aa[1] =7}
//[_{](i:1/\1'—1:7)V(i7é1/\a[1]=7)}
/] {al1] =7}

Korrekte Software 17 [30]

- {Ple/N} I = e{P}
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Beispiel: Problem

int a[3];

int i;

/] {0<i<2}

//

//

al0] =

//

[/ {i#1AT=T)}
a[l] = 7;

[/ {i#1Aa[l] =7}
al[2] = 9;

/] {i#1Aa[1] =7}
/{_{](i:1/\1'—1:7)V(i7é1/\a[1]=7)}
/] {al1] =7}

Korrekte Software 17 [30]

- {Ple/N} I = e{P}

U



Beispiel: Problem

int a[3];
int i;

[/ {0<i<2}
/1

/] {i#1)
al[0] = 3;

/) {i # 1)

/] Gi#1AT=T)}

a[l] = 7;

/] {i#1Aal] =7}

al[2] = 9;

/] i # 1Al =7}
/{_{](i:1/\1'—1:7)V(i7é1/\a[1]=7)}
// {al1] =7}

Korrekte Software 17 [30]

- {Ple/N} I = e{P}
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Beispiel: Problem

int a[3];

int i;
//{0<i<2}
/7 ¢

/)i # 1}

al[0] = 3;

/] {i#1}
[[{i#1AT=T)}
a[l] = 7;

/] {i #1741 =7}
al[2] = 9;

/i #1Na[l] =7}
/{_{](i:1/\1'—1:7)V(i7é1/\a[1]=7)}
// {al1] =7}

Korrekte Software 17 [30]

- {Ple/N} I = e{P}
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Arbeitsblatt 8.1: Jetzt seid ihr dran

Annotiert die beiden folgenden Programme:

int a[2];
int b[2];
// {0<nA0<mAn<m}
a[0] =m;

//
b[0] = a[0] — n;
//
b[1] = a[0] + n
//

a[l] = b[0] * b[1];
// {all] = m* — n*}

Korrekte Software

int a[3];
int i;
// {0 < n}
i = 2;

//

ali] = 3;
//

a[0] = n;

£[2] = a[2] * a[0];
// {al2] =3 n}

18 [30] o< v



Erstes Beispiel: Ein Feld initialisieren

1 //{o<n}
2 /)

3 i= 0;

4/

5 while (i< n) {

6 //

7 //

8 //

9 //

10 //

11 //

12 ali]= i

3/

14 i= i+1

15 //

16 }

7 /)

18 //{v.0<j<n—>al]l=j}

Korrekte Software 19 [30]



Erstes Beispiel: Ein Feld initialisieren

1 //{0<n}
2 /)

3 i= 0;

4/

5 while (i< n) {

6 [/ AV 0L j<i—a[j]=jAi<nAi<n}
7 //

8 //

9 //

10 //

11 //

12 ali]= i

13 //

14 i= i+1

15 )

16 1

17 )/ UM0<ji<i—all=)Ai<nAi>n}
18 //{Vj0<j<n— alj]=j}

Korrekte Software 19 [30]
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Erstes Beispiel: Ein Feld initialisieren

1 //{o<n}
2 /)

3 i= 0;

4 //{Vj0<j<i—al]=jAi<n}

5 while (i< n) {

6 [/ AV 0L j<i—a[j]=jAi<nAi<n}
7 //

8 //

9 //

10 //

11 //

12 ali]= i

13 //

14 i= i+1;

15 //{Vi0<j<i—all=j)Ai<n}

16

17 //{(Vi0<j<i—al=j))Ai<nAi>n}
18 //{Vj0<j<n— alj]=j}

Korrekte Software 19 [30]
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Erstes Beispiel: Ein Feld initialisieren

1 //{0<n}

2 //

3 i= 0;

4 [/ {Vj0<j<i—all=jAi<n}

5 while (i< n) {

6 [/ AV 0L j<i—a[j]=jAi<nAi<n}
7 //

8 //

9 //

10 //

11 //

12 alil= i;

13 J/{Vi0<j<i+l—al]=))Ai+1<n}
14 i= i+

15 //{Vi0<j<i—all=j)Ai<n}

16

17 //{(Vi0<j<i—al=j))Ai<nAi>n}

18 //{Vj0<j<n— alj]=j}

Korrekte Software 19 [30]
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Erstes Beispiel: Ein Feld initialisieren

1 //{0o<n}

2 //

3 i= 0;

4 J/{Vi0<j<i—rall=jAi<n}

5 while (i< n) {

6 [/ AV 0L j<i—a[j]=jAi<nAi<n}
7 //

8 //

9 //

10 /] VO j<i+l— ((i=jAi=))V({#iAal]=]))
11 /] Ai+1<n}

12 alil= i;

13 J/{Vi0<j<i+l—al]=))Ai+1<n}
14 i= i+1;

15 //{Vi0<j<i—all=j)Ai<n}

16

17 //{(Vi0<j<i—al=j))Ai<nAi>n}
18 //{Vji0<j<n— al]=j}

Korrekte Software 19 [30]
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Erstes Beispiel: Ein Feld initialisieren

1 //{0<n}
2 /)

3 i= 0;

4 //A{V¥i0<j<i—al]l=jAi<n}

5 while (i< n) {

6 [/ AV 0L j<i—a[j]=jAi<nAi<n}

7

8 //{VJO<J<I—>((I—J/\'—J)V(J#'Aa[l]—1))

9 / ANi=ini=i)v(i#iNnalil=i))ANi+1<n}

10 [/ {Vi0<j<i+l— ((i=jni=j)Vv({#inAal]=])
11 // Ai+1< n}

12 ali]= i;

13 /] {(v0<j<i+1—>al=/)Ai+1<n}

14 i= i+1;

15 [/ {(Vi0<j<i—ali]l=j)Ai< n}

16

17 {(Vvjo<j<i—all=j))Ai<nAi>n}

//
18 //{vji0<j<n—al]=j}

» Wichtiges Theorem:

Korrekte Software

(Vj.0<j<n—s P[j])A P[] = ¥j.0<j < n+1—s P[]
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Erstes Beispiel: Ein Feld initialisieren

1 //{o<n}
2 /)

3 i= 0;

4 //{Vi0<j<i—sal]l=jAi<n}

5 while (i< n) {

6 [/ AV 0L j<i— a[j]=jAi<nAi<n}

7 [/ AVi0<j<i— a]=jAi+1<n}

8 //{Vi0<j<i— (((=jAi=)VG#iAall=J)

9 ANi=ini=i)v(i#iNnalil=i))ANi+1<n}

0/ VG0<j<itl— ((=jni=i)VG#inal]=])
11 // Ai+1< n}

12 ali]= i;

13 J/{(V0<j<i+l—all=j)Ai+1<n}

14 i= i+1;

15 [ AMVI0<j<i—al]=j)ni<n}

16

17 {(Vvjo<j<i—all=j))Ai<nAi>n}

//
18 //{vji0<j<n—al]=j}

» Wichtiges Theorem:

Korrekte Software

(Vj.0<j<n—s P[j])A P[] = ¥j.0<j < n+1—s P[]

19 [30]
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Erstes Beispiel: Ein Feld initialisieren

1 //{o<n}
2 //{V0<j<0—all=jA0<n}

3 i= 0;

4 //{Vi0<j<i—sal]l=jAi<n}

5 while (i< n) {

6 [/ AV 0L j<i— a[j]=jAi<nAi<n}

7 [/ AVi0<j<i— a]=jAi+1<n}

8 //{Vi0<j<i— (((=jAi=)VG#iAall=J)

9 ANi=ini=i)v(i#iNnalil=i))ANi+1<n}

0/ VG0<j<itl— ((=jni=i)VG#inal]=])
11 // Ai+1< n}

12 ali]= i;

13 J/{(V0<j<i+l—all=j)Ai+1<n}

14 i= i+1;

15 [ AMVI0<j<i—al]=j)ni<n}

16

17 {(Vvjo<j<i—all=j))Ai<nAi>n}

//
18 //{vji0<j<n—al]=j}

» Wichtiges Theorem:

Korrekte Software

(Vj.0<j<n—s P[j])A P[] = ¥j.0<j < n+1—s P[]

19 [30]
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Beispiel: Suche nach dem maximalen Element

1 //{o<n}
2 /)

3 i= 0;

4/

5 r= 0;

6 //

7 while (i< n) {

8 //

o

10 if (a[r] < ali]) {
11 /]

12 //

13 /]

14 r= i

15 //

16 }

17 else {

18 //

19 //

20 }

21 //

22 i= i+1

23 //

24}

25 //

26 //{(Vi0<j<n-—al] <a)AO<r<n}

Korrekte Software 20 [30]



Beispiel: Suche nach dem maximalen Element

1 //{0<n}

2 //

3 i= 0;

4/

5 r= 0;

6 //{(Vjio<j<i—al]<a[r)AO<LiAO0<Lr<n}
7  while (i< n) {

8 //

s 7/

10 if (a[r] < ali]) {

1 /]

12 //

13 /]

14 r= i

15 //

16 }

17 else {

18 //

19 //

20 }

2/

22 i= i+1;

23 //{(Vj.0<j<i—alj] <a[r)A0<Li<nAO0<Lr<n}
24}

25 //

26 //{(Vi0<j<n-—al] <a)AO<r<n}

Korrekte Software 20 [30]



Beispiel: Suche nach dem maximalen Element

1 //{0<n}

2 //

3 i= 0;

4/

5 r= 0;

6 //{(Vjio<j<i—al]<a[r)AO<LiAO0<Lr<n}
7  while (i< n) {

8 //

s 7/

10 if (a[r] < ali]) {
1 /]

12 //

13 /]

14 r= i

15 //

16 }

17 else {

18 //

19 //

20 }

2/

22 i= i+1;

23 //{(Vj.0<j<i—alj] <a[r)A0<Li<nAO0<Lr<n}

24
25 }/{(Vj.O§j<i—)a[j]§a[r])/\OSiSn/\OSr<n/\n§i}
26 //{(Vi0<j<n-—al] <a)AO<r<n}

Korrekte Software 20 [30]



Beispiel: Suche nach dem maximalen Element

1 //{0<n}

2 /)

3 i= 0;

4/

5 r= 0;

6 //{(Vjio<j<i—al]<a[r)AO<LiAO0<Lr<n}
7  while (i< n)

8  //{(Vi0<j<i—all <a)AO<i<nAO<r<n}
o

10 if (a[r] < ali]) {

11 /]

12 //

13 /]

14 r= i

15 //

16 }

17 else {

18 //

19 //

20 }

2/

22 i= i+1;

23 //{(Vj.0<j<i—alj] <a[r)A0<Li<nAO0<Lr<n}

24
25 }/{(Vj.0§j<i—)a[j]§a[r])/\OSiSn/\OSr<n/\n§i}
26 //{(Vj.0<j<n—a[]<a[r])AO0<Lr<n}

Korrekte Software 20 [30]



Beispiel: Suche nach dem maximalen Element

1 //{o<n}
2 /)

3 i= 0;

4/

5 r= 0;

6 //{(Vjio<j<i—al]<a[r)AO<LiAO0<Lr<n}

7  while (i< n)

8 //{(Vi0<j<i—all <al)AO<i<nAO<r<n}

o

10 if (a[r] < ali]) {

1 /]

12 //

13 //

14 r= i

15 //

16 }

17 else {

18 //

19 //

20 }

21 [/ A{(Vi0<j<i+l-—al]<a[f)A0<i+1<nA0<r<n}
22 i= i+1;

23 //{(Vj.0<j<i—alj] <a[r)A0<Li<nAO0<Lr<n}
24}

25 //{(Vji.0<j<i—a[]<ar)AO0Li<nA0O<r<nAn<i}
26 //{(Vi0<j<n-—al] <a)AO<r<n}

Korrekte Software 20 [30]



Beispiel: Suche nach dem maximalen Element

1 //{0o<n}

2/

3 i= 0;

4/

5 r= 0;

6 //{(Vji0<j<i—ral]<a[)A0<iAO<r<n}

7  while (i< n)

8 [/ AV 0<j<i—a[]<a[r)A0<Li<nAO0<Lr<n}

9

10 {4 (a[r] < a[i]) {

11 /]

12 //

13 //

14 r=i;

15 J/{(%.0<j<i+1l—a[]<al)A0<i+1<nAO0<r<n}
16

17 else {

18 //

19 [/ AV 0<j<i+1l—a}] <ar)A0<Li+1<nA0<Lr<n}
20

21 [/ AV 0<j<i+l—al]<ar)A0<i+1<nA0<r<n}
22 i= i+1;

23 }/{I(VJ-OSJ<i—>a[i]§3[r])/\0§i§n/\0§r<n}

24

25 }/{(Vj.0§j<i—)a[j]§a[r])/\OSiSn/\OSr<n/\n§i}
26 //{(Vjo<j<n—a[]<alr)AO0O<r<n}
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Beispiel: Suche nach dem maximalen Element

1 //{0o<n}

2 //

3 i= 0;

4/

5 r= 0;

6 //{(Vi.0<j<i—al]<a[)AO<iAO<r<n}

7  while (i< n)

8 /] {(Vji.0<j<i—alj] <alr])A0<i<nA0<r<n}

9

10 {4 (a[r] < a[i]) {

11 //

12 //

13 //

14 r=i;

15 J/{(%.0<j<i+1l—a[] <al)AO<i+1<nAO<r<n}
16

17 else {

18 [/ AV 0<j<i—alj] <ar)A0<i+1<nA0<Lr<nA—(alr] < a[i])}
19 J/{(¥.0<j<i+1l—a[]<a)A0<i+1<nAO<r<n}
20

21 [/ AV 0<j<i+l—al]<ar)A0<i+1<nA0<r<n}
22 i= i+1;

23 }/{I(Vj.0§j<i—>a[j]§a[r])/\0§i§n/\0§r<n}

24

25 }/{(Vj.0§j<i—)a[j]§a[r])/\OSiSn/\OSr<n/\n§i}

26 //{(Vjo<j<n—a[]<alr)AO0O<r<n}

Korrekte Software 20 [30]



Beispiel: Suche nach dem maximalen Element

1 //{0<n}

2 /)

3 i= 0;

4/

5 r= 0;

6 //{(Vi.0<j<i—al]<a[)AO<iAO<r<n}

7  while (i< n) {

8 //{(Vi0<j<i—al] Sa)AO<i<nAO<r<n}

9 /] {(Vji.0<j<i—a[j] <alr])A0<i+1<nA0<r<n}

10 if (a[r] < ali]) {

11 //

12 /7

13 /1

14 r=i;

15 J/{(%.0<j<i+1l—a[] <al)AO<i+1<nAO<r<n}
16

17 else {

18 /] {(Vji0<j<i—al]<a[r)A0<i+1<nA0Lr<nA—(ar] < ai])}
19 /] (9. 0<j<i+1—al] <a[)A0O<i+1<nA0<r<n}
20

21 [/ A{(Vi0<j<i+l-—al]<a[f)A0<i+1<nA0<r<n}
22 i= i+1;

23 /)Y 0<j<i—al]<a)A0<i<nAO0<r<n}

24}

25 //{(Vji.0<j<i—a[]<ar)AO0Li<nA0O<r<nAn<i}

26 //{(Vi0<j<n-—al] <a)AO<r<n}

Korrekte Software 20 [30]



Beispiel: Suche nach dem maximalen Element

=
COONOUTHWNKH

NRONRNNRNN R e
SN RONROOLEOINOTHWN R

// {0 < n}

//

i= 0;

-

/] {(%.0<j<i—sal] <a)AO<iAO<r<n}

while (i< n) {

/] {(Vji.0<j<i—alj] <alr])A0<i<nA0<r<n}
/] {(Vji.0<j<i—a[j] <alr])A0<i+1<nA0<r<n}
if/}a[r] < alil]) {

;5 {I(Vj‘0§j<i+1—)a[j]§a[i])/\0§i+l§n/\0§i<n}
T v.0<j<itl—al] <al)AO<i+1<nAO0< r<n)
}

else {
// {(vj.0
{/ {(vj.0

[/ A{(Vi0<j<i+l-—al]<a[f)A0<i+1<nA0<r<n}
i= i+1;
}/ {I(Vj.0§j<i—>a[j]§a[r])/\OSiSn/\OSr<n}

j<i—al]<a[r)A0<Li+1<nA0<r<nA-(ar] < ali])}
j<i+l—al]<ar)A0<Li+1<nA0Lr<n}

INIA

}/{(Vj.0§j<i—)a[j]§a[r])/\OSiSn/\OSr<n/\n§i}
[/ {(¥j.0<j<n—al] <a[r)A0<r<n}

Korrekte Software 20 [30]
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Beispiel: Suche nach dem maximalen Element

1 //{0<n}
2 /)

3 i= 0;

4/

5 r= 0;

6 //{(Vjio<j<i—al]<ar])A0<LiAO0OLTr<n}

7  while (i< n) {

8 J/{(V.0<j<i—ral] Sa)AO<i<nAO<r<n}

9 /] {(Vji.0<j<i—a[j] <alr])A0<i+1<nA0<r<n}
0

1 if (a[r] < ali])

11 [/ AV 0<j<i—a[] <ar)A0Li+1<nA0<Lr<nAalr] < ali]}
12

13 ;;{(Vj‘0§j<i+1—>a[j]Sa[i])/\OSi+l§n/\0§i<n}

14 = i;

15 ;/{I(Vj.0§j<i+1*>a[i]Sa[r])/\0§i+1§n/\0§r<n}

16

17 else {

18 [/ AV 0<j<i—alj] <ar)A0<Li+1<nA0<Lr<nA—(alr] < a[i])}
19 [/ {(Vji0<j<i+1l—a[]<a[r)A0<i+1<nA0<r<n}

20

21 [/ {(Vj.0<j<i+1l—a[]<a[)A0Li+1<nA0<r<n}

22 i= i+1;

23 }/{I(VJ'-OSJ'<"—>3[/]Sa[r])/\OSiSnl\OSr<n}

24

25 }/{(Vj.0§j<i—)a[j]§a[r])/\OSiSn/\OSr<n/\n§i}
[/ {(Vi-0<j<n—alj] <al)A0<r<n}
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Beispiel: Suche nach dem maximalen Element

// {0 < n}
//
i= 0;
//
r= 0;
J/{(%.0<j<i—al] Sal) AO<iAOS r<n}
while (i< n) {
//{(VJO<j<l—>a[_/]<a[r])/\0<l<n/\0<r<n}
//{( 0<j<i—a}j]<ar)A0<i+1<nA0<Lr<n}
f (a [ | <ali]) {
// { j0§j<l—)a[j]§a[r])/\0§i+1Sn/\OSr<n/\a[r]<a[i]}
/] {(Vj0o<j<i—afjl]<ai)Aali] <alil A0<i+1<nA0<Zi<n}
//{.(\7’]0§j<l+1—>a[j]Sa[i])/\OSi+l§n/\0§i<n}
T v.0<j<itl—al] <al)AO<i+1<nAO0< r<n)
else {
J/{Vj0o<j<i—al]<ar)A0<i+1<nA0Lr<nA—(ar] < a[i])}
[/ {(Vi0<j<i+1l—a[]<ar)A0<i+1<nA0<r<n}
//{(\7’_/0<_/<l+1—>a[/]<a[r])/\0<:+1<n/\0<r<n}
= i+1;
}/{I(VJ0<J<l—>a[]]§a[r])/\OSlSnl\OSr<n}
}/{(Vj.0§j<i—)a[j]§a[r])/\OSiSn/\OSr<n/\n§i}
[/ {(Vi-0<j<n—alj] <al)A0<r<n}
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Beispiel: Suche nach dem maximalen Element

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

//
//

//

{0 < n}

0;
{(VJ 0<j<i—al]<a0)A0<iAn0<LO0<n}

=

//

{(Vj 0<j<i—al]<a[r)A0<LiA0<r<n}

while (i< n) {

}
//
//

//{(VJ 0<j<i—a]<alr)A0<i<nA0<r<n}

//{( .0 j<.l—>a[_/]<a[r])/\0<l+1<n/\0<r<n}

/} [ } Sa}'l])l{—)a[j]ga[r])/\oﬁi+1§n/\0§r<n/\a[r]<a[i]}
R DI e Nt DA T Sy Lt
//{(Vj <j<i+l—a]<a[i)A0<Li+1<nA0<Li<n}
r=i;

[/ A(¥j-0 <

Ise {
¢ 5/7 {Vji.0<j<i—a[j] <a[f)A0<i+1<nA0<r<nA-—(ar] < a[i])}
[/ {(Vi0<j<i+1l—a[]<ar)A0<i+1<nA0<r<n}

<
<
0 <
.0 <
0 <
<

i+1—a[] <ar)A0<Li+1<nA0Lr<n}

//{(Vj 0<j<i+l—alj]<a[r)A0OLi+1<nA0Lr<n}
= i+1;
}/{I(VJ 0<j<i—a[]<a[r)A0Li<nAO0<Lr<n}

{(Vjio<j<i—alj]<a[r)A0<i<nA0<Lr<nAn<i}
{(vj.0<j<n—al]<alr)A0<r<n}
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Beispiel: Suche nach dem maximalen Element

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

//
//

//

{0 < n}

{(Vji.0<j<0—2a[] <al0)A0LO0AO0LO<n}
0;

{(VJ 0<j<i—al]<a0)A0<iAn0<LO0<n}

=

//

{(Vj 0<j<i—al]<a[r)A0<LiA0<r<n}

while (i< n) {

}
//
//

//{(VJ 0<j<i—a]<alr)A0<i<nA0<r<n}

//{( .0 j<.l—>a[_/]<a[r])/\0<l+1<n/\0<r<n}

/} [ } Sa}'l])l{—)a[j]ga[r])/\oﬁi+1§n/\0§r<n/\a[r]<a[i]}
R DI e Nt DA T Sy Lt
//{(Vj <j<i+l—a]<a[i)A0<Li+1<nA0<Li<n}
r=i;

[/ A(¥j-0 <

Ise {
¢ 5/7 {Vji.0<j<i—a[j] <a[f)A0<i+1<nA0<r<nA-—(ar] < a[i])}
[/ {(Vi0<j<i+1l—a[]<ar)A0<i+1<nA0<r<n}

<
<
0 <
.0 <
0 <
<

i+1—a[] <ar)A0<Li+1<nA0Lr<n}

//{(Vj 0<j<i+l—alj]<a[r)A0OLi+1<nA0Lr<n}
= i+1;
}/{I(VJ 0<j<i—a[]<a[r)A0Li<nAO0<Lr<n}

{(Vjio<j<i—alj]<a[r)A0<i<nA0<Lr<nAn<i}
{(vj.0<j<n—al]<alr)A0<r<n}
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Vorgehensweise

/] {}
while (b) {

/1 {3}

/1 {}
}
/1 {}
/] {®}

O~NOOT S WN

Korrekte Software

21 [30]
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Vorgehensweise

/] {}
while (b) {

// {Inb}

/1 {}
}
/1 {}
/] {®}

O~NOOT S WN

Korrekte Software

@ Finde/rate/formuliere Invariante /

21 [30]
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Vorgehensweise

/] {}
while (b) {

// {Inb}

; /1 {}
// {I'A=b}
/] {®}

O~NOOT S WN

Korrekte Software

@ Finde/rate/formuliere Invariante /
® Beweise (I A =b) — @

21 [30]
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Vorgehensweise

/] {}
while (b) {

// {Inb}

; 7au;
// {I'A=b}
/] {®}

O~NOOT S WN

Korrekte Software

@ Finde/rate/formuliere Invariante /
® Beweise (I A =b) — @

© Zeige mittels Floyd-Hoare-Regeln,
dass Invariante durch
Schleifenrumpf c erhalten bleibt

21 [30]

i U



Vorgehensweise

1 //{n @ Finde/rate/formuliere Invariante /
2 while (b) { ® Beweise (/ A ~b) — ¢

3 // {I A b} © Zeige mittels Floyd-Hoare-Regeln,
4 c dass Invariante durch

5 /] {1} Schleifenrumpf ¢ erhalten bleibt

6 } O Setze Beweis mit Floyd-Hoare

7 [/ {IA-b} Regeln vor der Schleife fort

8 // {®}

Korrekte Software 21 [30] i U



Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

i= 0;
r= —1;
while (i< n) {
if (a[i] = 0) {

} - ’

else {

}
i= i+1,
}
/] {r#-1—0<r<nAar] =0}

HOWOWoOO~NOOLPA~WDNH

[

Korrekte Software 22 [30]
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Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

Merkt euch folgende korrekten

; 1= 0;1_ logischen Umformungen:

3 :vhile ’(i< n) { » (F AH)V (G A H) ist aquivalent
4 if (ai] — 0) { zu(FVG)AH

5 r= i: » —F V G ist aquivalent zu F — G
6 }

7 else {

8 }

9 i= i+1;

10 }

11 //{r#-1—0<r<nAa[r] =0}

Korrekte Software 22 [30] DE U



Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

©CO~NOUTAWNR

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

// {0 < n}

//

i= 0;

//

r= —1;

//

while (i< n) {
//

//

if
}
//
//
//

{r#—-1—0<r<nAar] =0}

Korrekte Software 23 [30]
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Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

1 //{0<n}
2 )

3 i= 0;

4/

5 r= —1;

6 //{(r#-1—0<r<iAalr]=0A0<i<n}

7 while (i< n) {

8 [/ {r#—-1—0<r<iAa[r]=0)A0<i<nAi<n}
9

10 if (a[i] = 0) {

11 //

12 /7

13 /1

14 /7

15 /1

16 r=i

17 //

18 }

19 else {

20 //

21 /1

2 }

3/

24 i= i+1

25 J/{r#-1—0<r<iNalr]=0A0ZLi<n}

2% }

27 J/{r#-1—0<r<iNarl=0A0<i<nA-(i<n)}
28 //

29 //{r#-1—0<r<nAa[r] =0}

Korrekte Software 23 [30]
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Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

©CO~NOUTAWNR

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

25
26
27
28
29

// {0 < n}
//

i= 0;
//
r= —1;
//{(r#—-1—0<r<inar]=0)A0<i<n}
while (i< n) {
// {(r#—-1—0<r<iAa[r]=0)A0<i<nAi<n}

}
//{r#—-1—0<r<iANar]=0A0<i<nA-(i<n)}
// {(r#—-1—0<r<iAa[r]=0)Ai=n}

/] {r#—-1—0<r<nAa[r] =0}

Korrekte Software 23 [30]
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Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

1 //{0<n}
2 )

3 i= 0;

4/

5 r= —1;

6 //{(r#-1—0<r<iAalr]=0A0<i<n}

7 while (i< n) {

8 /) {(r#-1—0<r<iAa=0)A0<i<nAi<n}
9

10 if (a[i] = 0) {

11 //

12 /7

13 /1

14 /7

15 /1

16 r=i

17 //

18 }

19 else {

20 //

21 /1

2 }

23 J/{(r#-1—0<r<i+1Aaf]=0)A0<i+1<n}
24 i= i+1;

25 J/{r#-1—0<r<iNalr]=0A0ZLi<n}

26

}

[/ {(r#-1—0<r<iAnarl=0A0<i<nA-(i<n)}
28 //{(r#-1-—0<r<iAa]=0)Ai=n}

[/ {r#—-1—0<r<nAalr]=0}

Korrekte Software 23 [30]

U



Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

1 //{0<n}
2/

3 i= 0;

4/

5 r= —1;

6 //{(r#-1—0<r<iAalr]=0A0<i<n}

7 while (i< n) {

8 J/{r#-1—0<r<iAafl=0)A0<i<nAi<n}
9

10 if (a[i] = 0) {

1 /]

12 //

13 //

14 //

15 /!

16 r=i;

17 [/ {(r#—-1—0<r<i+1Aa[r]=0)A0<i+1<n}
18

19 else {

20 //

21 [/ {(r#—-1—0<r<i+1Aa[r]=0)A0<i+1<n}
22

23 J/{r#-1—0<r<i+1Aafl=0)A0<i+1< n}
24 i= i+1;

25 J/{r#-1—0<r<iNalr]=0A0ZLi<n}

26

}

[/ {(r#-1—0<r<iAnarl=0A0<i<nA-(i<n)}
28 //{(r#-1-—0<r<iAa]=0)Ai=n}

[/ {r#—-1—0<r<nAalr]=0}

Korrekte Software 23 [30]

U



Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

1 //{0<n}

2 //

3 i= 0;

4 /)

5 r= —1;

6 //{(r#-1—0<r<iAalr]=0A0<i<n}

7 while (i< n) {

8 //{r#-1—0<r<inafl=0)A0<i<nAi<n}
9

10 if (a[i] = 0) {

1 //

12 //

13 //

14 //

15 //

16 r=i;

17 [/ {(r#-1—0<r<i+1Aarl=0A0<i+1<n}
18

19 else {

20 [/ {r#-1—0<r<i+1Aar]=0)A0<i+1< nAai] #0}
21 //{(r#-1—0<r<i+1Aa[rf]=0A0<i+1<n}
22

23 //{r#—-1—0<r<i+1Aa[rf]=0)A0<i+1<n}
24 i= i+1;

25 /) {(r#—-1—0<r<inalfl=0A0<i<n}

26

}

[/ {(r#-1—0<r<iAnarl=0A0<i<nA-(i<n)}
28 //{(r#-1-—0<r<iAa]=0)Ai=n}

[/ {r#—-1—0<r<nAalr]=0}
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Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

1 //{0<n}
2/

3 i= 0;

4/

5 r= —1;

6 //{(r#-1—0<r<iAalr]=0A0<i<n}

7 while (i< n) {

8 J/{r#—-1—0<r<iAafl=0)A0<i<nAi<n}
9 // {(r#—-1—0<r<iAa[r]=0)A0<i+1<n}

10 if (a[i] = 0) {

1 /]

12 //

13 //

14 //

15 /!

16 r=i;

17 [/ {(r#—-1—0<r<i+1Aa[r]=0)A0<i+1<n}
18

19 else {

20 [/ {lr#—-1—0<r<i+1Aa[r]=0)A0<i+1<nAali] #0}
21 [/ {(r#—-1—0<r<i+1Aa[r]=0)A0<i+1<n}
22

23 J/{r#-1—0<r<i+1Aafl=0)A0<i+1< n}
24 i= i+1;

25 J/{r#-1—0<r<iNalr]=0A0ZLi<n}

26

}

[/ {(r#-1—0<r<iAnarl=0A0<i<nA-(i<n)}
28 //{(r#-1-—0<r<iAa]=0)Ai=n}

[/ {r#—-1—0<r<nAalr]=0}

Korrekte Software 23 [30]

U



Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

1 //{0<n}
2/

3 i= 0;

4/

5 r= —1;

6 //{(r#-1—0<r<iAalr]=0A0<i<n}

7 while (i< n) {

8 J/{r#—-1—0<r<iAafl=0)A0<i<nAi<n}

9 // {(r#—-1—0<r<iAa[r]=0)A0<i+1<n}

10 if (a[i] = 0) {

11 //{(r#—-1—0<r<iAa[r]=0)A0<i+1<nAa[i] =0}
12 //

13 //

14 //

15 /!

16 r=i;

17 [/ {(r#—-1—0<r<i+1Aa[r]=0)A0<i+1<n}

18

19 else {

20 [/ {lr#—-1—0<r<i+1Aa[r]=0)A0<i+1<nAali] #0}
21 [/ {(r#—-1—0<r<i+1Aa[r]=0)A0<i+1<n}

22

23 J/{(r#-1—0<r<i+1Aaf]=0)A0<i+1<n}

24 i= i+1;

25 J/{r#-1—0<r<iNalr]=0A0ZLi<n}

26

}

[/ {(r#-1—0<r<iAnarl=0A0<i<nA-(i<n)}
28 //{(r#-1-—0<r<iAa]=0)Ai=n}

[/ {r#—-1—0<r<nAalr]=0}
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Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

=
COONOUDWNH

el el
AW R

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

// {0 < n}
//

i= 0;

-

J/{r#—1—0<r<iAal=0)A0<i<n}

while (i< n) {

// {(r#—-1—0<r<iAa[rf]=0)A0<i<nAi<n}

// {(r#—-1—0<r<iAa[r]=0)A0<i+1<n}

if (a[i] =0
/5{[(r];£—1)—>{05r<i/\a[r]:0)/\0§i+1§n/\a[i]:O}

//
ﬁ{(i;eq—»ogi<i+1/\a[i]=0)/\ogi+1§n/\a[i]=0}
~—~— ~ J ~ S

Vv Vv
A(i) B(i) c
r=i;
[/ {(r#—-1—0<r<i+1Aa[r]=0A0<i+1<n}

|
es/e/{{(r;é71—>0§r<i+1/\a[r]=0)/\0§i+1§n/\a[i]#O}
[/ {(r#—-1—0<r<i+1Aa[r]=0)A0<i+1<n}

[/ {(r#-1—0<r<i+1Aar]=0)A0<i+1<n}
i= i+1;
}/ {I(r#—l—wsr<i/\a[r]:0)/\og,-§,,}
}
/] {r#—-1—0<r<inalfl=0)A0<i<nA=(i<n)}
[/ {r#—-1—0<r<iAar]=0)Ai=n}

Korrel2@ Soffwafer # —1 — 0 < r < n A a[r] = 0} 23 [30]
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Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

HOOWONOUAWNR

o

12
13
14
15

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

// {0 < n}
//

i= 0;

// .

//{(r#—-1—0<r<inar]=0)A0<i<n}

while (i< n) {
// {(r#—-1—0<r<iAa[rf]=0)A0<i<nAi<n}
// {(r#—-1—0<r<iAa[r]=0)A0<i+1<n}

if (ali] = 0) {
//{(r#—-1—0<r<iAalrf]=0)A0<i+1<nAa[i] =0}
B()AC
J/{0<i<i+1Aall=0A0<i+1<nAa[i]=0}
//

ﬁ{(i¢—1—>ogi<i+1/\a[i]:0)Aogi+1§nAa[i]:0}
S~ ~ O\ J

A(i) B(i) c
r=i;
//{(r#—-1—0<r<i+1Aa[r]=0)A0<i+1<n}
}

|
es/e/{{(r;a£—1—>0§r<i+1Aa[r]:0)/\0§i-+—1§n/\a[i];«éo}
[/ {(r#—-1—0<r<i+1Aa[r]=0)A0<i+1<n}

;/{(r#flﬂogr<i+1Aa[r]=0)/\0§i+1§n}
i= i+1;
}/ {I(r#—l—>0§r<iAa[r]=0)/\0§ign}

26
Korrekag Sofiwatgr =4 —1 —> 0 < r< iAal[fl=0A0<i<nA=(i<n?} 23[30]
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Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

1 //{0<n}
2 )
3 i= 0;
4/
5 r= —1;
6 //{(r#-1—0<r<iAalr]=0A0<i<n}
7 while (i< n) {
8 /) {(r#-1—0<r<iAa]=0A0<i<nAi<n}
9 // {(r#—-1—0<r<iAa[r]=0)A0<i+1<n}
10 if (a[i] = 0) {
11 // {(r#—-1—0<r<iAa[r]=0)A0<i+1<nAa[i]=0}
B()AC

12 J/{0<i<i+1Aall=0A0<i+1<nAa[i]=0}

—A(i) c B(i) (9
13 J/{0=TA0<i+1<nAall=0)V(0<i<i+1Aa]=0A0<i+1< nAali]=0)}
14
15 J/{i#-1—0<i<i+1Aaf]=0)A0<i+1<nA a[i] =0}

AN — DN ~

A(i) B(i) C

16 r=i;
17 JJ{r#-1—0<r<i+1Aafl=0)A0<i+1< n}
18
19 else {
20 JJ{r#—1—0<r<i+1Aa]=0)A0<i+1< nAali]+0}
21 J]{r#-1—0<r<i+1Aafl=0)A0<i+1< n}
22
23 [/ {r#—-1—0<r<i+1Aa[rf]=0)A0<i+1<n}

24 i= i+1;
Korrekie Software ((r -/ 1 — s 0 < r e inald—O)AD < i< nl 23 [30] U



Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

1 //{0<n}
2 )
3 i= 0
4
5 r= —1;
6 //{(r#-1—0<r<iAalr]=0A0<i<n}
7 while (i< n) {
8 /) {(r#-1—0<r<iAa]=0A0<i<nAi<n}
9 // {(r#—-1—0<r<iAa[r]=0)A0<i+1<n}
10 f (a[i] = 0) {
11 // {(r#—-1—0<r<iAa[r]=0)A0<i+1<nAa[i]=0}
B()AC
12 J/{0<i<i+1Aall=0A0<i+1<nAa[i]=0}
—A(i) c (1) 9
13 /0= TA0<i+1<nAall=0)V(0<i<i+1Aa]=0A0<i+1< nAali=0)}
14 // {(i=—-1v(0<i<i+1Aali]=0)A0 S +1§n/\a[i]:0}
15 //{(I#—l—)0<l<l+1/\a[l]—0) i+1< nAali] =0}
Ai) ;(T) o
16 r=i;
17 //{(r¢—1—>0<r<l+1/\a[r]—0)/\0<l+1<n}
18
19 els}e{
20 [/ {r#—-1—0<r<i+1Aa[r]=0)A0<i+1<nAali]l+#0}
21 J]{r#-1—0<r<i+1Aafl=0)A0<i+1< n}
22
23 //{(r#—l—)0<r<l+1/\a[r]—0)/\0<l+1<n}

+
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Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

1 //{0<n}
2 )
3 i= 0;
4 J/{(c1#-1-—0< —1<iAna-1]=0)A0<i<n}
5 r= —1;
6 //{(r#-1—0<r<iAalr]=0A0<i<n}
7 while (i< n) {
8 /) {(r#-1—0<r<iAa]=0A0<i<nAi<n}
9 // {(r#—-1—0<r<iAa[r]=0)A0<i+1<n}
10 if (a[i] = 0) {
11 // {(r#—-1—0<r<iAa[r]=0)A0<i+1<nAa[i]=0}
B()AC

12 //{OSl'<i+1/\a[i]:0/\0§i+1§n/\a[i]:8}

—A(zi) c B(i) c
13 J/{0=TA0<i+1<nAall=0)V(0<i<i+1Aa]=0A0<i+1< nAali]=0)}
14
15 J/{(i#-1—0<i<i+1Aalil=0)A0<i+1<nAali]=0}

~—~—~ ~ ~ DN —~

AGi) B(i) c

16 r=i;
17 JJ{r#-1—0<r<i+1Aafl=0)A0<i+1< n}
18
19 else {
20 J/{r#-1—0<r<i+1Aal]=0)A0<i+1< nA ali] #0}
21 J]{r#-1—0<r<i+1Aafl=0)A0<i+1< n}
22
23 (/{_(r#—l—)OSr<i+1/\a[r]=0)/\0§i+1§n}

24 i= i+1;
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Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

1 //{0<n}
2 //{(-1#-1—0< -1<0A3[-1]=0)A0<0<n}
3 i= 0;
4 J/{(c1#-1-—0< —1<iAna-1]=0)A0<i<n}
5 r= —1;
6 //{(r#-1—0<r<iAalr]=0A0<i<n}
7 while (i< n) {
8 /) {(r#-1—0<r<iAa]=0A0<i<nAi<n}
9 // {(r#—-1—0<r<iAa[r]=0)A0<i+1<n}
10 if (a[i] = 0) {
11 // {(r#—-1—0<r<iAa[r]=0)A0<i+1<nAa[i]=0}
B()AC

12 J/{0<i<i+1Aall=0A0<i+1<nAa[i]=0}

—A(i) c B(i) c
13 J/{0=TA0<i+1<nAall=0)V(0<i<i+1Aa]=0A0<i+1< nAali]=0)}
14
15 //{i#-1—0<i <I+1/\a[l]—0)/\0<l+1<n/\a[l]—0}

S~~~ ~ ~~ ~~

Adi) B(i) c

16 r=i;
17 JJ{r#-1—0<r<i+1Aafl=0)A0<i+1< n}
18
19 else {
20 JJ{r#—1—0<r<i+1Aa]=0)A0<i+1< nAali]+0}
21 J]{r#-1—0<r<i+1Aafl=0)A0<i+1< n}
22
23 //{(r#—l—)0<r<l+1/\a[r]—0)/\0<l+1<n}

+
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Benutzte Logische Umformungen

> Zeilen 11-12:
> [DAC]=[C]und
» Erweiterung von C auf B(i) A C, weil C F B(i) gilt.

> [¢] = [¥V ¢] in der Form
[(B(7) A C)] = [(=A() A C) v (B(i) A O))]

» DeMorgan:
(A A C) v (B() A C)] = [(-A() V B(i)) A C]

» Klassische Implikation:

[FUVV]&[U= V]

Korrekte Software 24 [30]
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Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

10 /+xx { 0<n } x/

11 /+*x { 0<0<n } %/

12 i= 0;

13 /xx { 0< i <n} x/

14 /xx { (-1 # -1 — 0< 1< i Aa[-1] =0) A0<Li<n} %/

15 = —1;

16 ;**{(r#—1—>0§r<i/\a[r]:O)/\OSISn}*/

17 while (i< n) {

18 Jex { (r # -1 — 0<r< i Aa[r] =0 A0<i<nAi<n} */
19 J#x { (r # -1 — 0< r < i Aa[r] =0) A0< i+1<n } %/

20 if (a[i] = 0) {

21 Jx¥x { (r # -1 — 0<r < i Aa[r] =0)A0<L i+1<n A al[i] =0} %/
22 /¥x { 0 < i+1 < n A a[i] =0 } %/

23 /¥x { (i # -1 — 0 < i< i+l A a[i] = 0) A O i+1< n } %/

24 = i;

25 ;x*l{ (r# -1 — 0<r< i+l Aafr] =0) A0 i+I< n } x/

26

27 else {

28 Jxx { (r # -1 — 0<r< i Aafr] =0) A0< i+1 < n A af[i] #0 } %/
29 J¥x { (r # -1 — 0 < r< i+l A afr] = 0) A0 < i+1 < n } %/
30

31 J¥x { (r # -1 — 0 < r< i+l A a[r] = 0) A0 < i+1 < n } %/

32 i= i+1;

33 Jix { (r#—1 — 0<r<iAalr]=0)A0<i<n}

34

35 /*z{(r¢—1—>0§r<i/\a[r]=0)/\0§ <nA-(i <n)} %
36 /xx { (r#-1 —0<r<iAafr] =0 A0<i<nAi>n} %/
37 /**{(r#—l—>0§r<i/\a[r]:0)/\|:n}*/

38 /#x {r# -1 — 0<r<nAaf[r] =01} %/
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Alligemeine Regel bei Ersetzungen?

Wie sieht nun die allgemeine Regel aus fiir

- {Ple/N} I = e{P}

int a[3]; int a[3];

int i; int i;

al[0] = 3; i = 8;

al[l] = 7; a[0]=3;

a[2] = 9; a[l] = i;

ala[2]—a[1]] = al2] = 9;

// {al2] = -1} ala[2]—a[1]] =
// {all] = -1}

Korrekte Software 26 [30] o< v



Allgemeine Regel bei Ersetzungen (Nur Arrays)

Wie sieht nun die allgemeine Regel aus fiir

- {Ple/N} I = e{P}

@ Wenn | Programmuvariable ist, wie gewohnt substituieren
® Wenn | = a[s]:
% Vorkommen der Form a[t] in Literalen L(a[t]) und s und t beide in Z oder Idt,
» dann ersetze L(a[t]) durch L(e), falls s = ¢
® Vorkommen der Form a[t] in Literalen L(a[t]) und s oder t sind nicht aus Z,
> dann ersetze L(a[t]) durch (t =s A L(e)) V (t # s A L(a[t]))

‘2.2 kénnt ihr immer machen, 2.1 ist eine Optimierung

» Das ist jetzt immer noch nicht die ganz allgemeine Form, aber fiir unsere Belange reicht das.
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Zusammenfassung

» Strukturierte Datentypen (Felder und Structs) erfordern strukturierte Adressen
» Abstraktion iber ,,echtem" Speichermodell
» Anderungen in der Semantik und im Floyd-Hoare-Kalkiil iiberschaubar

» ... aber mit erheblichen Konsequenzen:

> Substitution wird zur Ersetzung

> Anwendung der Zuweisungsregel fiithrt i.A. zu groBen Formeln

Korrekte Software 28 [30]
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Idee

» Hier ist ein einfaches Programm:

//
zZ =Y,
/1
y = x;
//

[/ {x=YANy=X}

Korrekte Software
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Idee

» Hier ist ein einfaches Programm:

//

z =Yy;

/1

y = X

[/ {z=Y Ny =X}

[/ {x=YANy=X}

Korrekte Software

3 [44]

o< v



Idee

» Hier ist ein einfaches Programm:

//

z =y;

/] {z=Y Ax=X}
y = x;

// =Y ny=x)

[/ {x=YANy=X}
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Idee

» Hier ist ein einfaches Programm:
[/ {y=YArx=X}

z =y;
/] {z=Y Ax=X}
y = x;

// =Y ny=x)

[/ {x=YANy=X}

Korrekte Software
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Idee

» Hier ist ein einfaches Programm:
//{y=Y Ax=X}

z=y;
// {z=Y Ax=X}
I/ {z= Y ny=x)
J/ o= Y Ay =x}
» Wir sehen:

@ Die Verifikation erfolgt riickwarts (von hinten nach vorne).
@® Die Vorbedingung kann berechnet werden.
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Idee

» Hier ist ein einfaches Programm:
//{y=Y Ax=X}

z=y;
// {z=Y Ax=X}
I/ {z= Y ny=x)
J/ o= Y Ay =x}
» Wir sehen:

@ Die Verifikation erfolgt riickwarts (von hinten nach vorne).
@® Die Vorbedingung kann berechnet werden.

» Geht das immer?
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Idee

» Hier ist ein einfaches Programm:
[/ {y=YAx=X}

z=y;
// {z=Y Ax=X}
I/ {z= Y ny=x)
J/ o= Y Ay =x}
» Wir sehen:

@ Die Verifikation erfolgt riickwarts (von hinten nach vorne).

@® Die Vorbedingung kann berechnet werden.

» Geht das immer?

» Was bringt uns das?

Korrekte Software 3 [44]
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Riickwartsanwendung der Regeln

» Zuweisungsregel kann riickwarts angewandt werden, weil die Nachbedingung eine offene
Variable ist — P passt auf jede beliebige Nachbedingung

F{Ple/N} I =e{P}

Korrekte Software 4 [44] DE U



Riickwartsanwendung der Regeln

» Zuweisungsregel kann riickwarts angewandt werden, weil die Nachbedingung eine offene
Variable ist — P passt auf jede beliebige Nachbedingung

- {Ple/N} I = e{P}

> Was ist mit den anderen Regeln?

F{AAb}c{B} F{AA-b}c {B}

F{A}{}{A} F {A} if (b) ¢y else c; {B}
F{Ata{B} F{B}a{C} - {AA b} c{A}
F{A}c; e {C} F {A} while (b) c {AA-b}

A=A +{Alc{B} B=B
F{A}c{B’}

Korrekte Software 4 [44] i U



Arbeitsblatt 9.1: Eine Kleine Fallunterscheidung

Berechnet die Vorbedingungen an den Stellen (A), (B), (?) fiir folgendes Programm:

/] (?)
if (y=17){
/] (A)
= 89
//
}
else {
// (B)
y= 0;
x= 10;

//

}
/] x+y==10

Korrekte Software 5 [44]
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Riickwartsanwendung;: if

//

if (b) {
//
//{Q}
}

else {
//
{/{o}

/1 {Q}

Korrekte Software

F{AAB o {B} F{AA-b}c {B}

F {A} if (b) ¢y else ¢ {B}
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Riickwartsanwendung;: if

//

if (b) {
//
//{Q}
}

else {
/] {P2}
{/{o}

/1 {Q}

Korrekte Software

F{AAB o {B} F{AA-b}c {B}

F {A} if (b) ¢y else ¢ {B}
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Riickwartsanwendung;: if

//

if (b) {
/] (P}
/] {Q}
}

else {
/] {P2}
{/{o}

/1 {Q}

Korrekte Software

F{AAB o {B} F{AA-b}c {B}

F {A} if (b) ¢y else ¢ {B}
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Riickwartsanwendung: if

/7

it (b) {
/] 1P}
/1)
}

else {
/1 {P2}
{/{o}

/1 {@Q}

Korrekte Software

F{AAb}c{B} F{AA-b}c {B}
F {A} if (b) ¢y else c¢; {B}

Regel in der Form nicht geeignet. Besser:

AZ(PL A b)V (Py A—b)
A/\b=>P1 (1)
A/\—lb:>P2 (2)

Kombiniert mit Weakening ergibt neue Regel:
ANb=P; F{Pi}c{C} AA-b= P, F{P)}c{C}

F{AA bl ¢ {B} F{AA—b}ci {B}
F {(Pl VAN b) \% (P2 AN —|b)} if (b) co else ¢ {B}
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Riickwartsanwendung: if

//

if (b) {
/] {P1}
//{Q}
}

else {
/] {P2}
{/{Q}

/] {Q}

Korrekte Software

F{AAb}c{B} F{AA-b}c{B}
F {A} if (b) ¢ else ¢ {B}

Regel in der Form nicht geeignet. Besser:

AE(Py A b))V (Py A —b)
ANb=> P, (1)
AN=b= P, (2)

Kombiniert mit Weakening ergibt neue Regel:

F{Pi} 0 {C} F{P}a{C}
[ {(Pl A b) \Y (P2 A —|b)} if (b) co else ¢ {B}

6 [44] <Y



Arbeitsblatt 9.2: Etwas Logik

Beweist Lemma (1) und (2) von der vorherigen

A= (PyAb)V (P A—b)
ANb = P,
AN —b=> P,

Hinweis:

» Nutzt logische Umformungen: Distributivitat,

Korrekte Software

Folie:
(1)
(2)

Idempotenz, ...
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Neue Regeln

» Wir konnen aus dem Hoare-Kalkiil neue Regeln ableiten, in dem wir

@ Existierende Regeln instantiieren, oder

@ existierende Regeln verkniipfen.

» Wir benoétigen das hier, um die Regeln des Hoare-Kalkiil in eine Form zu bringen, welche
die Riickwartsrechnung ermoglicht.

Das Hinzufiigen abgeleiteter Regeln ist eine konservative Erweiterung — es lassen sich
damit nicht mehr oder weniger Hoare-Tripel - {P} c {Q} herleiten. J

Korrekte Software 8 [44] DE U



Regeln fiir die Riickwartsrechnung

® Nachbedingung der Konklusion ist von der Form {Q} (offene Meta-Variable)
@® Alle Vorbedingungen der Pramissen ist von der Form {P;} (unterschiedliche P;)

© Alle Variablen in den Vorbedingungen der Konklusion, den Weakenings und
Nachbedingungen der Pramisse sind determiniert?.

Welche Regeln passen noch nicht?

!Entweder in der Nachbedingung oder dem Programmausdruck der Konklusion, oder den Vorbedingungen
der Pramisse enthalten.
Korrekte Software
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Regeln fiir die Riickwartsrechnung

® Nachbedingung der Konklusion ist von der Form {Q} (offene Meta-Variable)
@® Alle Vorbedingungen der Pramissen ist von der Form {P;} (unterschiedliche P;)

© Alle Variablen in den Vorbedingungen der Konklusion, den Weakenings und
Nachbedingungen der Pramisse sind determiniert?.

Welche Regeln passen noch nicht? while-Regel passt noch nicht ...

!Entweder in der Nachbedingung oder dem Programmausdruck der Konklusion, oder den Vorbedingungen
der Pramisse enthalten.
Korrekte Software
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Regeln fiir die Riickwartsrechnung: while

> while-Regel (3) wird mit Weakening zu (4):

F{IAb}c{l}
F {I} while (b) c{I A —b}

(3)

INb=R F{R}c{l} IA-b=>Q
- {I} while (b) c{Q}

(4)

» Implikationen / A b= R, | A -b => Q werden zu Beweisverpflichtungen
» Bedingung / (Invariante) muss vorgegeben werden.

» Durch Annotation: while (b) /*x inv | x/ ¢

Korrekte Software 10 [44] o< v



Ubersicht: Regeln fiir den Hoare-Kalkiil Riickwirts

F{Ala{B} F{B}a{C}

= {Ple/N} I = e{P} F{A{}{A} F{A} e e {C}

+ {Ao} ()] {B} + {Al} C1 {B}
F {(Ao A b) \Y (Al A —|b)} if (b) ¢ else ¢ {B}

INb=B F{B}c{l} IN-b=C
 {I} while (b) /** inv | */ c{C}

Korrekte Software 11 [44]
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Der Hoare-Kalkiil Riickwarts

> Mit diesen Regeln kénnen wir fir ein gegebenes Programm ¢ und eine Nachbedingung @
eine Vorbedingung Py berechnen.

» Was bringt uns das?

Korrekte Software 12 [44] DE U



Der Hoare-Kalkiil Riickwarts

> Mit diesen Regeln kénnen wir fir ein gegebenes Programm ¢ und eine Nachbedingung @
eine Vorbedingung Py berechnen.

» Was bringt uns das?

» Um ein Hoare-Tripel - {P} ¢ {Q} zu beweisen, berechnen wir wie oben die Vorbedingung
Prore.

> Jetzt miissen wir nur noch P = P, zeigen.

> Damit reduzieren wir die Korrektheit auf eine Menge von (zustandsfreien)
Beweisverpflichtungen.
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Der Hoare-Kalkiil Riickwarts

> Mit diesen Regeln kénnen wir fir ein gegebenes Programm ¢ und eine Nachbedingung @
eine Vorbedingung Py berechnen.

» Was bringt uns das?

» Um ein Hoare-Tripel - {P} ¢ {Q} zu beweisen, berechnen wir wie oben die Vorbedingung
Prore.

> Jetzt miissen wir nur noch P = Py, und alle Weakenings aus der Berechnung von Py zeigen.

> Damit reduzieren wir die Korrektheit auf eine Menge von (zustandsfreien)
Beweisverpflichtungen.
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Berechnung von Vorbedingungen

» Die Riickwartsrechnung von einer gegebenen Nachbedingung entspricht der Berechnung

einer Vorbedingung.

» Gegeben CO-Programm c, Pradikat Q, dann ist
> wp(c, Q) die schwichste Vorbedingung P so dass = {P} c {Q};
» Pridikat P schwicher als P’ wenn P/ = P

» Semantische Charakterisierung:

Schwéchste Vorbedingung
Gegeben Zusicherung @ € Assn und Programm c € Stmt, dann

= {P}c{Q} < P = wp(c, Q)

> Wie kénnen wir wp(c, Q) berechnen?

Korrekte Software 13 [44]
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Annotierte Programme

» Wir helfen dem Rechner weiter und annotieren die Schleifeninvariante / am Programm.
» Damit berechnen wir:

> die approximative schwichste Vorbedingung awp(c, Q)

> zusammen mit einer Menge von Verifikationsbedingungen wvc(c, Q)
» Die Verifikationsbedingungen treten dort auf, wo die Weakening-Regel angewandt wird.

» Es gilt:

A wve(e, Q) =k {awp(c, Q)} c {Q} J

Korrekte Software 14 [44] DE U



Uberblick: Approximative schwiichste Vorbedingung

awp({},P) =P
awp(/ = e,P) £ Ple/l] (Genauer: Folie 24 letzte VL)
awp(ci; 2, P) = awp(cy, awp(cp, P))
awp(if (b) ¢y else c1,P) £ (b Aawp(co, P)) V (=b A awp(cy, P))

def .

awp(while (b) /*x inv i x/ ¢c,P) =i

Korrekte Software 15 [44]
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Uberblick: Approximative schwiichste Vorbedingung

awp({ }, P)

awp(/ = e, P)

awp(c1; @, P)

awp(if (b) ¢ else c1, P)
awp(while (b) /*x inv i x/ ¢, P)
wve({ }, P)

wvc(l = e, P)

wvc(cr; 2, P)

wvc(if (b) ¢y else ci, P)
wvc(while (b) /xx inv i x/ c, P)
wve({P}c{@})

Korrekte Software

“p

£ Ple/I] (Genauer: Folie 24 letzte VL)
def

= awp(c1, awp(cz, P))

= (b A awp(co, P)) V (=b A awp(cy, P))

def .
=1

£

£

£ wvc(cr, awp(cz, P)) Uwvc(ep, P)

£ wve(cp, P) Uwvc(cy, P)

£ wve(c, i) U {i A b— awp(c,i)} U {i A—b — P}
£ {P — awp(c, Q)} Uwvc(c, Q)
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Berechnung der Verifikationsbedingungen

Programmbkorrektheit
> Gegeben: Annotiertes Programm ¢ mit Vorbedingung P und Nachbedingung Q.
» Gesucht: wve({P} c{Q})

@ Rekursiv von der Nachbedigung ausgehend berechnen wir fiir jede Zeile des Programmes
die giiltige approximative Vorbedingung awp(c, —).

® Dabei notieren wir alle auftretenden Verifikationsbedingungen wvc(c, —)

© Dabei werden keine Vereinfachungen vorgenommen.

Korrekte Software 16 [44] i U



Beispiel: das Fakultatsprogramm

» Sei F das annotierte Fakultidtsprogramm:

1 //{0<n}

2 p= 1;

3 ¢c= 1;

4+ while (c <=n) //**inv{p=(c—1)Ac—-1<n}*/
s {p=p*c;

6 c=c¢c+ 1;

o}

s [/ {p=n'}

» Berechnung der Verifikationsbedingungen zur Nachbedingung wvc(F, p = n!)

Korrekte Software 17 [44]
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Notation fiir Verifikationsbedingungen

AWP wird am Programm annotiert: WVC wird daneben notiert:
1 //{0<n}

2 //

3 p=1;

« //

5 c= 1;

6

7 while (c <= n)

8 /*% inv p= (c—1)! A c—1 < n %/ {
0 //

10 p=p % c;

11 //

12 c=c+ 1;

13 //

14 }

15 //{p=nl}
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Notation fiir Verifikationsbedingungen

AWP wird am Programm annotiert: WVC wird daneben notiert:
1 0<n

2 %{ ) lip=(c—=1)!Ac—-1<nA—(c<n)
3 Pl — p=n!

s /] P

5 c= 1;

6

7 while (c <= n)

8 /*% inv p= (c—1)! A c—1 < n %/ {

0 //

10 p=p % c;

u //

12 c=c+ 1

13 //

14 }

15 //{p=nl}
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Notation fiir Verifikationsbedingungen

AWP wird am Programm annotiert: WVC wird daneben notiert:
0<

. %{_n} 1 p=(c=1)Ac—1<nA-(c<n)
= 1; _

i ?/ — p=nl

5 c= 1;

6

7 while (c <= n)

8 /*% inv p= (c—1)! A c—1 < n %/ {

9 //

10 p=p % c;

11 //

12 c=c+ 1;
13 // {p=(c—1)'Ac—1<n}

}
15 // {p=n}
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Notation fiir Verifikationsbedingungen

AWP wird am Programm annotiert: WVC wird daneben notiert:
0<

. %{_n} 1 p=(c=1)Ac—1<nA-(c<n)

= 1; _

i ?/ — p=n!

5 c= 1;

6

7 while (c <= n)

8 /*% inv p= (c—1)! A c—1 < n %/ {

9 //

10 =p *x Cc;

p_
1 [/ {p=((c+1)-1IA(c+1)-1<n}
12 c=c+ 1;
13 // {p=(c—=1)IAc—1<n}
14 }
15 // {p=nl}
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Notation fiir Verifikationsbedingungen

AWP wird am Programm annotiert: WVC wird daneben notiert:
1 0<n

2 %{ ) lip=(c—=1)!Ac—-1<nA—(c<n)
3 Pl — p=n!

s /] P

5 c= 1;

6

7 while (c <= n)

8 /*% inv p= (c—1)! A c—1 < n %/ {

9 //{p-c=((c+1)—1)A(c+1)—1<n}

10 p=p % c;

u //{p=(c+1)-1IA(c+1)—-1<n}

12 c=c+ 1;

13 // {p=(c—=1)IAc—1<n}

14 }

15 //{p=nl}

Korrekte Software 18 [44]



Notation fiir Verifikationsbedingungen

AWP wird am Programm annotiert: WVC wird daneben notiert:
// {0 < n}
) // ’ lip=(c—=1)!Ac—-1<nA—(c<n)
3 p= 1, — p=n!
« // .
5 o= 1; 2|p=(c—1)!'Ac—-1<nAc<n
.Cc= —1)!
j while (c <= n) —pc ((C+ 1) 1)' A
8 /*% inv p= (c—1)! A c—1 < n %/ { (C+1)_ 1<n
9 //{p-c=((c+1)—1)IA(c+1)—1<n}
10 =p *x Cc;

p_
u  //{p=(c+1)-1IA(c+1)-1<n}
12 c=c+ 1;
13 // {p=(c—=1)IAc—1<n}
14 }
15 // {p=nl}
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Notation fiir Verifikationsbedingungen

AWP wird am Programm annotiert: WVC wird daneben notiert:
// {0 < n}
; // ’ lip=(c—=1)!Ac—-1<nA—(c<n)
3 p= 1, — p=n!
« // _
5 o= 1; 2|p=(c—1)!'Ac—-1<nAc<n
=(c—1)!Ac—1<n .c= —1)!
° \/N/h‘i{lpe ((g <=)n)c } —p-c=((c+1)=-1)IA
8 /*% inv p= (c—1)! A c—1 < n %/ { (C+1)_1 <n
9 //{p-c=((c+1)—1)IA(c+1)—1<n}
10 =p *x Cc;

p_
u  //{p=(c+1)-1IA(c+1)-1<n}
12 c=c+ 1;
13 // {p=(c—=1)IAc—1<n}
14 }
15 // {p=nl}
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Notation fiir Verifikationsbedingungen

AWP wird am Programm annotiert: WVC wird daneben notiert:
0<
. %{ = 1 p=(c=1)Ac—1<nA-(c<n)
3 p= 1, — p=n!
: éi{f;_(l_l)!/\l_lsn} 2l p=(c—1)'Ac—-1<nAc<n
6 //{p=(c-1)IAc—1<n} —p-c=((c+1)-1)IA
7 while (c <= n)
8 /*% inv p= (c—1)! A c—1 < n %/ { (C+1)_1§n
9 //{p-c=((c+1)—1)IA(c+1)—1<n}
10 p=p % c;
u //{p=(c+1)-1IA(c+1)—-1<n}
12 c=c+ 1;
13 // {p=(c—1)'Ac—1<n}
14 }
15 //{p=nl}
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Notation fiir Verifikationsbedingungen

AWP wird am Programm annotiert: WVC wird daneben notiert:

1 //{0<n}

2 //{1=@-1)A1-1<n} lip=(c—=1)!Ac—-1<nA—(c<n)
3 p= 1, — p=n!

: éi{f;_(l_l)!/\l_lsn} 2l p=(c—1)'Ac—-1<nAc<n
6 //{p=(c-1)IAc—-1<n} —p-c=((c+1)-1)IA

7 while (c <= n)

8 /*% inv p= (c—1)! A c—1 < n %/ { (C+1)_1§n

9 //{p-c=((c+1)—1)IA(c+1)—1<n}

10 p=p % c;

u //{p=(c+1)-1IA(c+1)—-1<n}

12 c=c+ 1;

13 // {p=(c—1)'Ac—1<n}

14 }

15 //{p=nl}
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Notation fiir Verifikationsbedingungen

AWP wird am Programm annotiert:

1 //{0<n}

2 //{1=@@-1)!A1-1<n}

3 p=1;

+ //{p=QQ-1IAl-1<n}

5 c= 1;

6 //{p=(c—1)!Ac—-1<n}

7 while (c <= n)

8 /*% inv p= (c—1)! A c—1 < n %/ {
9 //{p-c=((c+1)—1)IA(c+1)—1<n}
10 p=p * c;

u  //{p=(c+1)-1IA(c+1)-1<n}
12 c=c+ 1;

13 // {p=(c—=1)IAc—1<n}

14 }

15 // {p=nt}

Korrekte Software

WVC wird daneben notiert:

1

2

18 [44]

p=(c—1)!Ac—=1<nA-(c<n)
— p=nl
p=(c—1)!'Ac—1<nAc<n
—p-c=((c+1)-1)IA
(c+1)—1<n
0<n—1=(1-1)A(1-1)<n

DE U



Vereinfachung von Verifikationsbedingungen

Wir nehmen folgende strukturelle Vereinfachungen vor:
@ Konjunktionen in der Konklusion werden zu einzelnen Verifikationsbedingungen

> BSpZ A1/\A2/\A3—)P/\QWAl/\Az/\A3—)P,A1/\A2/\A3—)Q

® Auswertung konstanter arithmetischer Ausdriicke, einfache arithmetische Gesetze

> Bsp. (x+1)—1~x,1—-1~0

©® Normalisierung der Relationen (zu <, <, =, #) und Vereinfachung

> Bsp: o(x < y)wx>y~y<x x<x~ true, 4 <5~ true

O Alle Bedingungen mit einer Pramisse false oder einer Konklusion true sind trivial erfiillt.
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Vereinfachung am Beispiel

> 1. p=(c—1)!Ac—1<nA-(c<n)— p=n!
~p=(c—1)'Ac—1<nAn<c— p=n!

Es bleibt zu zeigen:

Korrekte Software 20 [44]
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Vereinfachung am Beispiel

> 1. p=(c—1)!Ac—1<nA-(c<n)— p=n!
~p=(c—1)'Ac—1<nAn<c— p=n!

> 2 p=(c—-1)!Ac—-1<nAc<n—p-c=((c+1)-1)!A(c+1)—1<n
~ p=(c—1)Ac—1<nAc<n—p-c=cl
p=(c—1)!'Ac—1<nAc<n— c<n-~ true

Es bleibt zu zeigen:

Korrekte Software 20 [44]
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Vereinfachung am Beispiel
> 1. p=(c—1)!Ac—1<nA-(c<n)— p=n!
~p=(c—1)'Ac—1<nAn<c— p=n!
> 2 p=(c—-1)!Ac—-1<nAc<n—p-c=((c+1)-1)!A(c+1)—1<n
~ p=(c—1)Ac—1<nAc<n—p-c=cl
p=(c—1)!'Ac—1<nAc<n— c<n-~ true
>3 0<n—1=(1-1)IA(1-1)<n
~ 0<n—1=0!
0<n—0<n~ true
Es bleibt zu zeigen:

Korrekte Software 20 [44]
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Vereinfachung am Beispiel
> 1. p=(c—1)!Ac—1<nA-(c<n)— p=n!
~p=(c—1)'Ac—1<nAn<c— p=n!
> 2 p=(c—-1)!Ac—-1<nAc<n—p-c=((c+1)-1)!A(c+1)—1<n
~ p=(c—1)Ac—1<nAc<n—p-c=cl
p=(c—1)!'Ac—1<nAc<n— c<n-~ true
>3 0<n—1=(1-1)IA(1-1)<n
~ 0<n—1=0!
0<n—0<n~ true
Es bleibt zu zeigen:
» p=(c—1)!Ac—-1<nAn<c— p=n!
Aus n < c folgt n> c —1, also ¢ — 1 = n, und mit p = (¢ — 1)! folgt die Behauptung.

Korrekte Software 20 [44]
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Vereinfachung am Beispiel
> 1. p=(c—1)!Ac—1<nA-(c<n)— p=n!
~p=(c—1)'Ac—1<nAn<c— p=n!
> 2 p=(c—-1)!Ac—-1<nAc<n—p-c=((c+1)-1)!A(c+1)—1<n
~ p=(c—1)Ac—1<nAc<n—p-c=cl
p=(c—1)!'Ac—1<nAc<n— c<n-~ true
>3 0<n—1=(1-1)IA(1-1)<n
~ 0<n—1=0!
0<n—0<n~ true
Es bleibt zu zeigen:
» p=(c—1)!Ac—-1<nAn<c— p=n!
Aus n < c folgt n> c —1, also ¢ — 1 = n, und mit p = (¢ — 1)! folgt die Behauptung.
> 2p=(c—1)!Ac—-1<nAc<n—p-c=c!
Aus p=(c—1)! folgt p- c =c-(c —1)!, und mit c- (c — 1)! = c! folgt die Behauptung.
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Vereinfachung am Beispiel
> 1. p=(c—1)!Ac—1<nA-(c<n)— p=n!
~p=(c—1)'Ac—1<nAn<c— p=n!
> 2 p=(c—-1)!Ac—-1<nAc<n—p-c=((c+1)-1)!A(c+1)—1<n
~ p=(c—1)Ac—1<nAc<n—p-c=cl
p=(c—1)!'Ac—1<nAc<n— c<n-~ true
>3 0<n—1=(1-1)IA(1-1)<n
~ 0<n—1=0!
0<n—0<n~ true
Es bleibt zu zeigen:
» p=(c—1)!Ac—-1<nAn<c— p=n!
Aus n < c folgt n> c —1, also ¢ — 1 = n, und mit p = (¢ — 1)! folgt die Behauptung.
> 2p=(c—1)!Ac—-1<nAc<n—p-c=c!
Aus p=(c—1)! folgt p- c =c-(c —1)!, und mit c- (c — 1)! = c! folgt die Behauptung.
> 3: 1 = 0! folgt direkt aus der Definition der Fakultat.
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Arbeitsblatt 9.3: Da summt was. ..

1 //{0<nAn=N}

2 p= 0;

3 while (n>0) //**inv p=sum(n+1,N); */
4 { p=p+n;

5 n=n-—1

s}

7 // {p=sum(1,N)}

@ Berechnet zuerst die unvereinfachten VCs (dafiir sind die AWPs nétig)
® Danach vereinfacht die VCs schematisch wie oben beschrieben.
©® Welche VCs sind beweisbar?
0 i>j
Dabei gilt: sum(i,j) =
& (i>J) {i+sum(i+1,j) i<j

Korrekte Software 21 [44]
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Weiteres Beispiel: Maximales Element

1 //{0< n}
2 i= 0;
3 r= 0;
w&')
+ while (i< n) //**inv{(Vi0<j<i—a[]<a[f)A0<r<nA0<i<n}*
B 0 (elo] < alfl) o
; else {
s}
10 i= i+1;

12 //{(Vj.0<j<n—a[j]<a[r])A0<r<n}

Korrekte Software 22 [44]
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Maximales Element (Schleifenrumpf)

while (i< n)
v(}i:r) ‘
Jex inv {(¥.0<j<i—al]<al)AO<r<nA0<i<n}
*/
{

//
if (a[r] < a[i]) {
//

r= i;

//

// {(9.0 < j<— al] S al) AO < r < n}

Korrekte Software 23 [44]
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Maximales Element (Schleifenrumpf)

while (i< n) Ve
) 1| @(i,r) A=(i < n) —
/% inv {(vj.0<j<i—al]<al)AO<r<nA0<i<n} (Vj.0<j<n—alj] < a[r])
*/ A

{
//
if (a[r] < a[i]) {
//

r= i;

//

0<r<n

i= i+1;
{/ {e(i, N}

// {(9.0 < j<— al] S al) AO < r < n}
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Maximales Element (Schleifenrumpf)

while (i< n) Ve
) 1| @(i,r) A=(i < n) —
/% inv {(vj.0<j<i—al]<al)AO<r<nA0<i<n} (Vj.0<j<n—alj] < a[r])
*/ A

{
//
if (a[r] < a[i]) {
//

/o
}

else {

; /!

/] {eli+1,n}
i= i+1;

{/ {(i, r)}

// {(9.0 < j<— al] S al) AO < r < n}

0<r<n
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Maximales Element (Schleifenrumpf)

VC:

while (i< n)
sog:f)
Jex inv {(¥.0<j<i—al]<al)AO<r<nA0<i<n}
*/
{

//
if (a[r] < a[i]) {
//

/o
}

else {

; /] {eli+1,r)}
/] {eli+1,r)}
i= i+1;

{/ {o(i,r)}

// {(9.0 < j<— al] S al) AO < r < n}

Korrekte Software 23 [44]

1] p(i,r)A=(i < n)—
(Vj.0<j<n— alj] < a[r])
A
0<r<n
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Maximales Element (Schleifenrumpf)

VC:

while (i< n)
sog:f)

Jex inv {(¥.0<j<i—al]<al)AO<r<nA0<i<n}
*/
{

//

if (a[r] < a[i]) {

/!

r= i;

{/ {e(i+1,n}

else {

; /] {eli+1,r)}
/] {eli+1,r)}
i= i+1;

{/ {o(i,r)}

// {(9.0 < j<— al] S al) AO < r < n}
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1] p(i,r)A=(i < n)—
(Vj.0<j<n— alj] < a[r])
A
0<r<n
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Maximales Element (Schleifenrumpf)

VC:

while (i< n)
sog:f)
Jex inv {(¥.0<j<i—al]<al)AO<r<nA0<i<n}
*/
{

//
if (alr] < alil) {
/] 490+ 1,1}

r=i;

{/ {e(i+1,n}

else {

; /] {eli+1,r)}
/] {eli+1,r)}
i= i+1;

{/ {o(i,r)}

// {(9.0 < j<— al] S al) AO < r < n}
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1] p(i,r)A=(i < n)—
(Vj.0<j<n— alj] < a[r])
A
0<r<n
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Maximales Element (Schleifenrumpf)

VC:

while (i< n)
w(i,r)
Jex inv {(¥.0<j<i—al]<al)AO<r<nA0<i<n}

*/

// {alr] < all A (i +1,0) v (=(alr] < alil) A (i + 1,1}
if (alr] < alil) {
/] 490+ 1,1}

r=i;

{/ {e(i+1,n}

else {

; /] {eli+1,r)}
/] {eli+1,r)}
i= i+1;

{/ {o(i,r)}

// {(9.0 < j<— al] S al) AO < r < n}
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1] p(i,r)A=(i < n)—
(Vj.0<j<n— alj] < a[r])
A
0<r<n
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Maximales Element (Schleifenrumpf)

while (i< n)
sog:f)

VC:

1

Jex inv {(¥.0<j<i—al]<al)AO<r<nA0<i<n}

*/

[/ Aalr] < alil Ap(i+1,i) v (=(a[r] < a[i]) A p(i+1,r)}
if (a[r] < a[i]) {
/] (i +1,1)}

r=i;

}{/ {e(i+1,n}

else {

; /] {e(i+1,n)}
/1 {eli+1,r)}
i= i+1;

{/ {e(i, )}

// {(9.0 < j<— al] S al) AO < r < n}

Korrekte Software
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o(i,r) AN=(i < n) —
(Vj.0<j<n— alj] < a[r])
A
0<r<n

o(i,r) Ni<n—
ar] < a[lil A (i +1,1)

V
=(a[r] < a[i]) Np(i+1,r)
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Maximales Element (Initialisierung)

VC:

0
%{ <hb 1| (i, r) A=(i < n) —
i= 0; (Vj.0<j<— a[j] < a[r])
//
r= 0; A
// (i, 1)} 0<r<n
while (i< n) e 2| p(i,r)Ni<n—

Jer inv {(.0<j<i—all<a)AO<r<nAO<i<n} f/[r]<a[’]/\<p(l+1’l)
*/

~(alr] < alil) Ap(i+1,r)
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Maximales Element (Initialisierung)

% {o<n} V1C' o(i,r) A\=(i < n) —

}7 {?o_o o) prosisal=ald

17 1l 1} O<r<n

while (i< n) e 2| p(i,r)Ni<n—

*;** inv {(Vj.0§j<i—>a[i]Saf;])/\off<”/\05"<2} f/[f]<a[I]/\<P(l'+1,l')
=(a[r] < a[i]) Ap(i+1,r)
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Maximales Element (Initialisierung)

VC:
?2 %;(f),g} 1 go(lv,r) /\<—'(i < n) —
// Lol 0} 5\1-0 <j<—a[j] < alr))
//{tp(lf)} 0<r<n
while (i< n) o 9 go(i,r)/\i<n—>
*;** v {(.0<j<i—all<al)AO<r<nr0<i<n} f/[r] <alil Ae(i+1,1)
—(alr] < a[i]) Ap(i+1,r)
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Maximales Element (Initialisierung)

VC:
// {0 < n} . .
[/ p(0,0) L e(i,r) A(i < n) —
i= i 0<j <
/1 10,0 E\VJ 0<j<—ali] <al)
7 o0, ) 0<r<n
while (i<n) e 2| p(i,r)Ni<n—
Jur v {(.0<j<i—all<a)AO<r<nnO<i<n} ;a/[r] <alil Ae(i+1,1)
*/
—(a[r] < a[i]) A p(i+1,r)
3/0<n— ¢(0,0)
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Maximales Element (Verifikationsbedingungen)

Unvereinfacht:

1 (Vio<j<i—alj]<ar)A0<r<nA0<Li<nA=(i<n)—
(Vji.0<j<—a[j]<a[r])A0<r<n

2 (Vio<j<i—alj]<a[r)A0<r<nA0<i<nAi<n—
((a[r] < a[IAN(VjO<j<i+1l—a[]<a[i)A0O<i<nA0<i+1<n)V
(—(a[rl < a)A(Vj.0<j<i+1l—a[j]<a[r])AOL<r<nA0<i+1<n))

3 0<n—(Vj0<j<0—a[j]<a[0)A0<0<nA0<LO0<n

» Sehr lange Verifikationsbedingungen (u.a. wegen Fallunterscheidung)

» Insbesondere schwer zu vereinfachen

» Wie konnen wir das beheben?
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Maximales Element (Verifikationsbedingungen)

Vereinfacht:

11 (Vjo<j<i—a[j]<a[r)A0O<r<nA0<i<nAn<i—
Vj0<j<n— alj] <a[r]

12 (Vjo<j<i—alj]<a[r])A0<r<nA0<i<nAn<i—0<r<n

2 (Vjo<j<i—a]<a[r)AO<r<nA0<i<nAi<n—
((a[r] < a[IA(Vj.0<j<i+1l—a[]<a[i)A0<i<nA0<i+1<n)V
(e[l <alrhDA(Vjo<j<i+l—a[j]<a[r])A0L<r<nA0<i+1<n))

31 0<n—Vj.0<j<0— a[j] < a[0]

32 0<n—0<0<0

32 0<n—0<0<0

» Sehr lange Verifikationsbedingungen (u.a. wegen Fallunterscheidung)

» Insbesondere schwer zu vereinfachen
» Wie konnen wir das beheben?
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Explizite Vorbedingungen

Lange Vorbedingung:
/] {(PLAb)V (P2 A—b)}
if (b) {

/] {P1}

/] {Q)

} else {

/] {P2}

// 18}

}

Korrekte Software

Kurze Vorbedingung:

/] {A}

if (b) {
/] {AN b}
// Q)
} else {
// {AN=b}

// {Q}
}
Dazu VCs:

ANb — P
AN-b— P

26 [44]
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Spracherweiterung: Explizite Spezifikationen

» Erweiterung der Sprache CO um Invarianten fiir Schleifen und explizite Zusicherung

Assn a::=...— Zusicherungen
Stmt c i= I=¢e|c;|{}]|if(b) a else &
| while (b) /*x inv ax/ c
| /xx {a} »/
» Zusicherungen haben keine Semantik (Kommentar!), sondern erzwingen eine neue
Vorbedingung.

» Dazu vereinfachte Regel fiir Fallunterscheidung:
awp(if (b) ¢ else c1, P) = (b A awp(co, P)) V (—b A awp(ct, P))
Wenn awp(cop, P) = b A Py, awp(c1, P) = —b A Py, dann gilt

(BABAPY)V(=bA=bAPy)=(bAPy)V(-bAPy)=(bV-b)APy= P
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Uberblick: Approximative schwiichste Vorbedingung

awp({ }, P)

awp(/ = e, P)

awp(cy; ¢, P)

awp(if (b) ¢ else ci, P)

awp(if (b) ¢ else ci, P)
awp(/x+ {q} */, P)

awp(while (b) /** inv i x/ ¢, P)
wvc({ }, P)

wvc(/ = e, P)

wvc(cy; 62, P)

wvc(if (b) co else ci, P)
wvc(/xx {q} */, P)

wvc(while (b) /xx inv i x/ c, P)

Korrekte Software

£p

£ Ple/l] (Genauer: Folie 24 letzte VL)

def

= awp(c1, awp(c2, P))

£ Q wenn awp(co, P) = bA Q,awp(c1,P) = —-bAQ
def

= (b A awp(cp, P)) V (—b A awp(c1, P))

def

&

£

£

£ wvc(cr, awp(cz, P)) U wve(e, P)

£ wvc(cp, P) Uwvc(cy, P)

= {qg— P}

£ wve(c, i) U {i A b—s awp(c, )} U {i A—=b — P}
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Maximales Element mit Zusicherung

1 //{0<n}

2 /)

3 i= 0;

4 r= 0;

5 //

6 while (i< n) /% inv {(Vj,0<j<i—a[jl<a[r])AOL<r<nA0<i<n} %/
v {

8 //

9 if (a[r] < afi])

10 [/ AV 0<j<i—a[jl<a[r])AN0<r<nA0<i<nAalr] < alil}
1

12 r= i;

13 //

14 }

15 else {

16 //{Vi.0<j<i—al]<a[r])A0<r<nA0<i<nA-(a[r] < a[i])}
17

18 }

w /)

20 i= i+1;

a /)

22 }

3 [/ {(Vji.0<j<n—a[]<a[r])AO<Lr < n}
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Maximales Element mit Zusicherung

1 //{0<n}

2 /)

3 i= 0;

4 r= 0;

5 //

6 while (i< n) /% inv {(Vj,0<j<i—a[jl<a[r])AOL<r<nA0<i<n} %/
v {

8 //

9 if (a[r] < afi])

10 [/ AV 0<j<i—a[jl<a[r])AN0<r<nA0<i<nAalr] < alil}
1

12 r= i;

13 //

14 }

15 else {

16 //{Vi.0<j<i—al]<a[r])A0<r<nA0<i<nA-(a[r] < a[i])}
17

18 }

w /)

20 i= i+1;

21 //A(Vj.0<j<i—alj]<a[r])A0<r<nA0<Li<n}

22

3 [/ {(Vji.0<j<n—a[]<a[r])AO<Lr < n}
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Maximales Element mit Zusicherung

1 //{0<n}

2 /)

3 i= 0;

4 r= 0;

5 //

6 while (i< n) /% inv {(Vj,0<j<i—a[jl<a[r])AOL<r<nA0<i<n} %/
 q

8 //

9 if (a[r] < afi])

10 [/ AV 0<j<i—a[jl<a[r])AN0<r<nA0<i<nAalr] < alil}
1

12 r= i;

13 //

14 }

15 else {

16 //{Vi.0<j<i—al]<a[r])A0<r<nA0<i<nA-(a[r] < a[i])}

19 [/ {(Vj.0<j<i+1—a[]<a[r)A0O<r<nA0<i+1<n}
20 i= i+1;
21 /] {(Vj.0<j<i—a[j]<a[r])AOL<r<nA0<Li<n}

3 [/ {(Vji.0<j<n—a[]<a[r])AO<Lr < n}
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Maximales Element mit Zusicherung

1 //{0<n}
2 //
3 i= 0;
4 r= 0;
5 //
6 while (i< n) /% inv {(Vj,0<j<i—a[jl<a[r])AOL<r<nA0<i<n} %/
7 {
8 //
9 if (a[r] < afi])
10 [/ AV 0<j<i—a[jl<a[r])AN0<r<nA0<i<nAalr] < alil}
1; r= i;
13 //
14 }
15 else {
16 [/ {(Vj.0<j<i—afj]<a[r])A0<r<nA0<i<nA-(a[r] < a[il)}
17 [/ {(Vj.0<j<i+1—a[]<a[r)AO<r<nA0<i+1<n}
12 [/ {(Vi0<j<i+1—al]<a[r)AO<r<nA0<i+1<n}
i= i+1;
E‘I [/ AV 0<j<i— aljl<a[r)AO<r<nA0<i<n}

3 [/ {(Vji.0<j<n—a[]<a[r])AO<Lr < n}
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Maximales Element mit Zusicherung

1 //{0<n}
2 //
3 i= 0;
4 r= 0;
5 //
6 while (i< n) /% inv {(Vj,0<j<i—a[jl<a[r])AOL<r<nA0<i<n} %/
7 {
8 //
9 if (a[r] < afi])
10 [/ AV 0<j<i—a[jl<a[r])AN0<r<nA0<i<nAalr] < alil}
1
12 ;7{I(‘;’j.0§j<i+1—>a[j]ga[r])/\ogr<n/\0§i+1§n}
1‘51 elsg {
16 [/ {(Vj.0<j<i—afj]<a[r])A0<r<nA0<i<nA-(a[r] < a[il)}
17 [/ {(Vj.0<j<i+1—a[]<a[r)AO<r<nA0<i+1<n}
12 [/ {(Vi0<j<i+1—al]<a[r)AO<r<nA0<i+1<n}
i= i+1;
E‘I [/ AV 0<j<i— aljl<a[r)AO<r<nA0<i<n}

3 [/ {(Vji.0<j<n—a[]<a[r])AO<Lr < n}
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Maximales Element mit Zusicherung

1 //{0<n}
2 //
3 i= 0;
4 r= 0;
5 //
6 while (i< n) /*x inv {(Vj,0<j<i—a[]<a[r]))AOL<r<nA0<Li<n} %/
LA
8 //
9 if (a[r] < ali]) {
10 [/ AV 0<j<i—a[jl<a[r])AN0<r<nA0<i<nAalr] < alil}
1 //{(¥.0<j<i+1—al] <all)A0<i<nAO<i+1<n}
- IV 0<i<itl—sall <al) AO<r<nA0<itl<n}
1: elsg {
16 [/ {(Vj.0<j<i—afj]<a[r])A0<r<nA0<i<nA-(a[r] < a[il)}
17 [/ {(Vj.0<j<i+1—a[]<a[r)AO<r<nA0<i+1<n}
12 [/ {(Vi0<j<i+1—al]<a[r)AO<r<nA0<i+1<n}
i= i+1;
E‘I [/ AV 0<j<i— aljl<a[r)AO<r<nA0<i<n}

3 [/ {(Vji.0<j<n—a[]<a[r])AO<Lr < n}
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Maximales Element mit Zusicherung

// {0 < n}
//

i= 0;

r= 0;

//
while (i< n) /#x inv {(Vj,0<j<i—a[j]<a[r])AOL<r<nA0<i<n} x/

0 N GOAWN

[/ {V¥ji.0<j<i—alj] <alr]AO<r<iAi<n}
9 if (a[r] < ali]) {

10 [/ AV 0<j<i—a[jl<a[r])AN0<r<nA0<i<nAalr] < alil}
1 //{(¥.0<j<i+1—al] <all)A0<i<nAO<i+1<n}
- IV 0<i<itl—sall <al) AO<r<nA0<itl<n}
1: elsg {
16 [/ {(Vj.0<j<i—afj]<a[r])A0<r<nA0<i<nA-(a[r] < a[il)}
17 [/ {(Vj.0<j<i+1—a[]<a[r)AO<r<nA0<i+1<n}
12 [/ {(Vi0<j<i+1—al]<a[r)AO<r<nA0<i+1<n}
i= i+1;
E‘I }/{I(Vj.0§j<i—)aU]Sa[r])/\OSr<n/\0§i§n}

3 [/ {(Vji.0<j<n—a[]<a[r])AO<Lr < n}
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Maximales Element mit Zusicherung

// {0 < n}

//

i= 0;

r= 0;

[/ AMVL0<j<i—a[]<alr)A0< r<iAi<n}

while (i< n) /#x inv {(Vj,0<j<i—a[j]<a[r])AOL<r<nA0<i<n} x/

0 N GOAWN

[/ {V¥ji.0<j<i—alj] <alr]AO<r<iAi<n}
9 if (a[r] < ali]) {

10 [/ AV 0<j<i—a[jl<a[r])AN0<r<nA0<i<nAalr] < alil}
1 //{(¥.0<j<i+1—al] <all)A0<i<nAO<i+1<n}
- IV 0<i<itl—sall <al) AO<r<nA0<itl<n}
1: elsg {
16 [/ {(Vj.0<j<i—afj]<a[r])A0<r<nA0<i<nA-(a[r] < a[il)}
17 [/ {(Vj.0<j<i+1—a[]<a[r)AO<r<nA0<i+1<n}
12 [/ {(Vi0<j<i+1—al]<a[r)AO<r<nA0<i+1<n}
i= i+1;
E‘I }/{I(Vj.0§j<i—)aU]Sa[r])/\OSr<n/\0§i§n}

3 [/ {(Vji.0<j<n—a[]<a[r])AO<Lr < n}
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Maximales Element mit Zusicherung

// {0 < n}

/] {(¥j.0<j<0—salj] <a[0]) AO<0<O0AO< n}

i= 0;

r= 0;

[/ AMVL0<j<i—a[]<alr)A0< r<iAi<n}

while (i< n) /#x inv {(Vj,0<j<i—a[j]<a[r])AOL<r<nA0<i<n} x/

0 N GOAWN

[/ {V¥ji.0<j<i—alj] <alr]AO<r<iAi<n}
9 if (a[r] < ali]) {

10 [/ AV 0<j<i—a[jl<a[r])AN0<r<nA0<i<nAalr] < alil}
1 //{(¥.0<j<i+1—al] <all)A0<i<nAO<i+1<n}
- IV 0<i<itl—sall <al) AO<r<nA0<itl<n}
1: elsg {
16 [/ {(Vj.0<j<i—afj]<a[r])A0<r<nA0<i<nA-(a[r] < a[il)}
17 [/ {(Vj.0<j<i+1—a[]<a[r)AO<r<nA0<i+1<n}
12 [/ {(Vi0<j<i+1—al]<a[r)AO<r<nA0<i+1<n}
i= i+1;
E‘I }/{I(Vj.0§j<i—)aU]Sa[r])/\OSr<n/\0§i§n}

3 [/ {(Vji.0<j<n—a[]<a[r])AO<Lr < n}
Korrekte Software 29 [44] U



Maximales Element mit Zusicherung: Beweisverpflichtungen

Unvereinfacht:

Korrekte Software

(1)
()
(3)
(4)
(5)

(Vjio<j<i—aljl<a[r])AOLr<nA0<i<nA=(i<n)

— (Vj.0<j<n—a[j]<a[r)AO<r<n
(Vji,o<j<i—aljl<a[r])A0OL<r<nA0<i<nA—(a[r] < a[i])
— (Vj.0<j<i+l—a}j]<a[r])AOL<r<i4+1A0<i+1<n
(Vji.,o<j<i—alj]<a[r])A0OL<r<nA0<i<nAa[r] < ali]
— (Vj.0<j<i+l—a}j]<a[i)A0<i<nA0<i+1<n
(Vjio<j<i—a[j]<a[r)AO<r<nA0<i<n—
(Vji.o<j<i—alj]<a[r])A0OL<r<nA0<i<n

0<n— (¥.0<j<0—afj] <a0)AO<0<nA0<0<n
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Maximales Element mit Zusicherung: Beweisverpflichtungen

Vereinfacht (Teil 1):

Korrekte Software

(1.1) (Vjo<j<i—a[j]<a[r)A0O<r<nA0<i<nAn<i
— (Vj.0<j < n— a]j] < a[r])

(1.2) (Vj.o<j<i—a[]<a[r)AO<r<nA0<i<nAn<i
—0<r<n

(21) (Vjo<j<i—a[j]<a[r)A0<r<nA0<i<nAali<alr]
— (Vj.0<j<i+1— a[j] <alr])

(22) (Vjo<j<i—a[j]<a[r)A0<r<nA0<i<nAali<alr]
—0<r<n

(23) (Vjo<j<i—a[j]<a[r)A0<r<nA0<i<nAali<alr]
—0<i+1<n

31 [44] <Y



Maximales Element mit Zusicherung: Beweisverpflichtungen
Vereinfacht (Teil 2):

(3.1)
(3.2)
(3.3)
(4.1)
(4.2)
(4.3)
(5.1)

(5.2)
(5.3)

Korrekte Software

(Vji,o<j<i—alj]<a[r])AOL<r<nA0<i<nAa[r] < ali]
— (Vj.0<j<i+1— a[j] < a[i])
(Vji.0<j<i—a[j]<a[r)A0O<r<nA0<i<nAalr] < ali
—0<i<n
(Vji,o<j<i—alj]<a[r])AOL<r<nA0<i<nAa[r] < ali]
—0<i+1<n
(Vji,o<j<i—alj]<a[r])A0OL<r<nA0<i<n—
(Vj.0<j<i— a[j] <a[r])
(Vji,o<j<i—alj]<a[r])AOLr<nA0<i<n— 0<r<n
(Vjo<j<i—alj]<a[r)A0<r<nA0<i<n— 0<i<n
0<n— (Vj.0<j<0— a[j] < a[0])

0<n—0<0<n

O0<n—0<0<n

32 [44] <Y



Beweismethoden

> Um Py A... AP, — Q zu zeigen, nehmen wir P, ..., P, an und zeigen Q.

» Dabei nutzen wir u.a. folgende Regeln:

Wenn P, dann P (Trivial)

Wenn P und | = t, dann P[t/l] (Substitution)

x < x (Reflexitat)

Wenn x < y und y < z, dann x < z (Transitivitat)
Wenn x <y und y < x, dann x = y (Antisymmetrie)
Wenn x < y, dann x <y + 1 oder x + 1 < y (Inc)
Wenn Vx. P, dann P[t/x] (Instantiierung)

Wenn false, dann P (Ex falso)

Wenn a < b und x < y, dann a+ x < b+ y und Variation mit x = 0 etc.
Umformungen mit (0,+) und (1,-)
Domanenspezifische Regeln

Korrekte Software 33 [44]



Arbeitsblatt 9.4: Beweisverpflichtungen Beweisen

Betrachtet die vereinfachten Verifikationsbedingungen. Wie wiirdet ihr sie beweisen? Was fiir
Methoden verwendet ihr?

» Welches sind triviale Beweise?
> Welches sind einfache Beweise?

» Welche erfordern langere Argumentation?
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Arbeitsblatt 9.5: Kopien

Dieses Programm kopiert ein Array: @ Spezifiziert die Funktionalitit.

i= 0; ® Findet die Invariante.

wh/nli ("|w< Tg? . © Berechnet die Verifikationsbedingungen (VCs) und
i il ]:' I [i]: schwichste Vorbedingung.
i= i+1; O Beweist die VCs.

}
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Noch ein Beispiel: kleinstes Null-Element
> Folgendes Programm sucht in a nach dem ersten Null-Element:

void find_zero ()
{
IEN0E
r= —1;
while (i< n)
if (= —-18&& a[i] = 0) {
}
else {
}
}
}

> Wie spezifizieren wir das?

Korrekte Software 36 [44]
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Noch ein Beispiel: kleinstes Null-Element
> Folgendes Programm sucht in a nach dem ersten Null-Element:

void find_zero ()
{
IEN0E
r= —1;
while (i< n)
if (r= —18&& a[i] = 0) {
}_ 1

else {

}
}
}

> Wie spezifizieren wir das?
» Welche Beweisverpflichtungen entstehen?
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Noch ein Beispiel: kleinstes Null-Element
> Folgendes Programm sucht in a nach dem ersten Null-Element:

void find_zero ()

{
IEN0E
r= —1;
while (i< n)
if (= —-18&& a[i] = 0) {
}

else {

}
}
}

> Wie spezifizieren wir das?
» Welche Beweisverpflichtungen entstehen?

» Wie beweisen wir diese?
Korrekte Software 36 [44]



Zusammenfassung

» Die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils lassen sich, weitgehend schematisch, riickwarts (vom
Ende her) anwenden — nur Schleifen machen Probleme.

» Wir annotieren daher die Invarianten an Schleifen, und kénnen dann die schwichste
Vorbedingung und Verifikationsbedingungen automatisch berechnen.

» Dabei sind die Verifikationsbedingungen das Interessante.

> Um die Verifikationsbedingungen zu vereinfachen fiihren wir explizite Zusicherungen in
CO0 ein

» Die Generierung von Verifikationsbedingungen korrespondiert zur relativen Vollstandigkeit
der Floyd-Hoare-Logik.
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Zusammenfassung
» Die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils lassen sich, weitgehend schematisch, riickwarts (vom
Ende her) anwenden — nur Schleifen machen Probleme.

» Wir annotieren daher die Invarianten an Schleifen, und kénnen dann die schwichste
Vorbedingung und Verifikationsbedingungen automatisch berechnen.

» Dabei sind die Verifikationsbedingungen das Interessante.

> Um die Verifikationsbedingungen zu vereinfachen fiihren wir explizite Zusicherungen in
CO0 ein

» Die Generierung von Verifikationsbedingungen korrespondiert zur relativen Vollstandigkeit
der Floyd-Hoare-Logik.

> Warum eigentlich immer riickwarts?
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Zusammenfassung
» Die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils lassen sich, weitgehend schematisch, riickwarts (vom
Ende her) anwenden — nur Schleifen machen Probleme.

» Wir annotieren daher die Invarianten an Schleifen, und kénnen dann die schwichste
Vorbedingung und Verifikationsbedingungen automatisch berechnen.

» Dabei sind die Verifikationsbedingungen das Interessante.

> Um die Verifikationsbedingungen zu vereinfachen fiihren wir explizite Zusicherungen in
CO0 ein

» Die Generierung von Verifikationsbedingungen korrespondiert zur relativen Vollstandigkeit
der Floyd-Hoare-Logik.

> Warum eigentlich immer riickwarts? Nachstes Mal
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Fahrplan

Einflhrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil |

Der Floyd-Hoare-Kalkiil 1l: Invarianten
Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Strukturierte Datentypen
Verifikationsbedingungen

Vorwarts mit Floyd und Hoare
Funktionen und Prozeduren |
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Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Riickblick
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Idee

» Hier ist ein einfaches Programm:

[/ X =xNY =y}

z =y,
//
y = x;
/1l

JI{X=yAY =x}

Korrekte Software
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Idee

» Hier ist ein einfaches Programm:

[/ X =xNY =y}

z =y,
//

y = x;

[/ {X=ynY =2z}

JI{X=yAY =x}

Korrekte Software 3 [35]
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Idee

» Hier ist ein einfaches Programm:

[/ X =xNY =y}

z=y;
//{X=xAY =2z}
y = x;

/) (X=yAY =2

JI{X=yAY =x}

Korrekte Software 3 [35]
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Idee

» Hier ist ein einfaches Programm:

[/ X =xNY =y}

z=y;
//{X=xAY =2z}
y = X,

/) (X=yAY =2

JI{X=yNY=x}

» Wir haben gesehen:
@ Die Verifikation erfolgt riickwérts (von hinten nach vorne).

@® Die Verifikation kann berechnet werden.

Korrekte Software 3 [35]
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Idee

» Hier ist ein einfaches Programm:

[/ {X=xNY =y}

z=y;
//{X=xAY =2z}
y = X,

/) (X=yAY =2

JI{X=yNY=x}

» Wir haben gesehen:
@ Die Verifikation erfolgt riickwérts (von hinten nach vorne).

@® Die Verifikation kann berechnet werden.

» Muss das rickwarts sein? Warum nicht vorwarts? Was ist der Vorteil?

Korrekte Software 3 [35]
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Nachteile der Riickwartsberechnung

[/ i # 3}

. // 400 Zeilen, die
. // i nicht verandern

2[1l= 5
// {al8] =7}

Korrekte Software

Errechnete Vorbedingung (AWP)
(al8] ==7)[5/ali]] = ((i==375:4[]]) ==7)

» Kann nicht vereinfacht werden, weil wir nicht
wissen, ob j # 3

» AWP wird sehr groB.

» Das Problem wachst mit der Lange der
Programme.
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|. Der Floyd-Hoare-Kalkul Vorwarts
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Regelanwendung riickwarts

» Um Regel riickwarts anwenden zu kénnen:
@ Nachbedingung der Konklusion muss offene Variable sein
@® Alle Vorbedingungen der Pramissen missen disjunkte, offene Variablen sein.
© Gegenbeispiele: while-Regel, if-Regel
» Um Regeln vorwarts anwenden zu konnen:
@ Vorbedingung der Konklusion muss offene Variable sein
® Alle Nachbedingungen der Pramissen miissen disjunkte, offene Variablen sein.

© Gegenbeispiele: . ..

Korrekte Software 6 [35] U



Vorwadrtsanwendung der Regeln

> Zuweisungsregel kann nicht vorwarts angewandt werden, weil die Vorbedingung keine
offene Variable ist:

= {Ple/x]} x = e{P}

Korrekte Software 7 [35]
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Vorwartsanwendung der Regeln

> Zuweisungsregel kann nicht vorwarts angewandt werden, weil die Vorbedingung keine
offene Variable ist:

F{Ple/x]} x = e{P}

» Andere Regeln passen bis auf if-Regel (keine disjunkten Variablen)

|—{A/\b} Co{B} |_{A/\—|b} Cl{B}

H{A}{} {A} F{A} if (b) ¢y else c; {B}
+{A} a1 {B} F{B}c{C} F{AAb}c{A}
F{A}ci; 2 {C} +{A} while (b) c{A A —-b}

A—A +{A}c{B} B-—F
F{A}c{B'}

Korrekte Software 7 [35] DE U



Arbeitsblatt 10.1: If-Regel Vorwarts

> Wie kann die If-Regel vorwarts aussehen?

Korrekte Software 8 [35]
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Arbeitsblatt 10.1: If-Regel Vorwarts

> Wie kann die If-Regel vorwarts aussehen?

Korrekte Software 8 [35]
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Zuweisungsregel Vorwarts

» Alternative Zuweisungsregel (nach Floyd):

V & FU(P)
F{P}x=e{3V.P[V/x]Ax = (e[V/x])}

> FV(P) sind die freien logischen Variablen in P.

P> Jetzt ist die Vorbedingung offen — Regel kann vorwérts angewandt werden

P Ist keine abgeleitete Regel — muss als korrekt bewiesen werden

Korrekte Software 9 [35]
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Arbeitsblatt 10.2: Das Leben mit dem Quantor

» Was bedeutet 3V .P7?

Korrekte Software 10 [35]
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Arbeitsblatt 10.2: Das Leben mit dem Quantor

» Was bedeutet 3V .P7?

» Die Formel ist wahr, wenn es irgendeinen Wert t fiir V gibt, so dass P[t/V/] wahr ist.

» Was bedeutet VV.P?

Korrekte Software 10 [35]
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Arbeitsblatt 10.2: Das Leben mit dem Quantor

» Was bedeutet 3V .P7?

» Die Formel ist wahr, wenn es irgendeinen Wert t fiir V gibt, so dass P[t/V/] wahr ist.

» Was bedeutet VV.P?

» Die Formel ist wahr, wenn fir alle Werte ¢ fur V' P[t/V] wahr ist.

» Sind folgende Formeln wahr (fiir x,y € Z)? (Finde Gegenbeispiele oder Zeugen)

Ix.x <7 Ix.x <3Ax>T Ix.x <TVx<3
dydx.x+3 =y Vxdy.x-y =3 IxVy.x-y=y

Korrekte Software 10 [35] DE U



Vorwartsverkettung

V & FV(P)

F{P}x=e{3V.P[V/x]Ax =e[V/x]}

// {Oé.x}

X= 2%y ;

/1l

x= x+1;
//

Korrekte Software 11 [35]
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Vorwartsverkettung

V & FV(P)

F{P}x=e{3V.P[V/x]Ax =e[V/x]}

// {0 < x}

x= 2xy;

/] {3V 0< Vi Ax =2y}
x= Xx+1;

//

Korrekte Software 11 [35]
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Vorwartsverkettung

V & FV(P)

F{P}x=e{3V.P[V/x]Ax =e[V/x]}

// {0 < x}

X= 2%y ;

[/ {310 < Vi Ax =2y}

x= x+1;

/) {3Vo. (FV1.0 < Vi Ax =2 y)[Va/x] A x = (x + 1)[Va/x]}

Korrekte Software 11 [35]
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Vorwartsverkettung

V & FU(P)
F{P}x =e{3V.P[V/x]Ax =e[V/x]}

// {0 <x}

X= 2%y ;

// BV 0< ViAx=2-y)

x= x+1;

/] {FVe. (FVA.0 < VI AXx =2 y)[Vo/x] A x = (x + 1)[Va/x]}

» Vereinfachung der letzten Nachbedingung:
vs. (3\/1.0 <ViAx=2- y)[Vg/X] AX = (X + 1)[V2/X]

Korrekte Software 11 [35]
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Vorwartsverkettung

V ¢ FY(P)
F{P}x =e{3V.P[V/x] A x =e[V/x]} J
// 10 < x}
x= 2xy;
/] {3V1.0< Vi Ax =2y}
x= Xx+1;

/] {3Vo.(FV1.0 S Vi Ax =2 y)[Va/x] A x = (x + 1)[Va/x]}
» Vereinfachung der letzten Nachbedingung:
V. (3VI0O < VIAXx =2-y)[Va/x] A x = (x+1)[Va/X]
— IV, (FVI.0O<SVIAVL =2 y)Ax=Vo+1

DE U
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Vorwartsverkettung

V ¢ FY(P)
F{P}x =e{3V.P[V/x] A x =e[V/x]} J
// {0 < x}
x= 2xy;
/] {3V1.0< Vi Ax =2y}
x= Xx+1;

/] {3V (3VA.0 < Vi Ax = 2 y)[Va/x] A x = (x + 1)[Va/x]}
» Vereinfachung der letzten Nachbedingung:
V. (3VI0O < VIAXx =2-y)[Va/x] A x = (x+1)[Va/X]
— IV, (FVI.0O<SVIAVL =2 y)Ax=Vo+1
< Vo, V1.0 VIAX=Vo+1A Vo =2y
Und jetzt...?

R U
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Regeln der Vorwartsverkettung

Eigenschaften des Existenzquantors:
P(V)AV =t —P[t/VINV =t
IV.P(V)AV =t —P[t/V]
AV.PANQ<—=3IV.PAQR
V.P —P

Korrekte Software 12 [35]

V & FU(t)
V & FU(t)
V & FV(Q)
V & FV(P)
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Regeln der Vorwartsverkettung

Eigenschaften des Existenzquantors:

P(V)AV =t —P[t/VINV =t V & F(t) (1)
JV.P(V)AV =t —P[t/V] V & FU(t) (2)
(BV.P)AQ<=3V.PAQ V & FUQ) (3)
V.Pp —P V ¢ FV(P) (4)

Damit gelten folgende Regeln bei der Vorwartsverkettung:
® Wenn x nicht in Vorbedingung auftritt, dann P[V/x] = P.

® Wenn x nicht in rechter Seite e auftritt, dann e[V /x] = e.

©® Wenn beides der Fall ist, kann der Existenzquantor wegfallen (4)

Korrekte Software 12 [35] <Y



Vorwartsverkettung

V & FV(P)
F{P}x=e{3V.P[V/x] Ax = e[V/x]} J
// {0 < x}
X= 2xy;
/] {3V1.0< Vi Ax =2y}
x= x+1;

/] {3V (EV1.0 < Vi Ax =2 y)[Va/x] A x = (x + 1)[Va/x]}
» Vereinfachung der letzten Nachbedingung:
Vo, (3VI0O < VIAXx =2-y)[Va/x] A x = (x+1)[Va/X]
<:>E|V2(E|V10§ V1/\V2:2-y)/\X: Vo +1
<= Vo, VN0 VIAX=Vo+ 1AV =2y

R U
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Vorwartsverkettung

V & FV(P)
F{P}x=e{3V.P[V/x] Ax = e[V/x]} J
// {0 < x}
X= 2xy;
/] {3V1.0< Vi Ax =2y}
x= x+1;

/] {BVa. (BVA.0 < Vi Ax = 2. y)[Va/x] A x = (x + 1)[Va/x]}
» Vereinfachung der letzten Nachbedingung:
Vo, (3VI0O < VIAXx =2-y)[Va/x] A x = (x+1)[Va/X]
<= V0. (IVI.0O<SVIAVL =2 y)Ax= Vo +1
< Vo, IVI.OSVIAX=Vo+ 1AV, =2y
— V. 0<ViAx=2-y+1

U
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit

Vereinfachung erst am Ende:
[/ {i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

Korrekte Software 14 [35]

D U



Vorwartsverkettung bei der Arbeit

Vereinfachung erst am Ende:
J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;
/] {3T.(i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]At=(t+2)[T/t]}

Korrekte Software 14 [35]
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit

Vereinfachung erst am Ende:

J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;

/] 3BT.(i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]nt=(t+2)[T/t]}
/)3T - i<anT=2-i+1As=i-i+TAs<ant=T+2

Korrekte Software 14 [35]
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit

Vereinfachung erst am Ende:
J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;

/) {3T.(i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]At=(t+2)[T/t]}
/)3T - i<anT=2-i+1As=i-i+TAs<ant=T+2

s= s+t ;

//{3S.3T.i-i<aANT=2-i+1As=i-i+TAs<aAt=T+2)[S/s]\s=(s+t)[S/s]}

Korrekte Software 14 [35]
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit

Vereinfachung erst am Ende:

J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;

/] 3BT.(i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]nt=(t+2)[T/t]}
J/3T.i-i<aNnT=2-i+1As=i-i+TAs<ant=T+2

s= s+t ;
//{3S.3T.i-i<anNnT=2-i+1As=i-i+TAs<aAt=T+2)[S/s]\s=(s+t)[S/s]}
//{3S3T.i - i<aANT=2-i+1AS=i-i+TAS<aANt=T+2As=S+1t}

Korrekte Software 14 [35]
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit

Vereinfachung erst am Ende:

J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;

/] 3BT.(i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]nt=(t+2)[T/t]}
J/3T.i-i<aNnT=2-i+1As=i-i+TAs<ant=T+2

s= s+t ;

//{3S.3T.i-i<anNnT=2-i+1As=i-i+TAs<aAt=T+2)[S/s]\s=(s+t)[S/s]}

//{3S3T.i - i<aANT=2-i+1AS=i-i+TAS<aANt=T+2As=S+1t}

i= i+1;

//{31L.3S3AT.i - i<aANT=2-i+1AS=i-i+TAS<aNt=T+2As=S+t)[I/iINi=(i+1)[l/i]}

Korrekte Software 14 [35]
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit

Vereinfachung erst am Ende:

J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;

/] 3BT.(i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]nt=(t+2)[T/t]}
J/3T.i-i<aNnT=2-i+1As=i-i+TAs<ant=T+2

s= s+t ;

//{3S.3T.i-i<anNnT=2-i+1As=i-i+TAs<aAt=T+2)[S/s]\s=(s+t)[S/s]}

/) {3S3T.i-i<aAT=2-i+1AS=i-i+TAS<aAt=T+2As=S5+t}

i= i+1;

//{31.(3S3T.i - i<aANT=2-i+1AS=i-i+TAS<aANt=T+2As=S+t)[l/i]ni=(i+1)[I/i]}

/) {313S3T I 1<anT=2-1+1AS=1-1+TAS<ant=T+2As=S+tAi=1+1}

Korrekte Software 14 [35]
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit

Vereinfachung erst am Ende:

J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;

/] 3BT.(i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]nt=(t+2)[T/t]}
J/3T.i-i<aNnT=2-i+1As=i-i+TAs<ant=T+2

s= s+t ;

//{3S.3T.i-i<anNnT=2-i+1As=i-i+TAs<aAt=T+2)[S/s]\s=(s+t)[S/s]}

/) {3S3T.i-i<aAT=2-i+1AS=i-i+TAS<aAt=T+2As=S5+t}

i= i+1;

//{31.(3S3T.i - i<aANT=2-i+1AS=i-i+TAS<aANt=T+2As=S+t)[l/i]ni=(i+1)[I/i]}

/) {313S3T I 1<aAnT=2-1+1AS=1-1+TAS<ant=T+2As=S+tAi=1+1}
/) {313S3AT.I- 1<anS=1 1+ TAS<ant=T+2As=S+tAi=I+1AT=2-1+1}
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit

Vereinfachung erst am Ende:

J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;

/] 3BT.(i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]nt=(t+2)[T/t]}
J/3T.i-i<aNnT=2-i+1As=i-i+TAs<ant=T+2

s= s+t ;

//{3S.3T.i-i<anNnT=2-i+1As=i-i+TAs<aAt=T+2)[S/s]\s=(s+t)[S/s]}

//{3S3T.i - i<aANT=2-i+1AS=i-i+TAS<aANt=T+2As=S+1t}

i= i+1;

//{31.3S3AT.i - i<aANT=2-i+1AS=i-i+TAS<aNt=T+2As=S+t)[I/iINi=(i+1)[l/i]}

/) {313S3T I 1<aAnT=2-1+1AS=1-1+TAS<ant=T+2As=S+tAi=1+1}
//{313S3T I 1<anS=1- 1+ TAS<ant=T+2As=S+tAi=I+1AT=2-1+1}
/] {31350 1<anS=1-142-1+1AS<aAt=2-1+1+2As=S+tAi=1+1}
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit

Vereinfachung erst am Ende:

J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;

/] 3BT.(i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]nt=(t+2)[T/t]}
J/3T.i-i<aNnT=2-i+1As=i-i+TAs<ant=T+2

s= s+t ;

//{3S.3T.i-i<anNnT=2-i+1As=i-i+TAs<aAt=T+2)[S/s]\s=(s+t)[S/s]}

//{3S3T.i - i<aANT=2-i+1AS=i-i+TAS<aANt=T+2As=S+1t}

i= i+1;

//{31.3S3AT.i - i<aANT=2-i+1AS=i-i+TAS<aNt=T+2As=S+t)[I/iINi=(i+1)[l/i]}

//{313S3T- 1<aAT=2-1+1AS=1-1+TAS<aAt=T+2As=S+tAi=1+1}
// {31.3S3T.1 - I<aAS=1-1+TAS<aAt=T+2As=S+tANi=I+1AT=2-1+1}
J/ {31350 1<anS=1-1+2-1+1AS<aAt=2-I+1+2As=S+tAi=1+1}
/) {31380 - 1<anS<ant=2-14142As=S+tAi=I1+1AS=(+1)-(I+1)}
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit

Vereinfachung erst am Ende:

J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;

/] 3BT.(i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]nt=(t+2)[T/t]}
J/3T.i-i<aNnT=2-i+1As=i-i+TAs<ant=T+2

s= s+t ;

//{3S.3T.i-i<anNnT=2-i+1As=i-i+TAs<aAt=T+2)[S/s]\s=(s+t)[S/s]}

//{3S3T.i - i<aANT=2-i+1AS=i-i+TAS<aANt=T+2As=S+1t}

i= i+1;

//{31.3S3AT.i - i<aANT=2-i+1AS=i-i+TAS<aNt=T+2As=S+t)[I/iINi=(i+1)[l/i]}

//{313S3T- 1<aAT=2-1+1AS=1-1+TAS<aAt=T+2As=S+tAi=1+1}
// {31.3S3T.1 - I<aAS=1-1+TAS<aAt=T+2As=S+tANi=I+1AT=2-1+1}
J/ {31350 1<anS=1-1+2-1+1AS<aAt=2-I+1+2As=S+tAi=1+1}

/) {31380 - 1<anS<ant=2-14142As=S+tAi=1+1AS=(+1)-(I+1)}

[/ 31 <an(I+1)-(I+1)<ant=2-1+1+2As=(+1)-(I+1)+tAi=1+1}
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit

Vereinfachung erst am Ende:

J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;

/] 3BT.(i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]nt=(t+2)[T/t]}
J/3T.i-i<aNnT=2-i+1As=i-i+TAs<ant=T+2

s= s+t ;

//{3S.3T.i-i<anNnT=2-i+1As=i-i+TAs<aAt=T+2)[S/s]\s=(s+t)[S/s]}

//{3S3T.i - i<aANT=2-i+1AS=i-i+TAS<aANt=T+2As=S+1t}

i= i+1;

//{31.3S3AT.i - i<aANT=2-i+1AS=i-i+TAS<aNt=T+2As=S+t)[I/iINi=(i+1)[l/i]}

//{313S3T- 1<aAT=2-1+1AS=1-1+TAS<aAt=T+2As=S+tAi=1+1}
// {31.3S3T.1 - I<aAS=1-1+TAS<aAt=T+2As=S+tANi=I+1AT=2-1+1}
J/ {31350 1<anS=1-1+2-1+1AS<aAt=2-I+1+2As=S+tAi=1+1}

/) {31380 - 1<anS<ant=2-14142As=S+tAi=1+1AS=(+1)-(I+1)}

[/ 311 <an(I+1)-(I+1)<ant=2-1+1+2As=(+1)-(I+1)+tAi=1+1}

/) B T<an(l+1)-(I+1)<ant=2-1+3As=(+1)-(I+1)+tAl=i—1}
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit

Vereinfachung erst am Ende:

J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;

/] 3BT.(i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]nt=(t+2)[T/t]}

/)3T - i<anT=2-i+1As=i-i+TAs<ant=T+2

s= s+t ;

//{3S.3T.i-i<anNnT=2-i+1As=i-i+TAs<aAt=T+2)[S/s]\s=(s+t)[S/s]}

/) {3S3T.i-i<aAnT=2-i+1AS=i-i+TAS<aAnt=T+2As=S+t}

i= i+1;

//{31.3S3AT.i - i<aANT=2-i+1AS=i-i+TAS<aNt=T+2As=S+t)[I/iINi=(i+1)[l/i]}
/) {33S3TA-1<aAT=2-1+1AS=1-1+TAS<aAt=T+2As=S+tAi=I+1}

// {31.3S3T.1 - I<aAS=1-1+TAS<aAt=T+2As=S+tANi=I+1AT=2-1+1}

J/ {31350 1<anS=1-1+2-1+1AS<aAt=2-I+1+2As=S+tAi=1+1}

/) {31380 - 1<anS<ant=2-14142As=S+tAi=1+1AS=(+1)-(I+1)}

/)3T <an(4+1)-(I+1)<ant=2-1+14+2As=(+1)-(I+1)+tAi=1+1}

/3 T<an(l+1)-(I+1)<ant=2-1+3As=(+1)-(I+1)+tAl=i—1}
J/{i=1)-(i—-1)<an((i—-1)+1)-((i—-1)+1)<aAt=2-(i—1)+3As=((i—1)+1)-((i—1)+1)+t}
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit

Vereinfachung erst am Ende:

J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;

/] 3BT.(i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]nt=(t+2)[T/t]}

/)3T - i<anT=2-i+1As=i-i+TAs<ant=T+2

s= s+t ;

//{3S.3T.i-i<anNnT=2-i+1As=i-i+TAs<aAt=T+2)[S/s]\s=(s+t)[S/s]}

/) {3S3T.i-i<aAnT=2-i+1AS=i-i+TAS<aAnt=T+2As=S+t}

i= i+1;

//{31.3S3AT.i - i<aANT=2-i+1AS=i-i+TAS<aNt=T+2As=S+t)[I/iINi=(i+1)[l/i]}
/) {33S3TA-1<aAT=2-1+1AS=1-1+TAS<aAt=T+2As=S+tAi=I+1}

// {31.3S3T.1 - I<aAS=1-1+TAS<aAt=T+2As=S+tANi=I+1AT=2-1+1}

J/ {31350 1<anS=1-1+2-1+1AS<aAt=2-I+1+2As=S+tAi=1+1}

/) {31380 - 1<anS<ant=2-14142As=S+tAi=1+1AS=(+1)-(I+1)}

/)3T <an(4+1)-(I+1)<ant=2-1+14+2As=(+1)-(I+1)+tAi=1+1}

/3 T<an(l+1)-(I+1)<ant=2-1+3As=(+1)-(I+1)+tAl=i—1}
J/{i=1)-(i—-1)<an((i—1)+1)-((i—1)+1)<aAt=2-(i—1)+3As=((i—1)+1)-((i—1)+1)+t}
J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+t}
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit ||

Mit Vereinfachung on-the-fly:
//{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

Korrekte Software 15 [35]
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit ||

Mit Vereinfachung on-the-fly:

J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}
= t4p2;
/) {3T.(i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]At=(t+2)[T/t]}

Korrekte Software 15 [35]
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit ||

Mit Vereinfachung on-the-fly:
//{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;
J/ 3BT (i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]At=(t+2)[T/tl}
/) {3T.i-i<ans=i-i+TAs<aAt=T+2AT=2-i+1}

Korrekte Software 15 [35]

o< U]



Vorwartsverkettung bei der Arbeit ||

Mit Vereinfachung on-the-fly:
//{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;
J/ 3BT (i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]At=(t+2)[T/tl}
// {3T.i-i<ans=i-i+ TAs<aANt=T+2AT=2-i+1}

[/ {i-i<aANs=i-i+2-i+1As<ant=(2-i+1)+2}
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit ||

Mit Vereinfachung on-the-fly:
//{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;
J/ 3BT (i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]At=(t+2)[T/tl}
// {3T.i-i<ans=i-i+ TAs<aANt=T+2AT=2-i+1}

[/ {i-i<aANs=i-i+2-i+1As<ant=(2-i+1)+2}
//{i-i<ans=(i+1)-(i+1)As<aAt=2-i+3}
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit ||

Mit Vereinfachung on-the-fly:
//{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;
J/ 3BT (i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]At=(t+2)[T/tl}
// {3T.i-i<ans=i-i+ TAs<aANt=T+2AT=2-i+1}

[/ {i-i<aANs=i-i+2-i+1As<ant=(2-i+1)+2}
//{i-i<ans=(i+1)-(i+1)As<aAt=2-i+3}

= s+t;

;/ {SHS.(i-igaAs:(i+1)~(i+1)/\s§a/\t:2-i+3)[5/s]/\s:(s+t)[S/s]}

Korrekte Software 15 [35]
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit ||

Mit Vereinfachung on-the-fly:
//{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;
J/ 3BT (i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]At=(t+2)[T/tl}
// {3T.i-i<ans=i-i+ TAs<aANt=T+2AT=2-i+1}

[/ {i-i<aANs=i-i+2-i+1As<ant=(2-i+1)+2}
//{i-i<ans=(i+1)-(i+1)As<aAt=2-i+3}

= s+t;

;/ {SHS.(i-igaAs:(i+1)~(i+1)/\s§a/\t:2-i+3)[5/s]/\s:(s+t)[S/s]}
/) {3Si-i<anS=(i+1)-(i+1)AS<aAt=2-i+3As=S+t}
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit ||

Mit Vereinfachung on-the-fly:
//{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;
J/ 3BT (i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]At=(t+2)[T/tl}
// {3T.i-i<ans=i-i+ TAs<aANt=T+2AT=2-i+1}

[/ {i-i<aANs=i-i+2-i+1As<ant=(2-i+1)+2}
J/{i-i<ans=(i+1)-(i+1)As<aAt=2-i+3}

= s+t;

;/ {SHS.(i-igaAs:(i+1)~(i+1)/\s§a/\t:2-i+3)[5/s]/\s:(s+t)[S/s]}
/) {3Si-i<anS=(i+1)-(i+1)AS<aAt=2-i+3As=S+t}
J){ii<an(i+1)-(i+1)<ant=2-i+3As=(i+1)-(i+1)+1t}

Korrekte Software 15 [35]

D U



Vorwartsverkettung bei der Arbeit ||

Mit Vereinfachung on-the-fly:
//{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;
J/ 3BT (i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]At=(t+2)[T/tl}
// {3T.i-i<ans=i-i+ TAs<aANt=T+2AT=2-i+1}

[/ {i-i<aANs=i-i+2-i+1As<ant=(2-i+1)+2}
//{i-i<ans=(i+1)-(i+1)As<aAt=2-i+3}

= s+t;

;/ {SHS.(i-igaAs:(i+1)~(i+1)/\s§a/\t:2-i+3)[5/s]/\s:(s+t)[S/s]}
//{3Si-i<anS=(i+1)-(i+1)AS<aAt=2-i+3As=S+t}
J){ii<an(i+1)-(i+1)<ant=2-i+3As=(i+1)-(i+1)+1t}

i= i+1;

[/ 3BLG-i<an(i+1)-(i+1)<ant=2-i+3As=(+1)-(i+1)+t)[I/i]ni=(i+1)[I/i]}
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit ||

Mit Vereinfachung on-the-fly:
//{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;
J/ 3BT (i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]At=(t+2)[T/tl}
// {3T.i-i<ans=i-i+ TAs<aANt=T+2AT=2-i+1}

J/{i-i<aAs=i-i+2-i+1As<aAnt=(2-i+1)+2}
J/{i-i<ans=(i+1)-(i+1)As<aAt=2-i+3}

= s+t;

;/ {SHS.(i-igaAs:(i+1)~(i+1)/\s§a/\t:2-i+3)[5/s]/\s:(s+t)[S/s]}

/) {3Si-i<anS=(i+1)-(i+1)AS<aAt=2-i+3As=S+t}
J/{i-i<an(i+1l)-(i+1)<ant=2-i+3As=(i+1)-(i+1)+t}

i= i+1;

[/ 3G i<an(i+1)-(i+1)<ant=2-i+3As=(i+1)-(i+1)+t)[I/iiNi=(i+1)[I/i]}
/)31 <an(l+1)-(I+1)<ant=2-14+3As=(I+1)-(I+1)+tAi=1+1}
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit ||

Mit Vereinfachung on-the-fly:
//{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;
J/ 3BT (i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]At=(t+2)[T/tl}
// {3T.i-i<ans=i-i+ TAs<aANt=T+2AT=2-i+1}

[/ {i-i<aANs=i-i+2-i+1As<ant=(2-i+1)+2}
J/{i-i<ans=(i+1)-(i+1)As<aAt=2-i+3}

= s+t;

;/ {SHS.(i-igaAs:(i+1)~(i+1)/\s§a/\t:2-i+3)[5/s]/\s:(s+t)[S/s]}

/) {3Si-i<anS=(i+1)-(i+1)AS<aAt=2-i+3As=S+t}
J/{i-i<an(i+1l)-(i+1)<ant=2-i+3As=(i+1)-(i+1)+t}

i= i+1;

[/ 3G i<an(i+1)-(i+1)<ant=2-i+3As=(i+1)-(i+1)+t)[I/iiNi=(i+1)[I/i]}
/)3T <an(l+1)-(I+1)<ant=2-14+3As=(I+1)-(I+1)+tAi=1+1}

J/ 31 <an(l+1)-(I+1)<ant=2-143As=(+1)-(I+1)+tAl=i—-1}
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit ||

Mit Vereinfachung on-the-fly:
//{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;
J/ 3BT (i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]At=(t+2)[T/tl}
// {3T.i-i<ans=i-i+ TAs<aANt=T+2AT=2-i+1}

[/ {i-i<aANs=i-i+2-i+1As<ant=(2-i+1)+2}

[/ {i-i<ans=(i+1)-(i+1)As<ant=2-i+3}

= s+t;

;/ {SHS.(i-igaAs:(i+1)~(i+1)/\s§a/\t:2-i+3)[5/s]/\s:(s+t)[S/s]}

/) {3Si-i<anS=(i+1)-(i+1)AS<aAt=2-i+3As=S+t}
J/{i-i<an(i+1)-(i+1)<aAt=2-i+3As=(i+1)-(i+1)+t}

i= i+1;

[/ 3G i<an(i+1)-(i+1)<ant=2-i+3As=(i+1)-(i+1)+t)[I/iiNi=(i+1)[I/i]}
/)3T <an(l+1)-(I+1)<ant=2-14+3As=(I+1)-(I+1)+tAi=1+1}

J/ 31 <an(l+1)-(I+1)<ant=2-143As=(+1)-(I+1)+tAl=i—-1}
J/{Gi=1)-(i—-1)<aAn((i—-1)+1)-((i—1)+1)<aAt=2-(i—1)+3As=((i—1)+1)-((i—1)+1)+t}
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Vorwartsverkettung bei der Arbeit ||

Mit Vereinfachung on-the-fly:
//{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}

t= t+2;
J/ 3BT (i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)[T/t]At=(t+2)[T/tl}
// {3T.i-i<ans=i-i+ TAs<aANt=T+2AT=2-i+1}

[/ {i-i<aANs=i-i+2-i+1As<ant=(2-i+1)+2}
//{i-i<ans=(i+1)-(i+1)As<aAt=2-i+3}

s= s+t ;

/] {3S(i-i<ans=(i+1)-(i+1)As<aAnt=2-i+3)[S/s]As=(s+t)[S/s]}

/) {3Si-i<anS=(i+1)-(i+1)AS<ant=2-i+3As=S5+t}
J/{i-i<an(i+1l)-(i+1)<ant=2-i+3As=(i+1)-(i+1)+t}

i= i+1;

[/ 3G i<an(i+1)-(i+1)<ant=2-i+3As=(i+1)-(i+1)+t)[I/iiNi=(i+1)[I/i]}
/)3T <an(l+1)-(I+1)<ant=2-14+3As=(I+1)-(I+1)+tAi=1+1}

J/ 31 <an(l+1)-(I+1)<ant=2-143As=(+1)-(I+1)+tAl=i—-1}
J/{Gi=1)-(i—-1)<aAn((i—1)+1)-((i—1)+1)<aAt=2-(i—1)+3As=((i—1)+1)-((i—1)+1)+t}
J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+t}
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Arbeitsblatt 10.3: Vorwartsverkettung

Gegeben folgendes Programm. Berechnet die Vorwartsverkettung der Vorbedingung mit
Vereinfachung:

[/ {Ix=XNy=Y}
X= X+y;
/] {777}
y= X=Y,
/] {777}

X= X—Y;
R

Was bewirkt das Programm?
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Beweis der Zuweisungsregel Vorwarts
Erinnert Euch an das Substitutionslemma:

o ! Ble/x] <= olx > [e]a(0)] ' B
Zu zeigen:

E{P}x=e{3V.P[V/x]Ax=(e[V/x])}
= VIVo.o = PAId . (0,0)) € [x=e€]e — o' E' V. P[V/x] A x = (e][V/X])

Korrekte Software 17 [35]
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Beweis der Zuweisungsregel Vorwarts
Erinnert Euch an das Substitutionslemma:

o ! Ble/x] <= olx > [e]a(0)] ' B
Zu zeigen:

= {P}x = e {3V.P[V/x] A x = (e[V/x])}
= VIVo.o = PAId . (0,0)) € [x=e€]e — o' E' V. P[V/x] A x = (e][V/X])
= VIVo.0 =' P — o[x = [e]u(o)] E' V. P[V/x] A x = (e[V/x])

Korrekte Software 17 [35]

o< v



Beweis der Zuweisungsregel Vorwarts
Erinnert Euch an das Substitutionslemma:

o ! Ble/x] <= olx > [e]a(0)] ' B
Zu zeigen:

= {P}x = e {3V.P[V/x] A x = (e[V/x])}
= VIVo.o ' PATo (0,0') €[x = elc — o' = V. P[V/x] A x = (e[V/x])
= VIVo.0 =' P — o[x = [e]u(o)] E' V. P[V/x] A x = (e[V/x])
= ViYoo' P— o = (QV.P[V/x] Ax = (e[V/x]))[e/x]
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Beweis der Zuweisungsregel Vorwarts
Erinnert Euch an das Substitutionslemma:

o ' Ble/x] <= o[x = [ela(0)] ' B
Zu zeigen:
= {P}x=e{3V.P[V/x] Ax = (e[V/x])}
= VIVo.o = PAId . (0,0)) € [x=e€]e — o' E' V. P[V/x] A x = (e][V/X])
= VIVo.0 =' P — o[x = [e]u(o)] E' V. P[V/x] A x = (e[V/x])
= VIVo.oc ='P— o = (3V.P[V/x] A x = (e]V/x]))[e/x]
—VIVo.o='P— o= 3QV.PIV/x]Ae=(e][V/x]))
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Beweis der Zuweisungsregel Vorwarts
Erinnert Euch an das Substitutionslemma:

o = Ble/x] <= olx = [ela(o)] ' B
Zu zeigen:
E{P}x=e{3V.P[V/x]Ax = (e[V/x])}
= VIVo.o = PAId . (0,0)) € [x=e€]e — o' E' V. P[V/x] A x = (e][V/X])
= VIVo.0 =' P — o[x = [e]u(o)] E' V. P[V/x] A x = (e[V/x])
= VIVo.oc ='P— o = (3V.P[V/x] A x = (e]V/x]))[e/x]
—VIVo.o='P— o= 3QV.PIV/x]Ae=(e][V/x]))
—VINo.oc =' P — o = (P[x/x] A e = (e[x/x]))
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Beweis der Zuweisungsregel Vorwarts
Erinnert Euch an das Substitutionslemma:

o ! Ble/x] <= olx > [e]a(0)] ' B
Zu zeigen:

= {P}x =e{3V.P[V/x]Ax = (e[V/x])}
= VIVo.o ' PATo (0,0') €[x = elc — o' = V. P[V/x] A x = (e[V/x])
= VIVo.0 =' P — o[x = [e]u(o)] E' V. P[V/x] A x = (e[V/x])
—=ViVoo ' P—oE 3V.PIV/X]Ax=(e[V/X])[e/X]
—VIVo.o='P— o= 3QV.PIV/x]Ae=(e][V/x]))
—VINo.oc =' P — o = (P[x/x] A e = (e[x/x]))
—=ViVookE'P—oE' P [
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Vorwartsverkettung

P> Vorwartsregelaxiom aquivalent zum Rickwartsregelaxiom.

» Vorteil: Vorbedingung bleibt kleiner

» Nachteil: in der Anwendung umstandlicher

» Die entstehende Nachbedingung beschreibt die symbolische Auswertung
> Vereinfachung benétigt Rechnung mit Existenzquantor

Zwischenfazit: Der Floyd-Hoare-Kalkiil ist symmetrisch

Es gibt zwei Zuweisungsregeln, eine fiir die Riickwartsanwendung von Regeln, eine fiir die
Vorwartsanwendung.

Korrekte Software 18 [35] U



Korrekte Software

Il. Vorwartsberechnung von
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Starkste Nachbedingung

» Vorwartsberechnung von Verifikationsbedingungen: Nachbedingung
» Gegeben CO-Programm c, Pradikat P, dann ist

» sp(P, c) die starkste Nachbedingung Q so dass = {P} c{Q}

» Pradikat Q starker als Q" wenn Q — @'.
» Semantische Charakterisierung:

Starkste Nachbedingung
Gegeben Zusicherung P € Assn und Programm ¢ € Stmt, dann

={P}c{Q} < sp(P,c) — Q

» Wie kénnen wir sp(P, c¢) berechnen?

Korrekte Software 20 [35]
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Berechnung von Nachbedingungen

> Wir berechnen die approximative starkste Nachbedingung.
» Viele Klauseln sind dhnlich der schwachsten Vorbedingung.

» Ausnahmen:
» While-Schleife: andere Verifikationsbedingungen
> If-Anweisung: Weakening eingebaut

» Zuweisung: Vorwartsregel

» Nach jeder Zuweisung Nachbedingung vereinfachen

Korrekte Software 21 [35]
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung
asp(P.{}) £ P

Korrekte Software 22 [35]
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung
asp(P,{}) £ P

def

asp(P,x =e) = 3V.P[V/x]Ax=(e[V/x])
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung

Korrekte Software

asp(P,{})
asp(P, x = e)
asp(P, c1; @)

def

def

P
V. P[V/x] A x = (e[V/x])
asp(asp(P, c1), c2)

22 [35]
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung

Korrekte Software

asp(P,{ }

asp(P,x = e

asp(P, c1; &

asp(P,if (b) co else ¢

)
)
)
)

def

def

def

P

AV.P[V/x] A x = (e[V/x])
asp(asp(P, c1), c2)

asp(b A P,cy) Vasp(=b A P, cy)
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung
asp(P.{}) £ P

asp(P,x =€) £ 3V.P[V/x]Ax = (e[V/x])
asp(P, c1; @) & asp(asp(P, c1), c2)
asp(P,if (b) co else c) & asp(b A P,cy) Vasp(=b A P, cy)
asp(P, /+x {q} */) £ g
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung

asp(P,{})

asp(P,x = e

asp(P, /xx {q} */

)
)
asp(P,if (b) co else c1)
)
asp(P, while (b) /+ inv i x/ c)

Korrekte Software

def
def
def
def
def

def

P

AV.P[V/x] A x = (e[V/x])
asp(asp(P, c1), c2)

asp(b A P,cy) Vasp(=b A P, cy)

q
iN—b
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung

asp(P,{})

asp(P,x = e
asp(P, c1; &

asp(P, [+ {q} */
asp(P, while (b) /xx inv i x/ c

)

)

asp(P,if (b) co else c)
)

)

sve(P,{})

Korrekte Software

def
def
def
def
def

def

def

P

AV.P[V/x] A x = (e[V/x])
asp(asp(P, C1)7 C2)

asp(b A P,cy) Vasp(=b A P, cy)
q

iN—b

0
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung

asp(P, { })

asp(P,x = e)

asp(P, c1; @)

asp(P,if (b) co else c)

asp(P, /xx {q} */)

asp(P, while (b) /+ inv i x/ c)
sve(P,{})
svc(P,x = e)

Korrekte Software

def
def
def
def
def

def

def

def

P

AV.P[V/x] A x = (e[V/x])
asp(asp(P, C1)7 C2)

asp(b A P,cy) Vasp(=b A P, cy)
q

iN—b

0
0
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung

asp(P,{})

asp(P,x = e)

asp(P, c1; @)

asp(P,if (b) co else c)

asp(P, /xx {q} */)

asp(P, while (b) /+ inv i x/ c)
sve(P,{})
svc(P,x = e)
svc(P, c1; )

Korrekte Software

def
def
def
def
def

def

18,

P

AV.P[V/x] A x = (e[V/x])
asp(asp(P, c1), c2)

asp(b A P,cy) Vasp(=b A P, cy)
q

i\ —b

0
0
svc(P, c1) Usvc(asp(P, c1), ¢2)
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung

asp(P,{})

asp(P,x = e

asp(P,if (b) co else a

)

)

)

asp(P, /xx {q} */)

asp(P, while (b) /+ inv i x/ c)
)
)
)
)

svc(P, { }

svc(P c1; G
svc(P,if (b) ¢y else ¢

Korrekte Software

def
def
def
def
def

def

P

AV.P[V/x] A x = (e[V/x])
asp(asp(P, c1), c2)

asp(b A P,cy) Vasp(=b A P, cy)
q

iN—b

0

0

svc(P, c1) Usvc(asp(P, c1), &)
svc(P A b, co) Usve(P A —b, cp)
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung

asp(P,{})

asp(P,x = e

)

)

asp(P,if (b) co else c1)

asp(P, /xx {q} */)

asp(P, while (b) /+ inv i x/ c)
sve(P,{})

svc(P,x = e)

svc(P, c1; )

svc(P,if (b) ¢ else ¢1)

sve(P, /xx {q} */)

Korrekte Software

def
def
def
def
def

def

P

AV.P[V/x] A x = (e[V/x])
asp(asp(P, c1), c2)

asp(b A P,cy) Vasp(=b A P, cy)
q

iN—b

0

0

svc(P, c1) Usvc(asp(P, c1), &)
svc(P A b, co) Usve(P A —b, cp)
{P—aq}
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung

asp(P,{})

asp(P,x = e

P,if (b) co else c1

asp(P, [+ {q} */
asp(P, while (b) /xx inv i x/ c

)
)
asp(P, )

)
)
sve(P. )

svc(P, )

svc(P, c1; )

svc(P,if (b) ¢ else ¢1)

sve(P, /+x {q} */)

svc(P,while (b) /*x inv [ x/ c)

Korrekte Software

def

def
def
def

def

def

P

AV.P[V/x] A x = (e[V/x])
asp(asp(P, c1), c2)

asp(b A P,cy) Vasp(=b A P, cy)
q

iN—b

0

0

svc(P, c1) Usvc(asp(P, c1), &)
svc(P A b, co) Usve(P A —b, cp)
{P—aq}

sve(i A b,c) U{P — i} U{asp(i A b,c) — i}
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung

asp(P,{})

asp(P,x = e
asp(P, c1; &
P,if (b) co else ¢;
asp(P, /xx {q} x/
asp(P, while (b) /xx inv i x/ c

)
)
asp(P, )

)
)
svc(P, {})

)

svc(P 15 )

svc(P,if (b) ¢ else ¢1)

svc(P, /xx {q} */)

svc(P,while (b) /*x inv [ x/ c)

sve({P} c{@Q})

Korrekte Software

def
def
def
def
def

def

P

AV.P[V/x] A x = (e[V/x])
asp(asp(P, c1), c2)

asp(b A P,cy) Vasp(=b A P, cy)
q

iN—b

0

0

svc(P, c1) Usvc(asp(P, c1), &)
svc(P A b, co) Usve(P A —b, cp)
{P—aq}

sve(i A b,c) U{P — i} U{asp(i A b,c) — i}

{asp(P,c) — Q} Usvc(P,c)
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Beispiel: Fakultat

// {0 < n}

p= 1;

c= 1;

while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!Ac—1<n}; */
p=1pP * C;
c=c+ 1;

}
/] {p=nt}

O ~NO O, WN -
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung

Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.
1 //{0<n}
2 p= 1,
//
//
3 c=1;
//
//
4 while (c <=n) //**inv{p=(c—1)IAc—1<n}; */{
5 p=1p *%x C;

//

6 c=c+ 1;
//

[
//

8 // {p=n}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung

Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1
2

// {;)Sn}

p= 1;

% {(3v.0<n[v/pl A p=(1[V/pP])}
c= 1;

//

//

while (c <= n) //®inv{p=(c—1)IAc—1<n}*/{
p=p *x C;

//

c=c¢c+ 1;

//

}

//

/1 {p=n}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung

Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1
2

// {i)én}

p= 1;

// {3V.0<n[V/plAp=(1[V/p])}
/] {0<nAp=1}

c= 1;

//

//

while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!'Ac—1<n}; */{
p=p * C;

//

c=c¢c+ 1;

//

I

//

// {p=n'}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung

Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1
2

// {?Sn}

p= 1;

[/ {3V.0<n[V/plAp=(1[V/p])}
//{0<nAp=1}

c= 1;
;? {3V.(0<nAp=1)[V/c]Ac=(1[V/c])}
while (c <= n) //* i {p=(c—1)!Ac—1<n}* {

p = p *x C,;
//
c=c¢c+ 1;
//

}

//

// {p=n'}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung

Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1
2

7

8

// {?Sn}

p= 1;

// BV.0< alV/p] A p = (1V/pD)}
//{0<nAp=1}

c= 1;

// BV.0<nAp=1)V/cAc=[V/)}
//{0<nAp=1Ac=1}

while (c <=n) //*inv{p=(c—1)Ac—-1<n}; */{
p=p x C;

//

c=c+ 1;

//

}

//

// {p=n'}

VG ={asps — p=(c—1)IAc—1<n}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung

Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1
2

7

8

// {gﬁn}

p= 1;

// (3V.0 < nlV/pl A p = (1V/pD)}

/[ {0<nAp=1}

c= 1;

[/ {3V.(0<nAp=1)[V/c]Ac=(1[V/c])}
//{0<nAp=1Ac=1}

while (c <= n) //*inv {p=(c—1)IAc—1<n}* {
p=p * C;

//

c=c¢c+ 1;

{/

/) {~(c<mAp=(c—1)Ac—1<n}
// {p=n'}

VG ={asps — p=(c—1)IAc—1<n}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung (Schleifenrumpf)

1 //{0<n)
2 p=1;

//{0<nAp=1}
3 c=1;

//{0<nAp=1Ac=1}
4 while (c <=n) /*x inv p = (c—1)! A c—1 < n; x/ \{
5 p=p *x C;

J/ {~(c<mAp=(c—1)Ac—1<n}
8 //{p=n}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung (Schleifenrumpf)

1 //{0<n)
2 p=1;
//{0<nAp=1}
3 c=1;
//{0<nAp=1Ac=1}
4 while (c <=n) /%% inv p = (c—1) A c—=1 < n; =%/ \{
5 p=p *x C;
% {3Vi.(p=(c-1)!'A(c—1)<nAc<n)[Vi/p]|Ap=(p-c)Vi/pl}
//
c=c¢+ 1;
//
//
{/
// {~(c<nAp=(c=1)!Ac—1<n}
8 //{p=n}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung (Schleifenrumpf)

1

// {0 < n}

p= 1;

//{0<nAp=1}

c= 1;

//{0<nAp=1Ac=1}

while (c <= n) /*xx inv p = (c—1) A c—=1 < n; x/ \{
p=0pP * C;

[/ BVii(p=(c—1)!A(c—=1)<nAc<n)Vi/p]Ap=(p-c)Vi/pl}
/) {3Vi.(Vi=(c—1)!'A(c—=1)<nAc<n)Ap=(Vi-c)}

//

c=c¢+ 1;

//

//

//

}

/) {-(c<m)Ap=(c—1lAc—1<n}

8 //{p=nl}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung (Schleifenrumpf)

1

8

// {0 < n}
p= 1;

//{0<nAp=1}

c= 1;

//{0<nAp=1Ac=1}

while (c <= n) /*xx inv p = (c—1) A c—=1 < n; x/ \{
p=p *x C;

[/ {3Vi.(p=(c—1)'A(c—1) <nAc<n)[Vi/p]Ap=(p-c)[Vi/p]}
/) {3Vi.(Vi=(c—1)!'A(c—=1)<nAc<n)Ap=(Vi-c)}
//{c=1<nAc<nAp=(c—1) ¢}

c=c¢+ 1;

//

//

{/

// {~(c<nAp=(c=1)!Ac—1<n}

// {p=n'}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung (Schleifenrumpf)

1

8

// {0 < n}

p= 1;

//{0<nAp=1}

c= 1;

//{0<nAp=1Ac=1}

while (c <= n) /*xx inv p = (c—1) A c—=1 < n; x/ \{
p=p *x C;

[/ {3Vi.(p=(c—1)'A(c—1) <nAc<n)[Vi/p]Ap=(p-c)[Vi/p]}
/) {3Vi.(Vi=(c—1)!'A(c—=1)<nAc<n)Ap=(Vi-c)}
//{c=1<nAc<nAp=(c—1) ¢}

c=c¢+ 1;

/] {3Ve.(c=1<nAc<nAp=(c—1! ¢c)[Va/c]Ac=(c+1)[Vo/c]}
//

{/

// {~(c<nAp=(c=1)!Ac—1<n}

// {p=n'}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung (Schleifenrumpf)

1

8

// {0 < n}

p= 1;

//{0<nAp=1}

c= 1;

//{0<nAp=1Ac=1}

while (c <= n) /*xx inv p = (c—1) A c—=1 < n; x/ \{
p=p *x C;

[/ {3Vi.(p=(c—1)'A(c—1) <nAc<n)[Vi/p]Ap=(p-c)[Vi/p]}
/) {3Vi.(Vi=(c—1)!'A(c—=1)<nAc<n)Ap=(Vi-c)}
//{c=1<nAc<nAp=(c—1) ¢}

c=c¢+ 1;

/] {3Ve.(c=1<nAc<nAp=(c—1! ¢c)[Va/c]Ac=(c+1)[Vo/c]}
//{EIV2.(V2—1§n/\VQSH/\p:(VQ—l)!'VQ)/\C:(V2+1)}
//

}

// {~(c<nAp=(c=1)!Ac—1<n}

// {p=n'}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung (Schleifenrumpf)

1

7

8

// {0 < n}

p= 1;

//{0<nAp=1}

c= 1;

//{0<nAp=1Ac=1}

while (c <= n) /*xx inv p = (c—1) A c—=1 < n; x/ \{
p=0pP * C;

[/ BVii(p=(c—1)!A(c—=1)<nAc<n)Vi/p]Ap=(p-c)Vi/pl}
/) {3Vi.(Vi=(c—1)!'A(c—=1)<nAc<n)Ap=(Vi-c)}

// {c=1<nAc<nAp=(c—1)! c}

=c+ 1
;/ {HCVQ.(C—lSn/\cgn/\p:(c—l)!-c)[Vg/c]/\c:(c—i—l)[Vg/c]}
// {3V2.(V2—1§n/\V2§n/\p:(V2—1)!-Vg)/\c:(Vg—i—l)}
//{c—2<nAc—-1<nAp=(c—2) (c—-1)}
}
// {~(c<nAp=(c=1)!Ac—1<n}
// {p=nl}
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Beispiel: Fakultat, Verifikationsbedingungen

Notation: svc, = in Zeile x generierte Verifikationsbedingung

1
2

8

// {0 < n}

p=1;

/] svea =10

c= 1;

/] sves =10

while (c <=n) //*inv{p=(c—1)!Ac—-1<n}; */{

p=p x c;
/] sves =0

c=c¢+ 1;

/] svce =0

}

// svaa = {asp; — (p=(c —1)!' Ac—1<n),

// asps — (p=(c—1)!Ac—1<n)}
//

//

//

// {p=n'}
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Beispiel: Fakultat, Verifikationsbedingungen

Notation: svc, = in Zeile x generierte Verifikationsbedingung

1 //{0<n)
2 p=1;
/] svea =10
c= 1;
/] sves =10

4 while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!Ac—1<n} */{
5 p=p*c;

/] sves =0
6 c=c+ 1;
/] svce =0
[
// svaa = {asp; — (p=(c —1)!' Ac—1<n),
// asps — (p=(c -1 Ac—1<n)}
/] sva={(0<nAp=1Ac=1)— (p=(c—1)IAc—1<n),
// (c=2<nAc—1<nAp=(c—2) (c—1))
// —(p=(c—1)!Ac—1<n)}
8 // {p=nl}

Korrekte Software 26 [35] U



SchlieBlich zu zeigen

svcg = {{aspg — p=nl} Usva
={(p=(c—1D)Ac—-1<n&&—(c <=n)) — p=nl},
0<nAp=1Ac=1)— (p=(c—1)IAc—1<n),
(c—=2<nAc—-1<nAp=(c—=2)(c—-1))
— (p=(c—1DIAc—-1<n)}
~ {true}
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Arbeitsblatt 10.4: Jetzt seid ihr dran!

Berechnet die starkste Nachbedingung und Verifikationsbedingungen fiir die ganzzahlige
Division:

1 /+x {0 < a} %/

2 r= a;

3 g= 0;

4 while (b<=r) /*x inv { a = bxg+r A 0 < r } %/ {
5 r= r—b;

6 a= q-+1;

7}

8 /¥x { a=bxg+t r AO<r Ar<b} %/
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Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element

1 //{0<n}
2 i= 0;

3 //

4 //

5 r= 0;

6

7 while (il= n)

8 [xx inv (Vj. 0< j < i—a[j]< a[r])A 0< i< n A OLS r< n x/ {
9 if (a[r] < ali]) {

10 r=1i;

11

12 else {

13 }

14 i= i+1;

15 }

16 //

17 //{(Vji.0<j<n-—a[]<a[r])A0<r<n}
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Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element

1 //{0<n}
2 i= 0;

3 // {Bh-(0 < n)llo/iIAi=0[l/i}

4 //

5 r= 0;

6

7 while (il= n)

8 [xx inv (Vj. 0< j < i—a[j]< a[r])A 0< i< n A OLS r< n x/ {
9 if (a[r] < ali]) {

10 r=1i;

11

12 else {

13 }

14 i= i+1;

15 }

16 //

17 //{(Vji.0<j<n-—a[]<a[r])A0<r<n}
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Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element

1 //{0<n}
2 i= 0;

3 // {30 < mllo/il A i = Ollo/il}

4 //{0<nAi=0}

5 r= 0;

6

7 while (il= n)

8 [xx inv (Vj. 0< j < i—a[j]< a[r])A 0< i< n A OLS r< n x/ {
9 if (a[r] < ali]) {

10 r=1i;

11

12 else {

13 }

14 i= i+1;

15 }

16 //

17 //{(Vji.0<j<n-—a[]<a[r])A0<r<n}
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Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element

1 //{o<n}
2 i= 0;

3 // {30 < mllo/il A i = Ollo/il}

4 //{0<nAi=0}

5 r= 0;

6 //{0<nAi=0Ar=0}

7 while (il= n)

8 [xx inv (Vj. 0< j < i—a[j]< a[r])A 0< i< n A OLS r< n x/ {
9 if (a[r] < ali]) {

10 r=1i;

11

12 else {

13 }

14 i= i+1;

15 }

16 //

17 //{(Vji.0<j<n-—a[]<a[r])A0<r<n}
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Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element

1 //{0<n}
2 i= 0;

3 // {3h.(0 < n)llo/i] Ni=0[hk/il}

4 //{0<nAi=0}

5 r= 0;

6 //{0<nAi=0Ar=0}

7 while (il= n)

8 [xx inv (Vj. 0< j < i—a[j]< a[r])A 0< i< n A OLS r< n x/ {
9 if (a[r] < ali]) {

10 r=1i;

11

12 else {

13 }

14 i= i+1;

15

16 //{vji0<j<i—al]<alr)AO<i<nAO<r<nA=(i#n)}
17 //{(Vji.0<j<n-—a[]<a[r])A0<r<n}
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Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element (Schleifenrumpf)

1 while (i!= n)

2 [xx inv (Vj. 0< j < i—a[j]< a[r])A 0< i< n A OLS r< n x/ {
3 if (a[r] < ali]) {

4 /) AV 0<j<i—alj] <a[r])A0<i<nAO0<r<nAalr] < a[il}
5 r= i;

6 //

7 /]

8

9 else {

10 /]

11 1

12/

13 i= i+1;

u o/

15 }
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Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element (Schleifenrumpf)

1 while (i!= n)

2 [xx inv (Vj. 0< j < i—a[j]< a[r])A 0< i< n A OLS r< n x/ {
3 if (a[r] < ali]) {

4 J/AV0<j<i—alj]<a[r])A0<i<nAO<r<nAalr] < a[i]}

5 r= i;

6 ;; {BRo((VjOo<j<i—a[j]<a[r)AO<i<nAO0<r<nAalr] <a[i])[Ro/r] A r=i[Ro/r]}
7

8

9 else {

10 //

11 }

2 )

13 i= i+1;

u /)

15 }

Korrekte Software 30 [35] D U



Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element (Schleifenrumpf)

1 while (i!= n)

2 [xx inv (Vj. 0< j < i—a[j]< a[r])A 0< i< n A OLS r< n x/ {

3 if (a[r] < ali]) {

4 J/AV0<j<i—alj]<a[r])A0<i<nAO<r<nAalr] < a[i]}

5 r= i;

6 // {3Ro.((VjO<j<i—a[jl]<a[r])A0<i<nA0<r<nAalr]<ali])[Ro/r] A r=i[Ro/r]}
7 // {3Ro.(Vj.0<j<i—s alj] <a[Ro])A0<i<nAO<L Ry<nAalR]<alilAr=i}
8

9 else {

10 /]

11 1

12/

13 i= i+1;

u o/

15 }
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Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element (Schleifenrumpf)

1 while (i!= n)

2 /xx inv (Vj. 0< j < i—alj]< a[r])A 0< i< n A OLS r< n x/ {

3 if (a[r] < afi]) {

4 J/AV0<j<i—alj]<a[r])A0<i<nAO<r<nAalr] < a[i]}

5 r= i;

6 /] BRo((Vjo<j<i—a[j]<a[r)A0O<i<nA0<r<nAar]<a[li)[Ro/r]Ar=i[Ro/r]}
7 // {3Ro.(Vj.0<j<i—s alj] <a[Ro])A0<i<nAO<L Ry<nAalR]<alilAr=i}
8

9 else {

10 [/ {VjO<j<i—aj]<alr])A0<i<nAO0<r<nA-(a[r] <ali])}

11

12 //

13 i= i+1;

14 //

15 }

Korrekte Software 30 [35] D U



Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element (Schleifenrumpf)

1 while (i!= n)

2 /% inv (Vj. 0< j < i—a[j]< a[r])A 0< i< n A OS r< n %/ {

3 if (a[r] < afi]) {

4 [/ {(VjO<j<i—aj]<alr])AN0<i<nAO0<r<nAalr] < a[il}

5 r= i;

6 /) {3R0.((VjO<j<i—alj]<a[r])A0<i<nAO0<r<nAalr] <ali])[Ro/r]Ar=i[Ro/r]}
7 /] {3Ro.(Vj.0<j<i—alj] <alR])A0<i<nAO0O<Ry<nAa[Ry]<ali]Ar=i}
8

9 else {

10 /) {(Vj0<j<i—al]<alr)A0<Li<nA0<Lr<nA-(alr] < ali])}

11

12 /] {BRo.(Vj.0<j<i— alj] <a[R])AN0<i<nAO<Ry<nAalR]<alilAr=1i) }
V((Vjo<j<i—a[j]<alr])A0<i<nA0<r<nAali] <alr])

13 i= i+1;
14 //
15 }
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Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element (Schleifenrumpf)

1 while (i!= n)

2 [xx inv (Vj. 0< j < i—a[j]< a[r])A 0< i< n A0S r< n x/ {

3 if (a[r] < ali]) {

4 /) {(Vjo<j<i—alj]<alr])A0<i<nAO0<r<nAalr] < alil}

5 r= i;

6 /] BRo-((Vjo<j<i—alf]<alr)A0<i<nAO0<r<nAar] <a[ll)[Ro/r] Ar=i[Ro/r]}
7 // {3R0.(Vj0<j<i—alj] <a[R])AN0<i<nAO<Ry<nAa[Ry] <aliljAr=i}
8

9 else {

10 /) ANV 0O<j<i—alj]<a[r])A0<i<nA0<r<nA-(a]r] < a[i])}

11

12 // {BRo.(VjO<j<i—a[j] <a[R])AN0<i<nAO<Ry<nAalR] <a[lilAr=1i) }
V((Vj.0<j<i—al]<alr])A0<i<nA0<r<nAali]<alr])
13 i= i+1;
14 // {3hb.(3BRo.(Vj.0<j<l— a[j] <a[Ro])AO0<1l <nA0< Ry <nAalR] <albl]Ar=1h) }
V((Vj0<j<lh—alj]<a[rf)ANO<Ih<nAO<r<nAa[b]l <a[r]))Ni=1l+1
15 }
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Verifikationsbedingungen

1 0<nAi=0Ar=0— (VjO<j<i—a[j]<a[rhPA0O<i<nAO<r<n

2 (Vjo<j<i—alj]<a[r)A0<i<nAO<r<nA-(i#n)—
(Vj,0<j<n—a[j]<a[r])AO<r<n

3 (E”o((aRo(VjO <j<l —>8L[] < a[R()])/\OS lh<nANO<Ry< n/\a[Ro] < a[lo]/\r: /())
VIVjo<j<h—a[j]<a[r)A0<lh<nA0O<r<nAalb]l<a[r))Ai=lh+1)
— (Vjo<j<i—a]<a[r)A0<i<nA0<r<n
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Weitere Vereinfachungsregeln

Existenzquantoren und Disjunktionen kénnen mit folgenden Regeln vereinfacht werden:
@ Der Giiltigkeitsbereich des Existenzquantors kann verkleinert werden:

> (3x.PVQ)~ (Ix.P)V (Ix.Q)

@ Disjunktionen in der Pramisse ergeben eine Fallunterscheidung:

» AAVAA— B~ A — B,AA— B

® Konjunktion distributiert tGber Disjunktion:

> (ALVA)AB~ (ALAB)V (A AB)

® ... und andersherum:

> (AL ANA)V B~ (ALVB)A(AV B)
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Vereinfachte Verifikationsbedingungen

11
1.2
1.3

21
2.2

3.1

3.2

3.3

3.4

35

3.6

0<nAi=0Ar=0— (VjO<j<i— a[j]<a[r])
0<nAi=0Ar=0—0<r<n
0<nAi=0Ar=0—0<i<n

(Vio<j<i—alj]<a[rhA0<i<nA0<r<nA=(i#n)— (¥j.0<j<n— a]j] <alr])

(Vjio<j<i—alj]<a[rPA0<i<nA0<r<nA=(i#n) —0<r<n

(E”o(aRo(VjO <j< /o—)&U]SQ[Ro])/\OSIo<nAOS Ry < nAa[Ro]<a[lo]/\r:I0)/\i:Io+1)

— (Vj.0<j<i— a[j] <alr])
(
(

—~

Ao.(Vj0<j<lh—aj]<alrhAO< b <nAO<r<nAalb] <alr]Ani=1l+1)

— (Vj.0<j<i— alj] <a[r])

Hlo(HRo(VJO <j< Io—>aU]Sa[Ro])/\0§/0 <nAN0< Ro<n/\a[Ro] <a[/o]/\r:/0)/\i=Io+1)
—0<i<n

. (Vjio<j<h—a]<alr)A0<h<nAO<r<nAalb] <alr]Ni=1lk+1)

—0<i<n

o.(FR.(Vj.O<j<hh— aj] <a[R)ANO<hh<nAO< Ry <nAalR] <alb]Ar=hk)Ni=1lh+1)
—0<r<n

. (Vj0<j<lh—aj]<alrhAO<h<nAO<r<nAalb] <alr]Ani=1l+1)

—0<r<n

o

~ ] o~ | o~ | —~
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Vereinfachte Verifikationsbedingungen

1.1
1.2
1.3

21
2.2

31

3.2

3.3

3.4

35

3.6

0<nAi=0Ar=0— (Vj0<j<i— a[j] <a[r])
0<nAi=0Ar=0—0<r<n
0<nAi=0Ar=0—0<i<n

(Vio<j<i—alj]<a[rhA0<i<nA0<r<nA=(i#n) — (¥j.0<j<n— alj] <alr])
(Vjio<j<i—a[j]<a[rDPAO<i<nA0<r<nA-(i#n) —0<r<n

(J.(IRo.(V)j-0 < j < lo —> alj] < a[Ro]) AO < Iy < nAO < Ro < nAa[Ro] < allo] A JE=ol) A i = Iy + 1)
— (Vj o< j<i— a[j]<a[r])
Bh.(vjo<j<h—aj]<alr)AO<hbh<nAOL<r<nAalb]l <alr]ANi=1l+1)

— (Vj.0<j<i—aj]<a[r])

(J.(FRo.(V)j-0 < j < lo — alj] < a[Ro]) AO < Iy < nAO < Ro < nAa[Ro] < allo] A JB=ol) A i = Iy + 1)
—0<i<n

(Fh.(Vjo<j<lh—al]<a[r)AO<hh<nAO<r<nAalb] <a[rlNi=lk+1)

—0<i<n

(3. (3Ro. (.0 < j < lo — alj] < a[R]) A0 <l < n A0 < Ro < nAa[Ro] < a[lo] A JE=ol) A i = lo + 1)
—0<r<n

Fh(Vjio<j<h—alj]<ar)AO<h<nAO0O<r<nAalb] <a[r]ANi=1l+1)

—0<r<n
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Vereinfachte Verifikationsbedingungen

1.1
1.2
1.3

2.1
2.2

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

0<nAi=0Ar=0— (Vj0<j<i— a[j] <a[r])
0<nANi=0Ar=0—0<r<n

0<nAi=0Ar=0—00<i<n
(Vjio<j<i—alj]<a[rhA0<i<nA0<r<nA=(i#n) — (Vj.0<j<n— afj] <a[r])
(Vjio<j<i—alj]<a[rDA0<i<nA0<r<nA-(i#n) —0<r<n
BRo.((Vjo<j<r—aj] <aR])AO<r<nAO0O< Ry <nAalR] <a[r])ANi=r+1)
— (Vj.0<j<i—alj]<a[r])
(Fho.(Vjo<j<lhh—al]<a[r)AO<hh<nAO<r<nAalb] <a[r]Ni=l+1)

— (Vj.0<j<i— afj] <alr])

(FRo.(Vj.0<j<r—aj] <aR])AO<r<nAO<Ry<nAalR] <a[r)ANi=r+1
—50<i<n
Bh.(Vjo<j<l—alj]<a[rhA0<hh<nAO<r<nAalbl <a[r]Ani=1l+1)
—0<i<n

BRo.(Vj0<j<r—alj]<aR))AN0<r<nAO0< Ry<nAaR]<a[r)ANi=r+1
—0<r<n
(Fh.(Vjo<j<l—al]<a[rhAO<hh<nAO<r<nAalb] <a[rlANi=l+1)
—0<r<n

Korrekte Software 33 [35] DE U



Vereinfachte Verifikationsbedingungen

1.1
1.2
1.3

21
2.2

3.1

3.2

3.3

3.4

35

3.6

0<nAlIZ0 Ar=0— (V0<j<i—salj]<alr]) v
0<nAi=0AFE0 —0<r<nv/

0<nAli=0lAr=0-—0<i<n/

(Vio<j<i—alj]<a[rhA0<i<nA0<r<nA=(i#n) — (¥j.0<j<n— a]j] <alr])
(Vjio<j<i—alj]<a[rhA0<i<nAO0<r<nA=(i#n) —0<r<n

BRo.((Vjo<j<r—a}j]<a[R])AN0<r<nA0O< Ry <nAa[R] <a[r])ANi=r+1)
— (Vj.0<j<i— a[j] < alr])
Fh(Vjo<j<h—alj]<ar)AO<h<nAO0O<r<nAalb] <a[r]ANi=1l+1)
— (Vj.0<j<i— alj] <a[r])

BRo.(Vj0<j<r—aj] <a[R])AO<r<nAO<Ry<nAaR] <a[r)Ai=r+1
—0<i<n
(Fh.(Vjo<j<lhh—al]<a[r)A0O<hh<nAO<r<nAalb] <a[rl]ANi=lk+1)
—0<i<n

(FRo.(Vj.0<j<r—aj] <a[R])AO<r<nAO<Ry<nAalR] <a[r)ANi=r+1
—0<r<n
Bh.(Vjo<j<lh—al]<a[rhA0<hh<nAO<r<nAalbl <a[r]Ai=l+1)
—0<r<n
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Vereinfachte Verifikationsbedingungen

1.1
1.2
1.3

2.1
2.2
3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

O0<nAi=0Ar=0— (VjO<j<i— a[j]<a[r]) v
0<nAi=0Ar=0—0<r<nv
0<nANi=0Ar=0—0<i<nv

(Vj.0§j<i—>a[j]§a[r])/\0§i§n/\0§r<n/\-—>(Vj.0§j<n—>a[j]§a[r])/
(Vj0<j<i—al] <a[r)A0<i<nA[0EESA A—(i#n) —0<r<n/

BRo.((Vjo<j<r—a}jl<a[R])ANO0<r<nA0O< Ry <nAa[R] <a[r])ANi=r+1)
— (Vj.0<j<i— afj] <alr])
Fh.(Vjo<j<h—al]<ar)AO<Sh<nAO<r<nAalb] <a[r]ANi=1l+1)
(0 <)< i — alj] < alr])

BRo.(Vj.0<j<r—aj] <a[R])A0O<r<nAO<Ry<nAalR]<a[r)ANi=r+1
—0<i<n
Gh.(Vjio<j<h—alj]<alr)AO<b<nAO0<r<nAalb] <a[r]Ani=1l+1)
—0<i<n

(FRo.(Vj.0<j<r—aj] <a[R]))A0O<r<nAO<Ry<nAalR] <a[r)ANi=r+1
—0<r<n
Bh.(Vjo<j<l—al]<a[rhA0<hh<nAO<r<nAalbl <a[rlni=lk+1)
—0<r<n
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Vereinfachte Verifikationsbedingungen

1.1
1.2
13

21
2.2

3.1

3.2

3.3

3.4

35

3.6

0<nAi=0Ar=0— (VjO<j<i—afj]<a[r]) v
0<nAi=0Ar=0—0<r<nv
0<nANi=0Ar=0—00<i<nv

(Vjio<j<i—alj]<a[rhA0<i<nA0O<r<nA=(i#n)— (Vj.0<j<n— alj] <alr]) v
(Vjio<j<i—alj]<a[rPA0<i<nA0<r<nA=(i#n) —0<r<nv

Gy ((RERSSIRSSIRA) 0 < r <770 < Ro < n » [EHRIRSIAD "/ =+ 1)
— (Vj.0<j<i—afj]<alr]) v
Fh.(Vjo<j<h—al]<ar)AO<h<nAO0O<r<nAalb] <a[r]ANi=1l+1)
(Y0 << i — alj] < alr])

BRo.(Vj0<j<r—aj] <aR]))AO<r<nAO<Ry<nAaR]<a[r)Ai=r+1
—0<i<n
(Fho.(Vjo<j<lhh—al]<a[r)AO<lhh<nAO<r<nAalb] <a[r]Ni=l+1)
—0<i<n

(FRo.(Vj0<j<r—a[j] <a[R])AOSr<nAO0<Ry<nAalR] <a[r)Ai=r+1
—0<r<n
Bh.(Vjo<j<l—al]<a[rhA0<hh<nAO<r<nAalb] <a[rlAni=l+1)
—0<r<n
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Vereinfachte Verifikationsbedingungen

1.1
1.2
13

21
2.2

31

3.2

3.3

3.4

35

3.6

0<nAi=0Ar=0— (VjO<j<i—afj]<a[r]) v
0<nAi=0Ar=0—0<r<nv
0<nANi=0Ar=0—00<i<nv

(Vjio<j<i—alj]<a[rhA0<i<nA0O<r<nA=(i#n)— (Vj.0<j<n— alj] <alr]) v
(Vjio<j<i—alj]<a[rPA0<i<nA0<r<nA=(i#n) —0<r<nv
BRo.((Vjo<j<r—a}jl<a[R])AN0<r<nA0O< Ry <nAa[R] <a[r])ANi=r+1)

— (Vj.O<j<i—afj]<alr]) v

Gh(GO<j<h— ] Salyn0= b0 rann k] <alr] 4 i=h+1)
— (Vj.0<j<i— a[j]<ar]) v

BRo.(Vj.0<j<r—aj] <a[R]))AO<r<nAO<Ry<nAalR]<a[r)Ai=r+1
—0<i<n
(Fho.(Vjo<j<lh—al]<a[r)AO<lhh<nAO<r<nAalb) <a[r]Ni=lk+1)
—0<i<n

(FRo.(Vj.0<j<r—aj] <aR])AO<r<nAO<Ry<nAalR]<a[r)ANi=r+1
—0<r<n
Bh.(Vjo<j<l—al]<a[rhA0<hh<nAO<r<nAalb] <a[rlAni=l+1)
—0<r<n
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Vereinfachte Verifikationsbedingungen

1.1
1.2
1.3

2.1
2.2

3.1

3.2

3.3

3.4

35

3.6

0<nAi=0Ar=0— (VjO<j<i—afj]<a[r]) v
0<nAi=0Ar=0—0<r<nv
0<nAi=0Ar=0—00<i<nv

(Vio<j<i—alj]<a[rPA0<i<nA0<r<nA=(i#n) — (Vj.0<j<n— a}j]<a[r]) v
(Vjio<j<i—alj]<a[rDA0O<i<nAO0O<r<nA-(i#n)—0<r<nv

(TR0 (7.0 < j < r—+alj] <a[R])AO<r<nA0<Ry<nAa[R] < a[r]) AJE=FHL)
— (Vj.0<j<i—afj]<ar]) v
Bh.(Vjo<j<l—al]<a[rhA0<hh<nAO<r<nAalbl <a[rlAni=lk+1)

— Vj0<j<i— alj]<alr]) v

(FRo-(¥).0 < j < r — alj] < a[Ro]) A JOEEA A 0 < Ry < n A a[Ro] < alr]) A IS FET
—0<i<nv
Gh.(Vjio<j<h—alj]<a[r)AO<b<nAO0O<r<nAalb] <a[r]Ani=1l+1)
—0<i<n

(FRo.(Vj.0<j<r—aj] <a[R])AO<Sr<nAO0< Ry <nAalR] <a[r])Ai=r+1
—0<r<n
Bh.(Vjo<j<l—al]<a[rhA0<hh<nAO<r<nAalbl <a[rlni=l+1)
—0<r<n
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Vereinfachte Verifikationsbedingungen

1.1
1.2
1.3

2.1
2.2

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

0<nAi=0Ar=0— (VjO<j<i— a[j]<a[r]) v
0<nANi=0Ar=0—0<r<nv
0<nAi=0Ar=0—0<i<nv

(Vio<j<i—alj]<a[rhA0<i<nA0<r<nA-(i#n) — (Vj.0<j<n— alj]<alr]) v
(Vjio<j<i—alj]<a[rhDAO0<i<nA0<r<nA—(i#n) —0<r<nv

FRo.((Vj0<j<r—aj] <alR])AN0O<r<nAO0O<Ry<nAalR] <a[r])ANi=r+1)
— (Vj0<j<i—alj]<alr]) v
Bh.(Vjo<j<l—al]<a[rhA0<hh<nAO<r<nAalb] <a[r]Ani=l+1)
— (VjO<j<i— alj] <alr]) v
BRo.(Vj0<j<r—alj]<aR))AN0<r<nAO0< Ry<nAaR]<a[r)ANi=r+1
—0<i<nv

(3ho-(¥j.0 < j < b — alj] < a[r]) A JOEISA A0 < r < nAalk] < a[r] A IS
—0<i<nv

BRo.(Vj0<j<r—aj] <a[R]))A0O<r<nAO<Ry<nAaR]<a[r)Ai=r+1
—0<r<n
(Fh.(Vjo<j<l—al]<a[rh)AO<hh<nAO<r<nAalbl <a[r]Ni=l+1)
—0<r<n
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Vereinfachte Verifikationsbedingungen

1.1
1.2
1.3

21
2.2

31

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

0<nAi=0Ar=0— (VjO<j<i—afj]<a[r]) v
0<nAi=0Ar=0—0<r<nv
0<nAi=0Ar=0—0<i<n/Vv

(Vio<j<i—alj]<a[r)A0<i<nA0O<r<nA=(i#n) — (Vj.0<j<n— a]j] <alr]) v
(Vjio<j<i—alj]<a[rPA0<i<nA0<r<nA=(i#n) —0<r<n/

BRo.((Vjo<j<r—a}jl<aR])ANO0<r<nAO0O< Ry <nAa[R] <a[r])Ni=r+1)
— (Vj.0<j<i—afj]<alr]) v
(Fh.(Vjo<j<l—al]<a[r)AO<hh<nAO<r<nAalbl <a[rlANi=lk+1)

— (Vjo<j<i—a[j]<alr]) v/

FRo.(Vj0<j<r—aj] <a[R]))ANO<r<nAO0O<Ry<nAalR] <a[r])Ai=r+1
—0<i<nv
(Fhb.(Vjo<j<lhh—al]<a[r)AO<lhh<nAO<r<nAalb) <a[r]Ni=lk+1)
—L0<i<nv

(FRo-(7.0 < j < r — alj] < a[Ro]) A JOEESA A0 < Ry < nAalRo] < a[r]) Ai=r+1
—0<r<nv
(Fh.(Vjo<j<l—al]<a[r)AO<hh<nAO<r<nAalb] <a[rlNi=lk+1)
—0<r<n
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Vereinfachte Verifikationsbedingungen

1.1
1.2
1.3

21
2.2

31

3.2

3.3

3.4

35

3.6

0<nAi=0Ar=0— (VjO<j<i—afj]<a[r]) v
0<nAi=0Ar=0—0<r<nv
0<nAi=0Ar=0—0<i<n/Vv

(Vio<j<i—alj]<a[r)A0<i<nA0O<r<nA=(i#n) — (Vj.0<j<n— a]j] <alr]) v
(Vjio<j<i—alj]<a[rPA0<i<nA0<r<nA=(i#n) —0<r<n/

BRo.((Vjo<j<r—a}jl<aR])ANO0<r<nAO0O< Ry <nAa[R] <a[r])Ni=r+1)
— (Vj.0<j<i—afj]<alr]) v
(Fh.(Vjo<j<l—al]<a[r)AO<hh<nAO<r<nAalbl <a[rlANi=lk+1)
— (VjO<j<i—alj]<alr]) v

FRo.(Vj0<j<r—aj] <a[R]))ANO<r<nAO0O<Ry<nAalR] <a[r])Ai=r+1
—0<i<nv
(Fhb.(Vjo<j<lhh—al]<a[r)AO<lhh<nAO<r<nAalb) <a[r]Ni=lk+1)
—L0<i<nv

(FRo.(Vj.0<j<r—aj] <a[R])A0O<r<nAO<Ry<nAalR] <a[r)ANi=r+1
—0<r<nv

(Fo(Fj.0<j < lo—alj] < a[r]) A0 <l < nA[OEESR Aallo] < a[r] Ai = o +1)

—0<r<nv
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Zusammenfassung
» Die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils sind symmetrisch: die Zuweisungsregel gibt
es“riickwarts” und “vorwarts”.

» Dual zu Beweis und Verifikationsbedingung riickwarts gibt es Regel und
Verifkationsbedingungen vorwarts.

» Bis auf die Invarianten an Schleifen kdnnen wir Korrektheit automatisch priifen.

> Kern der Vorwartsberechnung ist die Zuweisungsregel nach Floyd.

» Vorwartsberechnung erzeugt kleinere Terme, ist aber umstandlicher zu handhaben.

» Rickwartsberechnung ist einfacher zu handhaben, erzeugt aber (tendenziell sehr) groBe

Terme.
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Korrekte Software: Grundlagen und Methoden

Vorlesung 11 vom 28.06.22

Funktionen und Prozeduren |

17:53:36 2022-07-04

Serge Autexier, Christoph Lith
Universitat Bremen

Sommersemester 2022

1 [46]

D U



Fahrplan

Einflhrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil |

Der Floyd-Hoare-Kalkiil 1l: Invarianten
Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Strukturierte Datentypen
Verifikationsbedingungen

Vorwérts mit Floyd und Hoare

Funktionen und Prozeduren |
Funktionen und Prozeduren Il

VVV VYV YVYVYVYVYyYVYVYYVYY

Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Riickblick

Korrekte Software 2 [46]
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Funktionen & Prozeduren

» Funktionen sind das zentrale Modularisierungskonzept von C
> Kleinste Einheit

» NB. Prozeduren sind nur Funktionen vom Typ void

» In objektorientierten Sprachen: Methoden

» Funktionen mit (implizitem) erstem Parameter this

» Wie behandeln wir Funktionen?

Korrekte Software 3 [46]
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Beispiel: Rekursion
Fakultat

// {N==nA0<n}

p= 1;

while (0< n)
/*% inv p =— (N-n)! A 0< n;
p= p* n;
n= n—1;

}
/14 == N1}

» Spezifikation mit Vor-/Nachbedingung

Verkapselt als Funktion

int factorial(int n)
/** pre 0< n;

post \result
{

int p;
p= 1;
while (0< n)
/*% inv p = (n@pre—n)! A
0< n; x/ {
p= px n;
n= n—1;
}

return n;

}

= n!; %/

» Keine logischen Variablen nétig, \resultfir Ergebnis
» Lokale Variablen, von auBen nicht sichtbar (scoping)

Korrekte Software
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Modellierung und Spezifikation von Funktionen

Wir brauchen:

@ Von Anweisungen zu Funktionen: Deklarationen und Parameter

Korrekte Software 5 [46]
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Modellierung und Spezifikation von Funktionen

Wir brauchen:

@ Von Anweisungen zu Funktionen: Deklarationen und Parameter

® Semantik von Funktionsdefinitionen

Korrekte Software 5 [46]
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Modellierung und Spezifikation von Funktionen

Wir brauchen:

@ Von Anweisungen zu Funktionen: Deklarationen und Parameter
® Semantik von Funktionsdefinitionen

© Spezifikation von Funktionsdefinitionen
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Modellierung und Spezifikation von Funktionen

Wir brauchen:

@ Von Anweisungen zu Funktionen: Deklarationen und Parameter
® Semantik von Funktionsdefinitionen
© Spezifikation von Funktionsdefinitionen

O Beweisregeln fiir Funktionsdefinitionen
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Modellierung und Spezifikation von Funktionen

Wir brauchen:

@ Von Anweisungen zu Funktionen: Deklarationen und Parameter
® Semantik von Funktionsdefinitionen

© Spezifikation von Funktionsdefinitionen

O Beweisregeln fiir Funktionsdefinitionen

©® Semantik des Funktionsaufrufs
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Modellierung und Spezifikation von Funktionen

Wir brauchen:

@ Von Anweisungen zu Funktionen: Deklarationen und Parameter
® Semantik von Funktionsdefinitionen

© Spezifikation von Funktionsdefinitionen

O Beweisregeln fiir Funktionsdefinitionen

® Semantik des Funktionsaufrufs

® Beweisregeln fiir Funktionsaufrufe

Korrekte Software 5 [46]

DE U



Von Anweisungen zu Funktionen
» Erweiterung unserer Kernsprache um Funktionsdefinition und Deklarationen:

FunDef ::= FunHeader FunSpec™’ Blk
FunHeader ::= Type Idt(Decl”)
Decl ::= Type Idt
Blk ::= {Decl” Stmt}
Type ::= void | char | int | Struct | Array
Struct ::= struct Idt’ {Decl™}
Array ::= Type Idt[Aexp]
» Abstrakte Syntax

» GroBe von Feldern: konstanter Ausdruck

» FunSpec wird spater erliutert

Korrekte Software 6 [46]
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Riickgaben

Neue Anweisungen: Return-Anweisung

Stmt su=l=el|ca;o|{}|if(b) a else o
| while (b) /% inv P x/ c| /xx {P} x/
| return a’

Korrekte Software 7 [46]
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Riickgabewerte

» Problem: return bricht sequentiellen Kontrollfluss:

if (x = 0) return —1;
y =y / x; // Wird nicht immer erreicht

> Losung 1: verbieten!

> MISRA-C (Guidelines for the use of the C language in critical systems):

Rule 14.7 (required)

A function shall have a single point of exit at the end of the function.

» Nicht immer moglich, unibersichtlicher Code ...

> Losung 2: Erweiterung der Semantik

Korrekte Software 8 [46]
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Denotationale Semantik der return-Anweisung
> Alt: X —~ %

[[c]] [[c]]

Korrekte Software 9 [46]
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Denotationale Semantik der return-Anweisung

> Alt: X — %

> Neu: X = (X 4+ X xV)

Korrekte Software 9 [46]
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Erweiterte Semantik

» Denotat einer Anweisung: ¥ — (X UX x V)

» Abbildung von Ausgangszustand ¥ auf:

P> Sequentieller Folgezustand oder Riickgabewert und Riickgabezustand,

> ¥ und X x V sind disjunkt.

» Was ist mit void?

Korrekte Software 10 [46]
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Erweiterte Semantik

» Denotat einer Anweisung: ¥ — (XU X x Vy)

» Abbildung von Ausgangszustand ¥ auf:

P> Sequentieller Folgezustand oder Riickgabewert und Riickgabezustand,

> ¥ und X x V sind disjunkt.

» Was ist mit void?

> Erweiterte Werte: Vy £V + {*}

Korrekte Software 10 [46]
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Komposition mit Riickgabewerten

» Komposition zweier Anweisungen f,g: ¥ — (XU X x Vy).

» Im Allgemeinen: Wenn f,g: A— A+ Bdann gosf:A— A+ B:

oc Flo) & g(d) f(a)=4
gosf(o) {(a’,b) f(a):(a/,b)

» Als Mengen: f,g C(AX(A+B))ZAxA+AxB

gosf ={(a,x)|3d € A (a,d) e fA(d,x) e gtuU{(a,b)]|(a,b) €f,be B}

» Frage: Ist das gleiche wie Komposition von partiellen Funktionen?
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Arbeitsblatt 11.1: Komposition mit Riickgabewerten

Sei A={0,...,9} @ Wie ist die Funktion F links in Mengenschreibweise
B = {0, 100,200,300} definiert?

Betrachte F: A —~A+B ® Wie sind folgende Funktionen (als Mengen) definiert:
F Fy» £ Fos F?
def

F3:FOSFOSF?

©® Was ist die Bedeutung von F37

P (LoONOUDWNRFO

A+B
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Semantik von Anweisungen

[lc:Stmt - X — (XUX x Vy)

[x = elec = {(o,0l/ = al) [ (0,]) € [x]z, (o, a) € [e] a}
[ci; e2lle = [e2le os [eile  Komposition wie oben
[{ He = ds Ids ;= {(0,0)|c € £}

[if (b) co else ci]c = {(0,p) | (o, true) € [b]s A (0,/') € [c]c}
U{(o,0) | (0, false) € [b]5 A (0, ¢') € [e1]c}
mit P € ZUX x Vy

[return e]c = {(0; (0, a)) | (0,a) € [e].a}

[return]c = {(o, (0, %))}
[while (b) c]e = fix(I)

() Z{(o,0) | (o, true) € [bls A (0,p') € ¢ os [clc}
U{(o,0) | (o, false) € [b]s}
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Arbeitsblatt 11.2: Semantik mit Riickgabe

Berechnet die Denotate der folgenden Programme:

[x=3;x=4]c="7

[x =3;return x;x =4]¢c =7
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Erweiterung des Floyd-Hoare-Kalkiils

» Neue Semantik: Stmt — ¥ — (X UX x Vy)

» Wie passt das zu unseren Floyd-Hoare-Tripeln = {P} c{Q}?

Korrekte Software 15 [46]
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Erweiterung des Floyd-Hoare-Kalkiils

» Neue Semantik: Stmt — ¥ — (X UX x Vy)
» Wie passt das zu unseren Floyd-Hoare-Tripeln = {P} c{Q}?
» Problem: Tripel behandel einen Nachzustand, jetzt haben wir zwei . ..

> Losung: Erweiterung des Tripels um eine explizite Nachbedingung fiir den
Riickgabezustand

={Pyc{Q[ Qr}
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Erweiterung des Floyd-Hoare-Kalkiils

[lc:Stmt - X — (XUX x Vy)
Hoare-Tripel: zusatzliche Spezifikation fiir Riickgabewert.

Partielle Korrektheit (= {P} c{Q | Qr})
c ist partiell korrekt, wenn fiir alle Zustande o, die P erfillen:
» die Ausfithrung von ¢ mit o in ¢’ regulér terminiert, so dass ¢’ die Spezifikation Q erfiillt,

» oder die Ausfiihrung von ¢ in ¢/ mit dem Riickgabewert v terminiert, so dass (¢’, v) die
Riickgabespezifikation Qg erfiillt.

F{P}c{Q[Qr} =
Vo. (o, true) € [P]g T A (Fo’.(0,0") € [c]c = (o', true) € [Q]B)
V
(3o’ v.(o,(c,v)) € [cle = (o', true) € [Qr]B)
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Erweiterung des Floyd-Hoare-Kalkiils: return

F{Q} return{P | Q} F {Q[e/ \result]} return e{P | Q}

» Bei return wird die Riickgabespezifikation @ zur Vorbedingung, die regulare
Nachfolgespezifikation wird ignoriert, da die Ausfiihrung von return kein Nachfolgezustand
hat.

» return ohne Argument darf nur bei einer Nachbedingung Q auftreten, die kein \result
enthalt.

» Bei return mit Argument ersetzt der Rickgabewert den \result in der
Riickgabespezifikation.
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Zusammenfassung: Erweiterter Floyd-Hoare-Kalkiil

F{P}a{R|Qr} F{R}c{Q] Qr}
F{PH{}{P | Qr} F{P}c;2{Q| Qr}

F{PAb}c{P| Qr}
F{Qle/x]} I =e{Q | Qr} F {P} while (b) c{PA—-b| Qr}

F{P/\b}q{Q\ QR} F{P/\—\b}C2{Q| QR}
FA{P} if (b) c1 else &2{Q | Qr}

P— P F{P}c{Q IR} @ —Q R —R

F{P}c{Q| R} F{Q} return{P | Q}

F{Q[e/\result]} return e{P | Q}
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Arbeitsblatt 11.3: Kurzbeispiel

Verifiziert folgendes Kurzbeispiel:

{ // {x=X}
/] 177

x= x+1;

/] 1?
return x;
// {false | \result == X + 1}
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Losungsblatt 11.3: Kurzbeispiel

{ /[ {x=X}
//

x= x-+1
//

return x;
// {false | \result = X + 1}
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Losungsblatt 11.3: Kurzbeispiel

{ /[ {x=X}
//

x= x-+1
/) {x=X+1}

return x;
// {false | \result = X + 1}
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Losungsblatt 11.3: Kurzbeispiel

{ //{x=X}
/) {x+1=X+1}
x= x+1;
/] {x=X+1}
return x;
// {false | \result = X + 1}
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Losungsblatt 11.3: Kurzbeispiel

{ //{x=X}
/) {x+1=X+1}
x= x+1;
/] {x=X+1}
return x;
// {false | \result = X + 1}

}

Beweisverpflichtung:

x=X=x+1=X+1 /
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Approximative schwachste Vorbedingung

> Erweiterung zu awp(c, @, Qr) und wvc(c, Q, Qr) analog zu der Erweiterung der
Floyd-Hoare-Regeln.

» Es wird immer eine Riickgabespezifikation Qg bendtigt.

» Es gilt:

J\wve(c, Q, Q) =+ {awp(c. Q. Qr)} < {Q | Qr} ]
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Approximative schwichste Vorbedingung (Revisited)

awp({ }7 Q7 QR) = Q
awp(/=¢,Q,Qr) £ Q[e/]]
awp(ci; @2, Q, Qr) = awp(c1,awp(cz, Q, Qr). Qr)
awp(if (b) ¢ else c1, Q, Qr) &f (b Aawp(cp, Q, Qr)) V (—b A awp(c1, Q, Qr))
awp(/++ {q} +/,Q,Qr) £ gq
awp(while (b) /+x inv i x/ ¢, Qr) A
awp(return e, Q, Qr) £  Qgle/ \result]
awp(return, Q, Qr) £ Qg
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Approximative Verifikationsbedingungen (Revisited)

Q
LN

WVC({ }707 QR) =0
wve(l = e, Q, Qr) o
wve(er; @2, Q, Qr) £ wve(cr,awp(c, @, Qr), Qr) Uwve(c2, Q, Qr)
wvc(if (b) c1 else ¢, Q, Qr) &f wvc(cr, Q, Qr) Uwve(e, Q, Qr)
wve(/++ {q} +/,Q,Qr) £ {q= Q}
wvc(while (b) /+x inv i %/ ¢,Q,Qr) £ wvc(c,i,Qr)U{i A b= awp(c,i, Qr)}

U{i/\—|b2>Q}

&
Ly

0

wvc(return e, Q, Qr)
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Beispiel: Fakultat

1 { //{0<n}
2 /)

3 p= 1;

4 7/

5 c= 1;

6 //

7 while (1) /*xx inv p = (c— 1)! A 0< c; */ {
8 p= p*c;

9 if (¢c=n) {

10 return p;

11 }

12 c= c+1;

13 }

14 // {false | \result == n!}

15
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Beispiel: Fakultat

1 { //{0<n}
2 /)

3 p= 1;

4 7/

5 c= 1;

6 //

7 while (1) /*xx inv p = (c— 1)! A 0< c; */ {
8 p= p*c;

9 if (¢c=n) {

10 return p;

11 }

12 c= c+1;

13 }

14 // {false | \result == n!}

15
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Beispiel: Fakultat

1
2
3
4
5
6
7
8

9
10
11
12
13
14
15

{ //{0<n}
/!

p= 1;

/!

c= 1;

// {p=(c=1)IA0<c}

while (1) /*xx inv p = (c— 1)! A 0< c; */ {

p= p*c;

if (¢c=n) {
return p;
}

c= c+1;

// {}false | \result == n!}
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Beispiel: Fakultat

1
2
3
4
5
6
7
8

9
10
11
12
13
14
15

{ //{0o<n}

//

p= 1;
//{p=(1-1)1A0<1}
c= 1;

// {p=(c=1)IA0<c}
while (1) /*xx inv p = (c— 1)! A 0< c; */ {

p= p*c;

if (¢c=n) {
return p;
}

c= c+1;

// {}false | \result == n!}
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Beispiel: Fakultat

1
2
3
4
5
6
7
8

9
10
11
12
13
14
15

{ //{0<n}
//{1=1=-1)1Ar0<1}
= 1;

7/ (o= (1-11A0<1)
c= 1;

// {p=(c=1)IA0<c}
while (1) /*xx inv p = (c— 1)! A 0< c; */ {

p= p*c;

if (¢c=n) {
return p;
}

c= c+1;

// {}false | \result == n!}
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Beispiel: Fakultat (Beweisverpflichtungen 1)

Unvereinfacht:
(1) 0<n—1=(1-1)A0<1
(3) p=(c—1)!IA0< cA—true — false
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Beispiel: Fakultat (Beweisverpflichtungen 1)

Unvereinfacht:
(1) 0<n—1=(1-1)A0<1
(3) p=(c—1)!IA0< cA—true — false
Vereinfacht:
(1.1) 0<n—1=0!
(1.2) 0<n—0<1
(3) false — false
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Beispiel: Fakultat (Beweisverpflichtungen 1)

Unvereinfacht:
(1) 0<n—1=(1-1)A0<1
(3) p=(c—1)!IA0< cA—true — false
Vereinfacht:
(1.1) 0<n—1=0! v/
(12) 0<n—0<1 v/
(3) false — false v
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Beispiel: Fakultat (Schleifenrumpf)

1

2 while (1) /*x inv p = (c— 1)! A O0< ¢c; %/ {
3 //

4 p= px*cC;

5 //

6 if (c=n) {
7 //

8 return p

9 //

10 }

11 else {

12 //

13 }

14 //

15 c= c+1

16 //

17 }
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Beispiel: Fakultat (Schleifenrumpf)

1

2 while (1) /*x inv p = (c— 1)! A O0< ¢c; %/ {
3 //

4 p= px*cC;

5 //

6 if (c=n) {

7 //

8 return p

9 //

10 }

11 else {

12 //

13 }

14 //

15 c= c+1;

16 // {p=(c—1)A0<c}
17
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Beispiel: Fakultat (Schleifenrumpf)

1

2 while (1) /*x inv p = (c— 1)! A O0< ¢c; %/ {
3 /]

4 p= px*cC;

5 //

6 if (c=n) {

7 //

8 return p

9 //

10 }

11 else {

12 //

13 }

14 // {p=((c+1)—1)'A0O<c+1}
15 c= c+1;

16 // {p=(c—1)A0<c}

17
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Beispiel: Fakultat (Schleifenrumpf)

1

2 while (1) /*x inv p = (c— 1)! A O0< ¢c; %/ {
3 //

4 p= px*cC;

5 //

6 if (c=n) {

7 //

8 return p

9 //

10 }

11 else {

12 //{p=({(c+1)=1)A0O<c+1}
13

14 // {p=((c+1)—1)'A0O<c+1}
15 c= c+1;

16 // {p=(c—1)A0<c}

17
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Beispiel: Fakultat (Schleifenrumpf)

1

2 while (1) /*x inv p = (c— 1)! A O0< ¢c; %/ {
3 /]

4 p= px*cC;

5 //

6 if (c=n) {

7 //

8 return p;

9 // {p=({(c+1)=1)!AO0< c+1]\result == nl}
10

11 else {

12 //{p=({(c+1)=1)A0O<c+1}

13

14 // {p=((c+1)—1)'A0O<c+1}

15 c= c+1;

16 // {p=(c—1)A0<c}

17
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Beispiel: Fakultat (Schleifenrumpf)

1

2 while (1) /*x inv p = (c— 1)! A O0< ¢c; %/ {
3 //

4 p= px*cC;

5 //

6 if (c=n) {

7 /] {p=n'}

8 return p;

9 // {p=({(c+1)=1)!AO0< c+1]\result == nl}
10

11 else {

12 //{p=({(c+1)=1)A0O<c+1}

13

14 // {p=((c+1)—1)'A0O<c+1}

15 c= c+1;

16 // {p=(c—1)A0<c}

17
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Beispiel: Fakultat (Schleifenrumpf)

1

2 while (1) /*x inv p = (c— 1)! A O0< ¢c; %/ {
3 //

4 p= px*cC;

5 // {lc=nAp=n)V(cZnAp=((c+1)—1)'A0<c+1)}
6 if (c=n) {

7 /] {p=n'}

8 return p;

9 // {p=({(c+1)=1)!AO0< c+1]\result == nl}
10

11 else {

12 //{p=({(c+1)=1)A0O<c+1}

13

14 // {p=((c+1)—1)'A0O<c+1}

15 c= c+1;

16 // {p=(c—1)A0<c}

17
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Beispiel: Fakultat (Schleifenrumpf)

1

2 while (1) /*x inv p = (c— 1)! A O0< ¢c; %/ {

3 // {lec=nAp-c=n)V(c#nAp-c=((c+1)-1)IA0<c+1)}
4 p= px*cC;

5 // {lc=nAp=n)V(cZnAp=((c+1)—1)'A0<c+1)}
6 if (c=n) {

7 // {p = ni}

8 return p;

9 // {p=({(c+1)=1)!AO0< c+1]\result == nl}

10

11 else {

12 //{p=({(c+1)=1)A0O<c+1}

13

14 // {p=((c+1)—1)'A0O<c+1}

15 c= c+1;

16 // {p=(c—1)A0<c}

17
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Beispiel: Fakultat (Beweisverpflichtung I1)
Unvereinfacht:

(2) p=(c—1)!' A0 < cA true
— (c=nAp-c=n!)
Vic#nAp-c=((c+1)-1)IAN0<c+1)
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Beispiel: Fakultat (Beweisverpflichtung I1)
Unvereinfacht:

(2) p=(c—1)!' A0 < cA true
— (c=nAp-c=n!)
Vic#nAp-c=((c+1)-1)IAN0<c+1)
Neue Vereinfachungsregel:
@ Disjunktionen folgender Form in der Konklusion kdnnen vereinfacht werden:
» P—(AANB)V(CA=-B)~»PAB—APA-B— C

Damit Vereinfachung:
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Beispiel: Fakultat (Beweisverpflichtung I1)

Unvereinfacht:
(2) p=(c—1)!' A0 < cA true
— (c=nAp-c=n!)
Vic#nAp-c=((c+1)-1)IAN0<c+1)

Neue Vereinfachungsregel:
@ Disjunktionen folgender Form in der Konklusion kdnnen vereinfacht werden:

» P—(AANB)V(CA=-B)~»PAB—APA-B— C
Damit Vereinfachung:

(21) p=(c—1D)IANO<cAc=n—p-c=n!

(22) p=(c—1)'AN0O<cAc#n— p-c=c!
(23) p=(c—1)'A0<cAc#n—0<c+1
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Beispiel: Fakultat (Beweisverpflichtung I1)

Unvereinfacht:
(2) p=(c—1)!' A0 < cA true
— (c=nAp-c=n!)
Vic#nAp-c=((c+1)-1)IAN0<c+1)

Neue Vereinfachungsregel:
@ Disjunktionen folgender Form in der Konklusion kdnnen vereinfacht werden:

> P— (AAB)V(CA—=B)~PAB—APA-B— C
Damit Vereinfachung:

(21) p=(c—1DIANO<cAc=n—p-c=nl vV ((c=1)!-c=c)

(22) p=(c—1)'AN0O<cAc#n— p-c=c!
(23) p=(c—1)'A0<cAc#n—0<c+1
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Beispiel: Fakultat (Beweisverpflichtung I1)

Unvereinfacht:
(2) p=(c—1)!' A0 < cA true
— (c=nAp-c=n!)
Vic#nAp-c=((c+1)-1)IAN0<c+1)

Neue Vereinfachungsregel:
@ Disjunktionen folgender Form in der Konklusion kdnnen vereinfacht werden:

> P— (AAB)V(CA—=B)~PAB—APA-B— C
Damit Vereinfachung:

(21) p=(c—1DIANO<cAc=n—p-c=nl vV ((c=1)!-c=c)

(22) p=(c—1)IAN0<cAc#n—p-c=c! v ((c—1)-c=cl)
(23) p=(c—1DIANO<cAc#n—0<c+1
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Beispiel: Fakultat (Beweisverpflichtung I1)

Unvereinfacht:
(2) p=(c—1)!' A0 < cA true
— (c=nAp-c=n!)
Vic#nAp-c=((c+1)-1)IAN0<c+1)

Neue Vereinfachungsregel:
@ Disjunktionen folgender Form in der Konklusion kdnnen vereinfacht werden:

> P— (AAB)V(CA—=B)~PAB—APA-B— C
Damit Vereinfachung:

(21) p=(c—1DIANO<cAc=n—p-c=nl vV ((c=1)!-c=c)

(22) p=(c—1)IAN0<cAc#n—p-c=c! v ((c—1)-c=cl)
(23) p=(c—=1)IA0<cAc#n—0<c+1l v (c<c+1)
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Was fallt uns auf?

» Die Invariante ist p=(c —1)! A0 < ¢

Korrekte Software
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Was fallt uns auf?

» Die Invariante ist p=(c —1)! A0 < ¢

» Da fehlt ¢ — 1 < n — wie kénnen wir ¢ — 1 = n am Ende beweisen?
> Mit der Schleifenbedingung 1 gilt jede Nachbedingung.

» Bei der Riickgabe ist ¢ == n — vereinfacht den Beweis.

» Essenziell: Schleife wird nicht verlassen.

» Nachbedigung false forciert dass Programm nur mit return verlassen wird.
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Semantik von Funktionsdefinitionen

[]w: FunDef - V" =~ ¥ —~ ¥ x Vy
Das Denotat einer Funktion ist eine Anweisung, die Gber den tatsdchlichen Werten fiir die

Funktionsargumente parametriert ist.

Sthpn)dsclalvi,...,vp=

[f(t1 p1,t2 p2,..
<y tn Pn Vn, ds) c]lbi

[(t1 p1 vi,t2 p2 Vo, ..

Deklarationen

» Die Funktionsargumente sind lokale Deklarationen, die mit den Aufrufwerten initialisiert

werden.
» Insbesondere kénnen sie lokal in der Funktion verandert werden.

» . .aber was ist die Semantik von Deklarationen?

29 [46] <Y
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Deklarationen und ihre Semantik

» Blocke bestehen aus Deklaration und einem Rumpf — bendtigen Semantik fiir
Deklarationen

» Deklarationen erzeugen lokale Variablen
» Dadurch Trennung von Variablenname und Lokation (im Speicher)
> Vorher: Idt — V  jetzt: Idt — Loc — V

> Notig bspw. fiir Rekursion
» Was sind Lokationen?

® In C: Lokation =2 Adressen —+ Speichermodelle

@® Hier: abstraktes Speichermodell
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Abstraktes Speichermodell

» Der Systemzustand ist ¥ = Loc —~ V
> Loc ist eine Menge so dass

» Loc ist unbegrenzt;

> Es gibt Operationen:

v:¥ — Loc v(c) & dom(o) Neue Lokation
rem: Y x Loc — X I & dom(rem(ao, 1)) Deallokation

» Ferner ist Loc abgeschlossen iiber:
| € Loc,i € Idt = |.i € Loc

I € Loc, n € Z = I[n]Loc
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Die Umgebung I

» Umgebung: statischer Teil des Speichers
> Wird zur Laufzeit nicht bendtigt
> Bildet Variablenbezeichner auf Lokationen ab.

» Modelliert als partielle Funktion:

Env = Idt — Loc

» Wird spater noch erweitert.

» Umgebung ist zusatzlicher Parameter fiir alle Definitionen
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Semantik von Deklarationen

» Zuerst: lokale Variablen.

local : (Loc = X =~ X xVy) =X =X xVy
local(b) = {(o, (rem(v(c), '), v)) | (o,(c’,v)) € b(v(c))}

» Neue Variable alloziieren, Block ausfiihren, Variable wieder deallokieren.

> Ist nicht ganz korrekt: wir miissen neue Variable initialisieren (ggf. mit unbestimmten Wert),
ansonsten wird sie nicht Teil von dom(c), dem Definitionsbereich von o.

» Gilt insbesondere fiir die Funktionsparameter, die mit dem aktuellen Wert des Funktion
initialisiert werden.
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Semantik von Blocken

P Blocke bestehen aus Deklarationen und einer Anweisung c:
[[_]]blk: Blk — Env — ¥ — ¥ X VU

[((typ idt) : ds) c]p T = local(Al. [ds c]p(T[idt — 1]))
[0 clow T = {(o, (o', v)) | (0, (0", v)) € []el}

» Rekursive Definition (iiber der Liste der Deklationen)
» Semantik der Deklationen zusammen mit dem Rumpf.
» Von [c]¢ sind nur Riickgabezustdnde interessant.

» Kein ,fall-through*
» Was passiert ohne return am Ende?

Korrekte Software 34 [46]
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Arbeitsblatt 11.4: Semantik mit Return

Gegeben folgende Funktion f:
int f(int y)

{

int x;

x= 7;

if (y = 0) return x;
Xx= X+4;

}

Woas ist die denotationale Semantik von 7?7

[l =7

Korrekte Software 35 [46]
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Arbeitsblatt 11.4: Semantik mit Return

Gegeben folgende Funktion f:

int f(int y)

{

int x;

x= 7;

if (y = 0) return x;
Xx= xX-+4;

}

Woas ist die denotationale Semantik von 7?7

[l = Av.{(o,..) | ...}

Korrekte Software 35 [46]



Spezifikation von Funktionen

> Wir spezifizieren Funktionen durch Vor- und Nachbedingungen

» Ahnlich den Hoare-Tripeln, aber vereinfachte Syntax
> Behavioural specification, angelehnt an JML, OCL, ACSL (Frama-C)

» Syntaktisch:
FunSpec ::= /** pre Assn post Assn */

Vorzustand

Vorbedingung pre sp; —B

~~~
)y
Nachbedingung post sp; ¥ X (X x Vy) — B
~~ —_———
Vorzustand  Nachzustand und Return-Wert

e@pre Wert von e im Vorzustand

\result Riickgabewert der Funktion
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Beispiel: Fakultat

int fac(int n)
/**x pre 0 < n;
post \result —
*/
{-
int p;
int c;

p= 1;

c= 1;

while (c<= n) /*x
p= p*cC;
c= c+1;

}

return p;

Korrekte Software

nl};

inv p— (c—

D) A0 ¢ A c—1I<n; */ {
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Arbeitsblatt 11.5: Suche

Spezifiziert die Suche nach dem maximalen Element:
int findmax(int a[], int a_len)
/%% pre 777

post 777 x/

{
int r; int j;
j=0;
r= 0;
while (j< a_len)
/% inv (Vj. 0< j < i—a[j]l< a[r])A 0< i< n A O< r< n; x/
{
if (a[j]> x) {r=1i:}
= i+1;
}
return r;
}
Korrekte Software 38 [46]
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Giiltigkeit von Spezifikationen

» Ziel ist eine Semantik von Spezifikationen [.]gsp zu definieren, um damit semantische
Giiltigkeit zu definieren:

= fd pre p post g <= (Yv1,..., Vs [Pl (c) = [Qlaspl (o, [fd]l (va ... va)(0)))

» Nicht ganz prazise wegen Partialitat
> Spezifikationen beziehen sich nicht auf lokale Variablen (nur Parameter).
» Nicht prazise, Parameter v; miissen in I an die Namen gebunden werden.

» Nachbedingung wird in Vor- und Nachzustand ausgewertet.

» Kein Hoare-Tripel, aber wir kdnnen es zu einem machen:

= fd pre p post g <
Yvi,...,vn,00. = { Ao [Plsl (o) A oo = o} [fd]ewl (vi, ..., va) {false | Xo.[Q]Bspl (00,0)}
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Beispiel: Rekursion

int factorial(int n)
/x%x pre 0< n;

post \result =— n!; x/
{
int x;
if (n=0) {
return 1;
else {
x = factorial (n—1);
return n *x Xx;
}

Korrekte Software 40 [46]
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Semantik von Spezifikationen

» Vorbedingung: Auswertung als [sp]s [ iber dem Vorzustand

» Nachbedingung: Erweiterung von [.]z und [.] 4

> Ausdriicke konnen in Vor- oder Nachzustand ausgewertet werden.

> \result darf nicht in Funktionen vom Typ void auftreten.

Korrekte Software 41 [46]
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Semantik von Spezifikationen

[1Bsp : Env — Assn — (X x (X x Vy)) =B
[asp : Env — Aexpv — (X x (X x Vy)) =V
U'blssp T = {((o, (o', v)), true) | ((o, (0, v)), false) € [b]zspl }
U {((o,(d',v)), false) | ((o, (o', v)), true) € [blaspl }
[xlasp T = {((e, (0", v)), o' (x))}

));0) | (0,b) € [e]5 T}
v)),a) [ (0,a) € [e]laT}
v));v)}

[pre p post q]psp T ={(0, (0, v)) | (o, true) € [pls T A ((0,(c’, v)), true) € [qlBsp T}

<

[eOpre]sep I = {((c: (o'
ﬂe@Pre]]Asp M= {(( 7(0/
[\result] 4sp T = {((o, (o’

Q

<
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Zusammenfassung

» Funktionsspezifikationen bestehen aus Vorbedingung (pre) und Nachbedingung (post).

» In der Nachbedingung kann ein Ausdruck mit e@pre im Vorzustand ausgewertet werden
(ersetzt logische Variablen).

» Funktionsparameter sind Parameter der Spezifikation, keine lokalen Variablen.

Wir haben die semantische Giiltigkeit von Funktionsspezfikationen definiert, und auf
Hoare-Tripel zuriickgefiihrt.

Damit kénnen wir die Regeln des Hoare-Kalkiils zur Verifikation benutzen.
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Verifikation

» Unterscheidung des Parameterwerts x von der lokalen Variablen x durch Notation x @pre
» Im Vorzustand gilt x @pre = x.

» Verhindert, dass der Parameter x bei der Zuweisung substituiert wird.
» Verifikationsregel:

P A x; = x;@pre => P’ + {P'} c{false | Q[x; @pre /x;]}
F f(x1,...,xn)/** pre P post Q */ {ds c}

» Berechnung von awp und wvc:

awp ([, F(x1, ..., xn)/** pre P post Q */ {ds c}) = awp(I”, c, false, Q[x; @pre /x;])

wve(l, f(x1,...,xn)/** pre P post Q */ {ds c}) Z{P A x; = x; @pre = P’}
U wve(l7, ¢, false, Q[x; @pre /x;])
M ET[f = Yxa,. .o x0. (P, Q)]
P' = awp(I”, ¢, false, Q[x; @pre /x;])

44 [46]
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Beispiel

Gegeben folgende kurze Funktion vom Arbeitsblatt 11.1:

int inc(int x)
/*% pre true;
post x< \result ; x/

{//

x= Xx+1;

//

return x;

//
}

» Verifikationsbedingung:
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Beispiel

Gegeben folgende kurze Funktion vom Arbeitsblatt 11.1:

int inc(int x)
/*% pre true;
post x< \result ; x/

{//

x= Xx+1;

//

return x;
// {false | x @pre < \result}
}

» Verifikationsbedingung:
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Beispiel

Gegeben folgende kurze Funktion vom Arbeitsblatt 11.1:

int inc(int x)
/*% pre true;
post x< \result ; x/

{//

x= Xx+1;

// {x@pre < x}
return x;

// {false | x @pre < \result}
¥

» Verifikationsbedingung:

Korrekte Software 45 [46]

DE U



Beispiel

Gegeben folgende kurze Funktion vom Arbeitsblatt 11.1:

int inc(int x)
/*% pre true;
post x< \result ; x/

{ // {x@pre < x + 1}

x= x+1;

// {x@pre < x}

return x;

// {false | x @pre < \result}

}

» Verifikationsbedingung:
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Beispiel

Gegeben folgende kurze Funktion vom Arbeitsblatt 11.1:
int inc(int x)
/*% pre true;
post x< \result ; x/
{ // {x@pre < x+ 1}
x= x+1;
// {x@pre < x}

return x;
// {false | x @pre < \result}

}

» Verifikationsbedingung:

(1) true A x @pre = x = x @pre < x + 1
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Beispiel

Gegeben folgende kurze Funktion vom Arbeitsblatt 11.1:
int inc(int x)
/%% pre true;

post x< \result ; x/

{ // {x@pre < x + 1}
x= x+1;

// {x @pre < x}
return x;

// {false | x @pre < \result}
}

> Verifikationsbedingung:
) x<x+1 v

Korrekte Software 45 [46]
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Zusammenfassung

» Funktionen kénnen wir mit den Regeln des erweiterten Hoare-Kalkiils verifizieren.
» Dabei ersetzen wir Funktionsparameter x in der Nachbedingung mit x @pre.

» Die dahinter liegenden weitgehenden Anderungen in der Semantik bleiben weitgehend
unsichtbar.

» Probleme:

» Felder als Parameter werden anders als in C behandelt (hier: wie in Java, in C: wie Referenzen).

» Wie behandeln wir eigentlich Funktionsaufrufe?
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Fahrplan

Einflhrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil |

Der Floyd-Hoare-Kalkiil 1l: Invarianten
Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Strukturierte Datentypen
Verifikationsbedingungen

Vorwérts mit Floyd und Hoare
Funktionen und Prozeduren |

Funktionen und Prozeduren Il
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Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Riickblick
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Modellierung und Spezifikation von Funktionen

Wir brauchen:

® Von Anweisungen zu Funktionen: Deklarationen und Parameter v
® Semantik von Funktionsdefinitionen v
© Spezifikation von Funktionsdefinitionen v

O Beweisregeln fiir Funktionsdefinitionen

Korrekte Software 3 [22]
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Modellierung und Spezifikation von Funktionen

Wir brauchen:

@ Von Anweisungen zu Funktionen: Deklarationen und Parameter v
® Semantik von Funktionsdefinitionen

© Spezifikation von Funktionsdefinitionen v

O Beweisregeln fiir Funktionsdefinitionen

©® Semantik des Funktionsaufrufs
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Modellierung und Spezifikation von Funktionen

Wir brauchen:

@ Von Anweisungen zu Funktionen: Deklarationen und Parameter v
® Semantik von Funktionsdefinitionen

© Spezifikation von Funktionsdefinitionen v

O Beweisregeln fiir Funktionsdefinitionen

® Semantik des Funktionsaufrufs

® Beweisregeln fiir Funktionsaufrufe
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Funktionsaufrufe und Riickgaben

Neue Ausdriicke und Anweisungen:
» Funktionsaufrufe

» Prozeduraufrufe (mit Zuweisung eines Rickgabewertes)

Aexp a:= Z|C|Lexp|ai+ax|ar—ax|ar*xa|ai/a
Bexp b:::1|0|31::az|81<32|!b|b1&&b2|b1||b2
Exp e := Aexp | Bexp

Stmt c i= I|=el|ca;a|{}]if(b)a else o

| while (b) /*x inv ax/ c| /*x {a} */
| Idt(a*)

| [ =Idt(a*)

| return 2’
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Zur Erinnerung: Semantik von Funktionsdefinitionen

[1# : FunDef — Env — V" =~ ¥ —~ ¥ x Vy

» Das Denotat einer Funktion ist eine Anweisung, die liber den tatsachlichen Werten fiir die

Funktionsargumente parametriert ist.
[f(t1 p1sta p2s---stn pn) ds clea T vi, .., va = [(t1 p1 vi,t2 P2 V2, ts Pn Vi, dS) cllom T

» Aufruf der Funktion f(e,...,e,) mit Argumenten e, ..., e,

» Auswertung der Argumente v; = [ei] 4
> Einsetzen in die Semantik [f]w(vi,. .., va)
DE U
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Seiteneffekte bei Funktionsaufrufe

> Seiteneffekte:
» Funktionen mit Seiteneffekten in zusammengesetzten Ausdriicken sind problematisch

> In Java ist die Auswertungsreihenfolge fest (links nach rechts)
» In C unspezifiziert (!)
» Deshalb keine Funktionen in zusammengesetzten Ausdriicken.

» Funktionsaufrufe nur in zwei Formen:

> Als reine Prozeduren (Idt(a*) vom Typ void
> Als direkte Zuweisung (/ = Idt(a*)) des Riickgabewertes

» Call by name, call by value, call by reference...?

Korrekte Software 6 [22]
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Arbeitsblatt 12.1: Funktionsaufrufe

Wie werden Parameter in folgenden Programmiersprachen (ibergeben?

> C:

> Java:
> Haskell:
» Python:

» Other: (specify)
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Funktionsaufrufe

» Um eine Funktion f aufzurufen, miissen wir (statisch!) die Semantik der Definition von f
dem Bezeichner f zuordnen.

» Aufruf einer nicht-definierten Funktion f oder mit falscher Anzahl n von Parametern ist
nicht definiert

» Muss durch statische Analyse verhindert werden

P Deshalb muss die Umgebung erweitert werden:

Env = Idt — Loc

» Wir haben hier einen Namensraum fiir Funktionen und Variablen.

8 [22] DE U
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Funktionsaufrufe

» Um eine Funktion f aufzurufen, miissen wir (statisch!) die Semantik der Definition von f
dem Bezeichner f zuordnen.

» Aufruf einer nicht-definierten Funktion f oder mit falscher Anzahl n von Parametern ist
nicht definiert

» Muss durch statische Analyse verhindert werden

P Deshalb muss die Umgebung erweitert werden:

Env = Idt — (Loc + (VN = ¥ =~ (¥ x V,))))

» Wir haben hier einen Namensraum fiir Funktionen und Variablen.
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Semantik von Funktionsaufrufen
> Gegegeben Funktionsbezeichner f, Semantik ist

r(f) :{((V]_,...,Vn),( o ) (U/’a) ))}

Parameterwerte Anfangszustand Endzustand,Ruckgabewert

» Damit:

[f(te, - ta)lel = {(o,0") | (v1,---,vn),0,(c",a)) €T(F)A (o,v;) € [t:]a T}
[x = f(t1,...,ta)]cl = {(0,0'[x = a]) | (v,--.,Vn),0,(c",a)) € T(F)A (0,v;) € [t:]al}

» Aufruf einer Prozedur [f(t1,...,ty)]c ignoriert Rickgabewert
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Semantik von Funktionsaufrufen
> Gegegeben Funktionsbezeichner f, Semantik ist

r(f) :{((V]_,...,Vn),( o ) (U/’a) ))}
—_— ——

Parameterwerte Anfangszustand Endzustand,Ruckgabewert

» Damit:

[f(te, - ta)lel = {(o,0") | (v1,---,vn),0,(c",a)) €T(F)A (o,v;) € [t:]a T}
[x = f(t1,...,ta)]cl = {(0,0'[x = a]) | (v,--.,Vn),0,(c",a)) € T(F)A (0,v;) € [t:]al}

» Aufruf einer Prozedur [f(t1,...,ty)]c ignoriert Rickgabewert
> Somit: Kombination mit Zuweisung
> Wir modellieren nur call-by-value.
> C kennt nur call by value, allerdings sind Referenzen auch Werte (kommt noch)

» Modellierung erlaubt Felder als Werte, im Gegensatz zu C.

9 [22] i U
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Umgebung fiir den Kalkiil

» Fiir Funktionsaufrufe gibt es eine Umgebung:
Env = Idt — (Loc + (VN = £ = (¥ x V,)))
» Deshalb muss fiir den Kalkiil eine Umgebung I' Funktionsbezeichnern ihre Spezifikation
(Vor- und Nachbedingung, sowie Parameter) zuordnen:

Envg,, = Idt — (IdtN x Assn x Assn)

> [(f) =Vx1,...,xn. (P, Q), fir f(x1,...,xn)/** pre P post Q */

P> Korrektheit gilt immer nur im Kontext einer Umgebung, dadurch kann jede Funktion
separat verifiziert werden (Modularitat).

» Umgebung wird zusatzliches Argument der Regeln.

> Notation: ' - {P}c{Q | Qr}.
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Erweiterung des Floyd-Hoare-Kalkiils: Aufruf

M(f)=Vxy,...,xn (P, Q)
I'EA{P[ti/xi] A yi @pre = y;} | = f(t1,...,tn) {Q[ti/xi][!/\result] | Qr} J

» I muss f mit der Vor-/Nachbedingung P, @ enthalten
» In P und Q werden Parameter x; durch Argumente t; ersetzt.

» \result in Q wird durch [ ersetzt

» Fir alle Variablen y in @, die mit y @pre referenziert werden, wird eine Gleichung
y = y @pre in die Vorbedingung eingefiigt.

» z.Zt. nur fiir global Variablen sinnvoll

DE U
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Beispiel: die Fakultatsfunktion, rekursiv

©CoO~NOOCT WN -

int fac(int x)
/*x pre 0 < x;
post \result = x!; x/

int r = 0;

//

//
r = fac(x— 1);
//
//

return rx x;
// {false | \result = x @pre!}

Korrekte Software 12 [22]
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Beispiel: die Fakultatsfunktion, rekursiv

©CoO~NOOCT WN -

int fac(int x)
/*x pre 0 < x;
post \result = x!; x/

int r = 0;

//

//

r = fac(x— 1);

//

// {r-x = x0©pre!}
return rx x;

// {false | \result = x @pre!}

Korrekte Software 12 [22]
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Beispiel: die Fakultatsfunktion, rekursiv

©CoO~NOOCT WN -

int fac(int x)
/*x pre 0 < x;
post \result = x!; x/

int r = 0;

//

//

r = fac(x— 1);

/] Ar=(x-11

// {r-x = x0©pre!}
return rx x;

// {false | \result = x @pre!}

Korrekte Software 12 [22]
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Beispiel: die Fakultatsfunktion, rekursiv

©CoO~NOOCT WN -

int fac(int x)
/*x pre 0 < x;
post \result = x!; x/

int r = 0;

//

//{0<x-1}

r = fac(x— 1);

/] Ar=(x-11

// {r-x = x0©pre!}
return rx x;

// {false | \result = x @pre!}

Korrekte Software 12 [22]

Verifikationsbedingungen:

R U



Beispiel: die Fakultatsfunktion, rekursiv

©CoO~NOOCT WN -

int fac(int x)
/*x pre 0 < x;
post \result = x!; x/

int r = 0;
//
if (x=0) {
//
return 1
//
} else {
]{/ {0<x~1}
// {0 < x—1}
r = fac(x— 1);
/] {r=(x— D1}

// {r-x = x0©pre!}
return rx x;
// {false | \result = x @pre!}

Korrekte Software 12 [22]

Verifikationsbedingungen:
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Beispiel: die Fakultatsfunktion, rekursiv

©CoO~NOOCT WN -

int fac(int x)
/*x pre 0 < x;
post \result = x!; x/

int r = 0;
//
//
return 1;
// {0 < x —1] \result = x @pre!}
} else {
]{/ {fo<x-1}
// {0<x -1}
r = fac(x— 1);
[/ {r=Kx=-1)}

// {r-x = x0©pre!}
return rx x;
// {false | \result = x @pre!}

Korrekte Software 12 [22]

Verifikationsbedingungen:
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Beispiel: die Fakultatsfunktion, rekursiv

©CoO~NOOCT WN -

int fac(int x)
/*x pre 0 < x;
post \result = x!; x/

int r = 0;

//
if (x=0) {
// {1 = x0pre!}
return 1;
// {0 < x —1] \result = x @pre!}
} else {
//{0<x—1}

}
//{0<x-1}
r = fac(x— 1);
/) {r=(x—1)1}
// {r-x = x0©pre!}
return rx x;
// {false | \result = x @pre!}

Korrekte Software 12 [22]

Verifikationsbedingungen:
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Beispiel: die Fakultatsfunktion, rekursiv

©CoO~NOOCT WN -

int fac(int x)
/*x pre 0 < x;
post \result = x!; x/

int r = 0;

// {(x=0A1=x0@pre!)V(x#0A0<x—1)}
// {1 = xQpre!}
return 1;
// {0 < x —1] \result = x @pre!}
} else {
7/ 0<x—1)

}
//{0<x-1}
r = fac(x— 1);
/) {r=(x—1)1}
// {r-x = x0©pre!}
return rx x;
// {false | \result = x @pre!}

Korrekte Software 12 [22]

Verifikationsbedingungen:
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Beispiel: die Fakultatsfunktion, rekursiv

©CoO~NOOCT WN -

int fac(int x)
/*x pre 0 < x;
post \result = x!; x/

int r = 0;

// {(x=0A1=x@pre!)V(x#A0A0<x~—1)}
// {1 = x@pre!}
return 1;
// {0 < x —1] \result = x @pre!}
} else {
7/ 0<x—1)

}
//{0<x-1}
r = fac(x— 1);
/) {r=(x—1)1}
// {r-x = x0©pre!}
return rx x;
// {false | \result = x @pre!}

Korrekte Software 12 [22]

Verifikationsbedingungen:

(1)

0 < xAx=x0pre
— (x =0A1=x@prel!)
Vx£A0A0<x—1)
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Beispiel: die Fakultatsfunktion, rekursiv

©CoO~NOOCT WN -

int fac(int x)
/*x pre 0 < x;
post \result = x!; x/

int r = 0;

// {(x=0A1=x@pre!)V(x#A0A0<x~—1)}
// {1 = x@pre!}
return 1;
// {0 < x —1] \result = x @pre!}
} else {
7/ 0<x—1)

}
//{0<x-1}
r = fac(x— 1);
/) {r=(x—1)1}
// {r-x = x0©pre!}
return rx x;
// {false | \result = x @pre!}

Korrekte Software 12 [22]

Verifikationsbedingungen:

(1)

()

0 < xAx=x0pre
— (x =0A1=x@prel!)
Vx£A0A0<x—1)

r=(x—-1) — r-x = x Qpre!
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Beispiel: die Fakultatsfunktion, rekursiv
Verifikationsbedingungen:

1 int fac(int x)

2 /#x pre 0 < x;

3 post \result = x!; %/ (1) 0<xAx=x0pre

4 — (x =0A1=x@prel!)
2 int r = 0; \/(X#O/\OSX—I)
; {{ {(();::O/\Ol):{X@pre])v(X¢OAOSX*1)} (1.1) 0<xAx=x0@preAx =0
9 // {1 = x @prel} — 1 = x @pre!

10 return 1; (1.2) 0<xAx=x0preAx #0
11 // {0 < x —1] \result = x @pre!} —50<x-1

12 } else {

1431 DS =1 (2) r=(x—-1)!— r-x = x0pre!

15 // {ng—l}

16 r = fac(x— 1);
17 /] {r=(x-1)'}
18 // {r-x = x0©pre!}

19 return rx Xx;
20 // {false | \result = x @pre!}
21}
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Beispiel: die Fakultatsfunktion, rekursiv
Verifikationsbedingungen:

1 int fac(int x)

2 /#x pre 0 < x;

3 post \result = x!; x/ (1) 0<xAx=xG@pre

4 — (x=0A1= x@pre!)
2 int r = 0; \/(X#O/\OSX—I)
; /{ {(x:_O/\01:x©prel)v(x7£0/\0§xf1)} (1.1) 0<xAx=x0@preAx =0
s B /ﬁx{lzxépril} — 1 =x@pre! v/

10 return 1; (1.2) 0<xAx=x0prerx #0
11 // {0 < x —1] \result = x @pre!} —0<x-1

12 } else {

ii [/ {0<x—1} (2) r=(x—-1)!—r-x = xQpre!

15 // {0 < x —-1}

16 r = fac(x— 1);
17 /] {r=(x-1)'}

18 // {r-x = x0©pre!}

19 return rx Xx;
20 // {false | \result = x @pre!}
21}
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Beispiel: die Fakultatsfunktion, rekursiv
Verifikationsbedingungen:

1 int fac(int x)

2 /#x pre 0 < x;

3 post \result = x!; x/ (1) 0<xAx=x0pre

4 — (x =0A1=x@prel!)
2 int r = 0; \/(X#O/\OSX—I)
; /{ {(x:_O/\01:x©prel)v(x;£0/\0§xf1)} (11) OSX/\X:X@pre/\XZO
9 I /;X{l_:X(‘gpl’il} —>1:X@pl’e! v

10 return 1; (1.2) 0<xAx=x0prerx #0
11 // {0 < x —1] \result = x @pre!} —0<x-1v

12 } else {

1431 [/ {0<x—1} 2) r=(x-1)!— r-x=x0pre!

15 // {0 < x —-1}

16 r = fac(x— 1);
17 /] {r=(x-1)'}

18 // {r-x = x0©pre!}

19 return rx Xx;
20 // {false | \result = x @pre!}
21}
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Beispiel: die Fakultatsfunktion, rekursiv

©CoO~NOOCT WN -

int fac(int x)
/*x pre 0 < x;
post \result = x!; x/

int r = 0;

// {(x=0A1=x@pre!)V(x#A0A0<x~—1)}
// {1 = x@pre!}
return 1;
// {0 < x —1] \result = x @pre!}
} else {
7/ 0<x—1)

}
//{0<x-1}
r = fac(x— 1);
/) {r=(x—1)1}
// {r-x = x0©pre!}
return rx x;
// {false | \result = x @pre!}

Korrekte Software 12 [22]

Verifikationsbedingungen:

(1) 0<xAx=x0pre
— (x =0A1=x@prel!)
Vx£A0A0<x—1)

(1.1) 0<xAx=x0@preAx =0
— 1 = x0pre! v
(1.2) 0<xAx=x0@preAx #0

—0<x—-1V
(2) r=(x—-1)! — r-x = x0pre!

Problem: Beweis von (2) benétigt
Voraussetzung x = x @pre!
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Beobachtungen

» Bei der Verifikation von f muss die Spezifikation von f Teil des Kontextes sein.
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Beobachtungen

» Bei der Verifikation von f muss die Spezifikation von f Teil des Kontextes sein.

» Wir brauchen gar keine Invariante — ist durch die Nachbedingung gegeben
P> Rekursion bendtigt keine Extrabehandlung

» Termination von rekursiven Funktionen wird extra gezeigt

Korrekte Software 13 [22]

DE U



Beobachtungen

» Bei der Verifikation von f muss die Spezifikation von f Teil des Kontextes sein.

» Wir brauchen gar keine Invariante — ist durch die Nachbedingung gegeben
P> Rekursion bendtigt keine Extrabehandlung

» Termination von rekursiven Funktionen wird extra gezeigt

» Der Aufruf einer Funktion ersetzt die momentane Nachbedingung — das ist ein Problem!

Korrekte Software
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Frame Rule

» Konstanzregel (Rule of Constancy):

M- {P}c{@|Qr}
r-{PAR}c{QAR|Qgr}

» Nebenbedingung:

» ¢ veradndert keine Variablen in R, oder

» fiir keine der Programm-Variablen x, die in R vorkommen, gibt es eine Zuweisung x = ... in ¢
P> Das ist eine neue Regel, die bewiesen werden muss.

» Schwierig zu handhaben bei Riickwarts/Vorwartsrechung: R muss annotiert werden.

Korrekte Software 14 [22] DE U



Funktionsaufrufe und Riickgaben

Neue Ausdriicke und Anweisungen:

» Funktionsaufrufe mit Zuweisung eines Riickgabewertes

I=elc;|{}|if(b) c else
while (b) /+x inv a x/ c | /+x {a} %/

Stmt ¢ ::

/+*xconst R x/ | = Idt(a")
return a’

Korrekte Software 15 [22]
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Approximative schwachste Vorbedingung &

Verifikationsbedingung

Sei [(f) =Vx1,..., % (P, Q)

awp(l, /xxconst R =/l = f(ty,...

wvc(l, /#+xconst R */1 = f(ty,...

Korrekte Software

def

, tn), U, UR) =RA P[t,'/X;]
wenn | ¢ FU(R)

L tn), U, Ug) £ {R A Q[t;/xi][l/ \result] — U}
wenn | ¢ FV(R)

16 [22] U



Beispiel: die Fakultatsfunktion

1 int fac(int x)

2 /+x pre 0 < x;

3 post \result = x!; x/

4 A

5 int r = 0;

6

7 // {(x=0A1=x0pre!l)V(x#0A0<x—1Ax=x0pre)}
8 if (x =0) {

9 // {1 = x@pre!}

10 return 1;

11 // {0 < x—1Ax = x@pre | \result = x @pre!}
12 } else {

13 // {0 < x—1Ax = x@pre}

14

15 // {0 < x—1Ax=x0pre}
16 /*% const x= x@pre x/ r = fac(x— 1);
17 // {r-x = x@pre!l}

18 return rx x;
19 // {false | \result = x @pre!}
20 }

Korrekte Software 17 [22]

Verifikationsbedingungen:

(I) 0<xAx=x0pre
— (x=0A1= x@pre!)
V(x#0AN0<x—-1
A x = x @pre)

(1.1) 0<xAx=x0preAx =0
— 1=xI!

(1.2) 0<xAx=x0preAx #0
—0<x-1

(1.3) 0<xAx=x0preAx #0
— x = x @pre

(2) x=x0@preAr=(x—1)!
— r-x = x @pre!
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Beispiel: die Fakultatsfunktion

1 int fac(int x)

2 /+x pre 0 < x;

3 post \result = x!; x/

4 A

5 int r = 0;

6

7 // {(x=0A1=x0pre!l)V(x#0A0<x—1Ax=x0pre)}
8 if (x =0) {

9 // {1 = x@pre!}

10 return 1;

11 // {0 < x—1Ax = x@pre | \result = x @pre!}
12 } else {

13 // {0 < x—1Ax = x@pre}

14
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18 return rx x;
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Beispiel: die Fakultatsfunktion

1 int fac(int x)

2 /+x pre 0 < x;

3 post \result = x!; x/

4 A

5 int r = 0;

6

7 // {(x=0A1=x0pre!l)V(x#0A0<x—1Ax=x0pre)}
8 if (x =0) {

9 // {1 = x@pre!}

10 return 1;

11 // {0 < x—1Ax = x@pre | \result = x @pre!}
12 } else {

13 // {0 < x—1Ax = x@pre}

14

15 // {0 < x—1Ax=x0pre}
16 /*% const x= x@pre x/ r = fac(x— 1);
17 // {r-x = x@pre!l}

18 return rx x;
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Beispiel: die Fakultatsfunktion

1 int fac(int x)

2 /+x pre 0 < x;

3 post \result = x!; x/

4 A

5 int r = 0;

6

7 // {(x=0A1=x0pre!l)V(x#0A0<x—1Ax=x0pre)}
8 if (x =0) {

9 // {1 = x@pre!}

10 return 1;

11 // {0 < x—1Ax = x@pre | \result = x @pre!}
12 } else {

13 // {0 < x—1Ax = x@pre}

14

15 // {0 < x—1Ax=x0pre}
16 /*% const x= x@pre x/ r = fac(x— 1);
17 // {r-x = x@pre!l}

18 return rx x;
19 // {false | \result = x @pre!}
20 }
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Beispiel: die Fakultatsfunktion

1 int fac(int x)

2 /+x pre 0 < x;

3 post \result = x!; x/

4 A

5 int r = 0;

6

7 // {(x=0A1=x0pre!l)V(x#0A0<x—1Ax=x0pre)}
8 if (x =0) {

9 // {1 = x@pre!}

10 return 1;

11 // {0 < x—1Ax = x@pre | \result = x @pre!}
12 } else {

13 // {0 < x—1Ax = x@pre}

14

15 // {0 < x—1Ax=x0pre}
16 /*% const x= x@pre x/ r = fac(x— 1);
17 // {r-x = x@pre!l}

18 return rx x;
19 // {false | \result = x @pre!}
20 }
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Arbeitsblatt 12.2: Fakultat endrekursiv
Hier nochmal die Fakultat (endrekursiv und buggy):

int factorial(int n)
/*% pre ?77;
post ?77; x/

int f;

f= fact(0, n);
return f;

}

int fact(int acc, int n)
/xx pre ?77;
post ?777; x/

int r;
if (n = 0) return 1;
r= fact(accx n, n—1);
return r;
}
Korrekte Software 18 [22]

@ Annotiert das Programm mit
Vor/Nachbedingungen.

® Findet und berichtigt die Fehler.

© Berechnet die
Verifikationsbedingungen.

O Beweist die
Verifikationsbedingungen.
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Arbeitsblatt 12.3: Binare Produke

Das Binarprodukt, rekursiv:

int binprod(int m, int n) @ Annotiert das Programm mit Vor/Nachbedingungen
/x* pre 7; ® Berechnet die Verifikationsbedingungen
? s
./ post © Beweist die Verfiktionsbedingungen
{
int r;

if (n = 0) return 0;
r= binprod(2*x m, n/2);
return r+ mx(n%2);

}

Korrekte Software 19 [22] DE U



Arbeitsblatt 12.3: Binare Produke

Das Binarprodukt, rekursiv:

int binprod(int m, int n)
/xx pre 0 < n;

post \result = mx n;
*/

{

int r;

if (n = 0) return 0;
r= binprod(2*x m, n/2);
return r+ mx(n%2);

}

Korrekte Software

@ Annotiert das Programm mit Vor/Nachbedingungen

® Berechnet die Verifikationsbedingungen
© Beweist die Verfikationsbedingungen
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Zusammenfassung

» Funktionen sind zentrales Modularisierungskonzept

» Behandlung von Funktionen erfordert vielfaltige Erweiterungen
» Erweiterung der Semantik:

> Erweiterung der Semantik um Riickgabezustand ¥ — (XU X x V)
» Die Semantik einer Funktion ist parametrisiert V' — ¥ — ¥ x Vy

» Erweiterung der Spezifikationen:

> Spezifikation von Funktionen: Vor-/Nachzustand statt logischer Variablen

P> Erweiterung des Hoare-Kalkiils:

» Gesonderte Nachbedingung fir Rickgabewert/Endzustand
» Aufruf einer Funktion ersetzt Vor/Nachbedingung, daher Framing

» Einschrankungen: nur call-by-value

> Fazit: ohne Referenzen sind Funktionen wenig brauchbar

Korrekte Software 21 [22] D U



Korrekte Software: Grundlagen und Methoden
Vorlesung 13 vom 12.07.22

Referenzen und Speichermodelle

13:38:34 2022-07-19

Serge Autexier, Christoph Lith
Universitat Bremen

Sommersemester 2022
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Fahrplan

Einflhrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil |

Der Floyd-Hoare-Kalkiil 1l: Invarianten
Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Strukturierte Datentypen
Verifikationsbedingungen

Vorwérts mit Floyd und Hoare
Funktionen und Prozeduren |
Funktionen und Prozeduren Il

VVV VYV YVYVYVYVYyYVYVYYVYY

Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Riickblick

Korrekte Software 2 [51]
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Motivation

» Warum Referenzen?

> Notig fur call by reference

» Funktionen kénnen sonst nur globale Seiteneffekte haben

» Effizienz

> Kurze Begriffsklarung:
P> Referenzen: getypt, eingeschriankte Arithmetik
» Zeiger: ungetypt, Zeigerarithmetik

Korrekte Software 3 [51]
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Refenzen in C

» Pointer in C (“pointer type”):
> Schwach getypt (void x kompatibel mit allen Zeigertypen, Typumwandlung)
> Eingeschrinkte Zeigerarithmetik (Addition, Subtraktion)
> Felder werden durch Zeigerarithmetik implementiert

» Pointer sind first-class-values

» C-Standard |48t das Speichermodell relativ offen

P> Reprasentation von Objekten

Korrekte Software 4 [51]
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Referenzen in anderen Sprachen

> Java:

> (Fast) alles ist eine Referenz

> Schwach getypt (Subtyping und Typumwandlung)
» Haskell, SML, OCaml:

> Stark getypt (typsicher)
» Scriptsprachen (Python, Ruby):

» Ahnlich Java

Korrekte Software 5 [51]
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Ausdriucke

» Neue Operatoren: Addressoperator (&) und Derefenzierung ()
Lexp /= Idt | /[a] | /.ldt | xa
Aexp a:=Z|C|Lexp |&/|a1+ax|a1—ax|ar*a]|ai/a
Bexp b:=...
Exp e := Aexp | Bexp
Stmt c:=...
Type t ::=void | char | int | «t | struct Idt’ {Decl™} | t Idt[a]

Korrekte Software 6 [51]
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Das Problem mit Zeigern

» Aliasing: Verschiedene Bezeichner (Lexp) fiir die gleiche Lokation / € Loc

» Wert von a andert sich ohne dass a

::: i);(; erwahnt wird.
» An der Stelle (*) zwei Bezeichner fiir die
x= &a; gleiche Lokation: a und *x
?7 {g;_ 0} » GroBes Problem fiir Semantik und
o= T Hoare-Kalkiil.
/] {a=T7} (*) » Modellierung der Zuweisung durch

Substitution nicht mehr moglich

Korrekte Software 7 [51] DE U



Erweiterung des Zustandmodells

» Bisheriger Zustand X £ Loc — V mit

> Locations (siehe Vorlesung 8)

» Werte: V=7

» Ansatz reicht nicht mehr: Werte miissen auch Locations sein:

def

V =7+ Loc

und somit sind Zustinde ¥ £ Loc — (Z + Loc)

> Was ist die Semantik von Loc? —— Speichermodelle

Korrekte Software 8 [51]
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Speichermodelle I: Compiler

Beispieldeklarationen:

int a;
struct

{

int x;
int y[3]} b[2];
int c[3];

Ubersetzung in konkretes Speicherlayout:

[a]b c
b[0] b[1] c[0]lc[1][c[2]
b[0].x|b[0].y b[1].x|b[1].y

b[0].y[0][b[0].y[1][b[0].y[2]

b[1].y[0][b[1].y[1][b[1].y[2]

o] 1 |

2 ‘ 3 ‘ 4

s

6 ‘ 7 ‘ 8

‘9‘10‘11‘

Denotation von b[0].y[1] ist 3

Korrekte Software
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Speichermodelle 1l: C-Standard

Beispieldeklarationen:

int a;
struct {

int x;
int y[3]} b[2];

int c[3];

Ubersetzung in abstraktes Speicherlayout:

[a]b c
b[0] b[1] c[0][c[1][c[2]
b[0].x|b[0].y b[1].x|b[1].y

b[0].y[0][b[0].y[1][b[0].y[2]

b[1].y[O][b[1].y[1]/b[1].y[2]

[ Ten] mn [ w2 [ oo [owe ] we [ meo | mer [ o [eei]o]

Denotation von b[0].y[1] ist m + 3, mit m unbestimmte Adresse

Korrekte Software
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Speichermodelle 11l: Symbolisch

Beispieldeklarationen:

int a;

struct {

int x
int y
int c[3

%;1} b(2];

Ubersetzung in symbolische Adressen:

[a]b c
b[0] b[1] c[o]lc[1][c[2]
b[0].x|b[0].y b[1].x|b[1].y

b[0].y[0][b[0].y[1][b[0].y[2]

b1].y[O][b[1].y[1][b[1] y[2]

Denotation von b[0].y[1] ist m[0].y[1], mit m unbestimmte Adresse

Korrekte Software
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Speichermodelle im Uberblick

» Speichermodell I:
» Ausfiihrbar, aber spezifisch fiir Compiler und Architektur

» Uneingeschrankte Zeigerarithmetik: Loc = N

» Speichermodell II:

» Spezifiziert durch den Standard

P> Eingeschrankte Form der Zeigerarithmetik p + n mit p Zeiger, n € N

» Speichermodell 11I:

» Mischung von Syntax und Semantik: a.x kann L-Ausdruck, aber auch Location bezeichnen.

Korrekte Software 12 [51]
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Arbeitsblatt 13.1: Jetzt mit Zeigern!

Hier eine weitere Folge von Deklarationen:

int xa[l];
struct {
int p[2];
struct {
int x:
int y; } q[2];
} b

» Skizziert hier das Speichermodell — konkret, abstrakt, symbolisch.

» Welches sind die jeweiligen Adressen (Loc)?
> Was sind die Denotationen fiir a[1], b.p[1], b.q[0], b.q[1].y?

» Welche davon sind definiert/undefiniert?

Korrekte Software 13 [51]
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Arbeitsblatt 13.2: Jetzt mit noch mehr Zeigern!

Hier eine weitere Folge von Deklarationen:

int xa[l];
struct {
int p[2];
struct {
int x:
int y; } xq[2];

} b

» Skizziert hier das Speichermodell — konkret, abstrakt, symbolisch.

» Welches sind die jeweiligen Adressen (Loc)?
» Was sind die Denotationen fiir a[1], b.p[1], b.q[0], (*b.q[1]).y?

» Welche davon sind definiert/undefiniert?

Korrekte Software 14 [51]
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Erweiterung der Semantik
» Problem: Loc haben unterschiedliche Semantik auf der linken oder rechten Seite einer
Zuweisung.

» x = x+1 — Links: Addresse der Variablen, rechts: Wert an dieser Adresse

» Einfiihrung von Derefenzierung und Adressoperator verscharft dieses Problem

» Losung in C: “Except when it is (... ) the operand of the unary & operator, the left
operand of the . operator or an assigment operator, an lvalue that does not have array
type is converted to the value stored in the designated object (and is no longer an lvalue)”
C99 Standard, §6.3.2.1 (2)

» Nicht spezifisch fir C

Korrekte Software 15 [51] <Y



Erweiterung der Semantik: Lexp

[-]z: Env — Lexp — X — Loc

X1z ={(0,T(x)) | 0 € T}
[mlallz ={(o. /1) | (0,1) € [ml, (0 i) € [a]a}
[m.f1z ={(o.1.£) | (0,1) € [m]Z}
|I*e]]£ = ﬂe]]A

Korrekte Software 16 [51]
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Erweiterung der Semantik: Aexp(1)

[-]4: Env— Aexp - ¥ —~V

[rly ={(o,n) |c €T} firneN
[el’y ={(o,v | (o,1) € [e]%, (I, v) € o} e € Lexp und e kein Array-Typ
[el's ={(a,1) | (o, 1) €[]} e € Lexp und e ist Array-Typ

[&els = {(o:1) | (0,]) € [e]}

» Es ist wichtig, die semantischen Funktionen [[e] 4 und [e], zu unterscheiden!

Korrekte Software 17 [51] DE U



Erweiterung der Semantik: Aexp(1)

[-]4: Env— Aexp - ¥ —~V

[rly ={(o,n) |c €T} firneN
[el’y ={(o,v | (o,1) € [e]%, (I, v) € o} e € Lexp und e kein Array-Typ
[el's ={(a,1) | (o, 1) €[]} e € Lexp und e ist Array-Typ

[&elly = [el:

» Es ist wichtig, die semantischen Funktionen [[e] 4 und [e], zu unterscheiden!
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Erweiterung der Semantik: Aexp(2)

[]4:Env— Aexp - ¥ —V

a,no+ m) | (o,n0) € [ao]s A (o, m) € [ar]la}

a,n0 —m) | (0, mo) € [aolla A (o, m) € [ar]l4}

a,no - m) | (o,n0) € [aolla A (0, m) € [ar]ly}

o,no <+ m) | (o,n0) € [ao]'s A (o, n) € [ar]'y A ny # 0}

[ao + a1]’y ={
[ao — a1]} ={
[ao * a1]ly ={

[ao/a1]l ={

—_~ o~ ~

Korrekte Software 18 [51] DE U



Beispiel

int a, *x;

*x= bx*xa;
Gegeben folgende Werte, was ist die Semantik?
2 (as I, x — b)

o1 Z {10,k — 1)

[x =5 * a]¢(01) = o1 [[xx](o1) = o1([5 * a]4(01))]
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Beispiel
int a, *x;
*x= bxa;
Gegeben folgende Werte, was ist die Semantik?
2 (as I, x — b)

o1 Z {10,k — 1)

[x =5 * a]¢(01) = o1 [[xx](o1) = o1([5 * a]4(01))]
= 01[[xI%4(o1) = o1([51'a(o1) - [a]4(02))]

Korrekte Software 19 [51]
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Beispiel
int a, *x;
*x= bxa;
Gegeben folgende Werte, was ist die Semantik?
2 (as I, x — b)

o1 Z {10,k — 1)

[+x = 5 alt(01) = o1 [[#x1 (1) = o1([5 * a4 (01))]
= 01[|[X]]Jr4(01) > 01(|[5]]Jr4(01) : [a]],rat(gl))]
= o1[o1([x](e1)) — 5 - o1 ([al})]
—— N~~~

r(x) r(a)
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Beispiel
int a, *x;
*x= bxa;
Gegeben folgende Werte, was ist die Semantik?
2 (as I, x — b)

o1 Z {10,k — 1)

[+x = 5 alt(01) = o1 [[#x1 (1) = o1([5 * a4 (01))]
= 01[|[X]]Jr4(01) > 01(|[5]]Jr4(01) : [a]],rat(gl))]
= o1[o1([x]%(01)) = 5 oa([a])]
—— N~~~
r(x) r(a)
= (71[(71(/2) — 5. 0'1(’1)]
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Beispiel
int a, *x;
*x= bxa;
Gegeben folgende Werte, was ist die Semantik?
2 (as I, x — b)

o1 Z {10,k — 1)

[+x = 5 alt(01) = o1 [[#x1 (1) = o1([5 * a4 (01))]
= 01[|[X]]Jr4(01) > 01(|[5]]Jr4(01) : [a]],rat(gl))]
= o1[o1([x]%(01)) = 5 oa([a])]
—— N~~~
r(x) r(a)
= (71[(71(/2) — 5. 0'1(’1)]
= 0'1[/1 — 5. 10] = </1 — 50, b — /1>
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Arbeitsblatt 13.3: Pop-Quiz

Gegeben folgende Funktionen:

int f(int *x) int a[3] = {0, 0, 0};
{ void g()
int a; {
a= *X; int x= 1;
xx= a+1; a[x]= f(&x);
return a; }
}
Was ist der Wert des Feldes a am Ende von g?
®a2==1{001}
®a==100 2}
® a2==1{01,0}
0 a=={0,2 0}
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Korrektur der Semantik
» Das Pop-Quiz demonstriert den Nichtdeterminismus der C-Semantik.

> Es ist unbestimmt, ob die linke oder rechte Seite der Zuweisung zuerst ausgewertet wird.
» Unsere Teilsprache soll den deterministischen Teil von C umfassen.

» Deshalb beim Funktionsaufruf mit Zuweisung links nur zustandsfreie Ausdriicke /:

Vo, 0" [z(0) = [Nz(o")

» Gilt insbesondere flir Bezeichner | € Idt, deshalb:
Stmt c:=...|Ildt =Idt(a*) | ...

» Bei anderen Zuweisungen | = e sind beide Seiten zustandsabhingig, aber frei von
Seiteneffekten.
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Arbeitsblatt 13.4: Kurze Semantik

Gegeben folgende Deklarationen:

struct p { int x; int a; struct p *q;
int y; } p;

mit folgender Umgebung und Zustand

I &t <p — /1, at—r /2, q— /3>, h 7& /2,01 &f </1.X — 3, /1.y — b, b +— 7, /3 — /1>
Berechnet die denotationale Semantik (erst fiir beliebige Zustande, dann fir o1) von

[a=a+ (xq)x]- =?
[a = a+ (xq).x]h(01) =2
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Und jetzt?

> Zustand erweitert, so dass wir Zeiger modellieren kénnen.

» Semantik entsprechend erweitert.

> Was machen wir mit dem Hoare-Kalkiil, speziell der Zuweisung?
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Und jetzt?

> Zustand erweitert, so dass wir Zeiger modellieren kénnen.
» Semantik entsprechend erweitert.
> Was machen wir mit dem Hoare-Kalkiil, speziell der Zuweisung?

» Vorherige Modellierung — Zuweisung durch Substitution modelliert — nicht mehr
ausreichend.

» Daher: explizite Zustandspradikate

Korrekte Software 23 [51]
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Explizite Zustandspradikate

» Zusicherungenen (Assn) sind zustandsabhangige Pradikate

» Mit anderen Worten, Pradikate liber Programmvariablen.

> Axiomatische Beschreibung des Zustandes erforderte neue Modellierung auf der Ebene der
Pradikate

» Explizite Zustandspradikate modellieren das Lesen und die Anderung des Zustandes
explizit mit Operationen read und upd.
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Explizite Zustandspradikate

P> Enthalten keine * oder &, und unterscheiden strikt zwischen Lexp und Aexp.
> Erweiterung von Aexpv um read, neue Sorte State mit Operation upd:
Assng b::=1|0|ag==ay|ar<ax|!b| b &&b2]|...
Lexp, /:=...| *a
Aexp, a:=read(S,/)|Z|C| + | & |...|e@pre]...
State S =5 | r|upd(S,/,e)
» Zustandsvariablen StateVar: aktueller Zustand s, Vorzustand r

» Im Gegensatz zur Semantik rechnen wir mit symbolischen Namen
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Gleichungen fiir explizite Zustandspradikate

» Fiir die Operationen read, updgelten folgende Gleichungen:

V1, v,o. read(upd(o, I, v),l) = v
VI, m,v, 0.1 # m = read(upd(o, I, v), m) = read(c, m)
VI, v,w,o. upd(upd(o, 1, v), I, w) = upd(c, I, w)
VI, m,v,w,o.l # m = upd(upd(o, I, v), m,w) = upd(upd(o, m,w), !, v)

» Diese Gleichungen sind vollstandig.
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Semantik expliziter Zustandspradikate

» Semantik der expliziten Zustandspradikate:

[1Bsp : Env — Assng — (¥ x (X x Vy)) = B
[]asp : Env — Aexp, — (X — V)
[lzsp : Env — Lexp, — (X — Loc)
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Hoare-Triple

» Floyd-Hoare-Tripel: ' = {P} c{Q | R} mit P, Q, R € Assn Pradikate

» Floyd-Hoare-Kalkil: ' {P} c{Q | R} mit P, Q, R € Assn; explizite Zustandspradikate

» Wir brauchen also eine Ubersetzung Assn nach Assng welche die Semantik erhilt:

(=)' : Lexp — Lexp, (=) : Aexpv — Aexp, (—)" : Assn — Assng
vieLexp. [ =[I";,, Vae Aexpv.[a]ly =[a#]}, Vae Assn.[al;=[2"]}3

Korrekte Software
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Konversion in explizite Zustandspradikaten

Alte Zuweisungsregel

M {Qle/x]} x = e{Q| R}

Umwandlung von @, x, e in Zustandspradikate:

» Eine Lexp / auf der rechten Seite e wird durch read(o, /) ersetzt.
> & dient lediglich dazu, diese Konversion zu verhindern.
> x erzwingt diese Konversion, auch auf der linken Seite x.

> Beispiel: xa = x&b;
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Formal: Konversion in Zustandspradikate

(=)' : Lexp — Lexp, (=) : Aexp — Aexp, (—)" : Assn — Assn,
it=i (i eldt) e” =read(s,el) (e € Lexp) (vx. b)* =Vx.b
Lid" = I.id = n (b1 A bp)* = b1™ A by
o ~ ) =t =t
flel! = 11e*) v¥# = v (v logische Variable) (a1 %) =a a
T = 1# (&e)* = et

(e1 + 62)# =e” + e
\result” = \result
e @pre™ = e¥[s/r]
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Angepasste Regeln des Hoare-Kalkiils

I'F {Q[upd(s,xT,e”)/s]} x = e{Q | R}

> Beispiel 1: (#x == 3)* = read(s, (+)7) =3
= read(s,x") =3
= read(s, read(s, x)) =3
> Beispiel 2: N-{P}x=&a{xx=3|R}
P = (read(s, read(s, x)) = 3)[upd(s, x', (& a))/s]
= (read(s, read(s, x)) = 3)[upd(s, x, a') /]
= read(upd(s, x, a), read(upd(s, x, a), x)) = 3)
= read(upd(s, x, a), a) = 3)
=read(s,a) =3
=(a==3)"
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Weitere geanderte Regeln

[+ {Q[e*/\result]} return e {P | Q}

M(f)=Vx1,...,xn. (P, Q)
I+ {P[t,'#/X,'] N yi Qpre = y;} | = f(tl, RN tn) {Q[t,-#/x,-][l#/\result] ‘ QR}

e {P*} c{false| Q*}
e f(xy,...,xn)/** pre P post Q */ {ds c}
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Riickwartsrechnung mit Zeigern |

awp(l, f(xq,...,xn)/** pre P post Q */ {ds c}) & awp(T, ¢, false, Q*[x; @pre /x;])
wve(T, F(x1, ..., xn)/** pre P post Q */ {ds c}) £{P* A x; = x; @pre = P'}
U wvc(T, ¢, false, Q*[x; @pre /x;])
P = awp(T, c, false, Q*[x; @pre /xi])

Sei I'(f) =Vx1,...,x,. (P, Q)
awp(l, /xxconst R %/l = f(t1,..., t,), U, Ur) £ R* A P*[t/*/xi],] & FV(R)
wve(l, /xxconst R x/I = f(t1,..., ta), U, Ur) = {R* A Q[t:* /xi][!/ \result] — U},
I ¢ FV(R)
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Approximative schwachste Vorbedingung mit Zeigern Il

||"
=

awp(l', { }, Q, Qr
awp(l',/ =€, Q, Qr

Q
LN

el

Q[upd(s, It e#)/s]
awp(l, c1, awp(c2, Q, Qr), Qr)
(6" Nawp(T, co, Q, Qr)) V (—b* A awp(ct, Q, Qr))

%
oy

)
)
awp(l', c1; @2, Q, Qr)

awp(l,if (b) co else c1, Q, Qr)
awp(l, /++ {q} */,Q, Qr) =
)

)

)

Q
e

el

||°L g |

q
awp (T, while (b) /xx inv i %/ ¢, Qr) £ i*
aWp(r, return e, Qa QR dZEF QR[G#/\resuh]
awp(return, Q, Qg “ Qr
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Approximative schwachste Vorbedingung mit Zeigern 11l

wve(l,{},Q,Qr) €0
wve(l,/=e,Q,Qr) =0
wve(T, a1 @2, Q, Qr) Z we(T, c1, awp(T, &2, Q, Qr), Qr) Uwve(T, &2, Q, Qr)
wvc(l,if (b) c1 else o, Q, Qr) d:efwvc(r, 1, Q, Qr) Uwvc(l, o2, Q, Qr)
wye(T, /++ {q} #/, Q, Qr) £ {¢" = Q}

wvc(l, while (b) /++ inv i %/ ¢, Q, Qr) £ wvc(l, ¢, i*, Qr)U{i* A b* = awp(T, ¢, i*, Qr)}
U{i* A =b* = Q}

def

wvc(l, return e, Q, Qr) = 0
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Arbeitsblatt 13.5: Ein kurzes Beispiel

Betrachtet folgendes Beispiel:

void foo (){
int x, y, z;
x= 1;

Z= X;

y= X3

z= 95;

}// {0<y}

@ Konvertiert das Pradikat 0 < y in ein explizites Zustandspradikat.

@® Berechnet (riickwarts) die jeweils giiltigen Zwischenzustande.

© Vereinfacht nach jedem Schritt die Zwischenzusténde.
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Aliasing

» Das Beispiel mit Aliasing vom Anfang:
void foo (){

int a, xx;

/** { 5< 10 }
/*x { 5< read (upd(upd(upd(s, x, a), a, 0),

/*% { 5< read(upd(upd(upd(s, x, a), a, 0), read(upd(s, x,

x= & a;

/x* { 5< read(upd(upd(s, a, 0), read( s,
/*% { 5< read(upd(upd(s, a, 0), read(upd(s, a,
a= 0;

/*% { 5< read(upd(s, read(s, x), 10), a) } =/
*x= 10;

/x% { 5< read(s, a) } =/
}

» Aliasing wird korrekt behandelt.

Korrekte Software 37 [51]



Arbeitsblatt 13.6: Ein problematisches Beispiel

void foo(int xp)
/*% post \result — 7; x/

{

int x;

x= T;
xp= 99;
return x;

}
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Spezfikation des Speicherlayout

» Generelles Problem — was ist mit

void foo(int xp, int *q)

{ ...}

» Deutet auf ein Problem hin

» Entspricht einem “dangling pointer” (d.h. Pointer mit unspezifiziertem Wert)
> Konnen weder beweisen, dass *p = *qg noch xp # xq

» Muss (in den Vorbedingungen) spezifziert werden.

> Integration in die Logik: separation logic
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Weitere Beispiele: Felder

int findmax(int a[], int a_len)
/%% pre 0 \array (a, a_len) A 0 < a_len;
post Vi. 0< i< a_len—a[i] < \result ;

*/
{

int x; int j;

x=a[0]; j= 0;
while (j< a_len)
/*x inv (Vi. 0< i< j—a[i]< x A 0< j< a_len x/ {
if (a[j]< a_len) {
x=alj];
}
j=J+L
}

return x;

}
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Felder und Zeiger revisited

» In C sind Zeiger und Felder schwach spezifiziert

» Insbesondere:
> a[j]= x(a+j) fir a Array-Typ

> Derefenzierung von xx nur definiert, wenn x “giltig” ist (d.h. auf ein Objekt zeigt) C99
Standard, §6.5.3.2(4)

» Bisher in den Hoare-Regeln ignoriert — partielle Korrektheit.

» Ist das sinnvoll? Nein, bekannte Fehlerquelle
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Spezifikation von Zeigern und Feldern

Das Pradikat \valid(x)
\valid(x) <= read(c, x') ist definiert J

» Insbesondere: \valid(xx) <= read(o, read(o, x)) ist definiert.

» Felder als Parameter werden zu Zeigern konvertiert, deshalb miissen wir spezifizieren
kénnen, dass ein Zeiger ein Feld ist.

> \array(a, n) bedeutet: a ist ein Feld der Lange n, d.h.

\array(a, n) <= (Vi.0 < i < n=\valid(a[i]))

> Giiltigkeit kann abgeleitet werden:

x— &e \array(a,n) 0<i i<n
\valid(*x) \valid(a[i])
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Was noch fehlt...

> Vorwartsrechung mit expliziten Zustandspradikaten.

» Statt Existenzquantoren tber Variablenwerte unbestimmte Zwischenzustande pq, po, .. .:

pi & FU(P)
[ {P}x=e{Plpi/o]l Ao = upd(pi, x[pi/], ¥ [pi/0]) | R}

» Zwischenzustdnde sind existenzquantifiziert, d.h. das Pradikat gilt fiir irgendeinen Zustand p;
(aber fir alle o).

» Schwachste Vorbedingung und stirkste Nachbedingung:

» Ergibt sich aus den Hoare-Regeln.

> Erfordert durchgangige und agressive Vereinfachung.
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Zusammenfassung

» Um Referenzen (Pointer) in C behandeln zu kénnen, benétigen wir ein erweitertes
Zustandsmodell

» Referenzen werden zu Werten wie Zahlen oder Zeichen.
» Arrays und Strukturen sind keine first-class values.

» GroBes Problem: aliasing

» Erweiterung der Semantik und der Hoare-Tripel nétig:

> Vor/Nachbedingungen werden zu expliziten Zustandspradikaten.

» Zuweisung wird zu Zustandsupdate.

> Problem:
» Zustidnde werden sehr grol3
> Riickwartsrechnung erzeugt schnell sehr groBe ,,unbestimmte” Zustande, die nicht vereinfacht werden

kénnen

> Hier ist Vorwértsrechnung vorteilhaft
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Was gibt’s heute?

» Riickblick
» Ausblick
» Feedback

> Priifungsvorbereitung
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Priifungsrelevanz

» Was waren die zentralen theoretischen Konzepte?
» Wie sind sie formal definiert, was bedeuten sie?

» Wie hangen sie zusammen?
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Semantik

» Operational — Auswertungsrelation (c,o) — ¢’

» Denotational — Partielle Funktion [c] : £ — X

> Axiomatisch — Floyd-Hoare-Logik

v

Welche Semantik wofiir?

» Beweis: Aquivalenz von operationaler und denotationaler Semantik
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Floyd-Hoare-Logik

» Floyd-Hoare-Logik: partiell und total

> - {P}c{Q} vs. = {P}c{Q}: Vollstandigkeit, Korrektheit

» Die sechs Basisregeln

» Zuweisungsregel: vorwarts (Floyd) vs. riickwarts (Hoare)

» VCG: Schwachste Vorbedingung und starkste Nachbedingung

> Beweis: Korrektheit und Vollstindigkeit der Floyd-Hoare-Logik
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Zusammenhang der Semantiken

Korrekte Software

while (c <=n) {

P=p"c;
c=c+1;

Programm
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Zusammenhang der Semantiken

Operational

while (c <=n) {
p=p*c;
c=c+1;

Programm
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Zusammenhang der Semantiken

Operational

while (c <=n) {
p=p*c;
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Programm
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Zusammenhang der Semantiken

Operational

while (c <=n) {
p=p*c;
c=c+1;

Denotational

Programm

Axiomatisch
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Erweiterungen der Programmiersprache

> Fiir jede Erweiterung:

» Wie modellieren wir sie semantisch?

> Wie andern sich die Regeln der Logik?

Korrekte Software 9 [29]
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1. Erweiterung der Programmiersprache

» Strukturen und Felder
> Lokationen: strukturierte Werte Lexp
» Erweiterte Substitution in Zuweisungsregel

> Sonstige Regeln bleiben

Korrekte Software 10 [29]
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2. Erweiterung der Programmiersprache

» Prozeduren und Funktionen

» Modellierung von return: Erweiterung zu ¥ =~ X +¥ x Vy
> Spezifikation von Funktionen durch Vor-/Nachbedingungen
» Spezifikation der Funktionen muss im Kontext stehen

> Unterscheidung zwischen zwei Nachbedingungen

» Regeln fir den Funktionsaufruf

Korrekte Software 11 [29]
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3. Erweiterung der Programmiersprache

» Referenzen

» Konversion zwischen Lexpund Aexp

> Lokationen nicht mehr symbolisch (Variablennamen), sondern abstrakt
Y =Loc—~V,V=7Z+ Loc

» Zustand als abstrakter Datentyp mit Operationen read und upd
P> Zuweisung nicht mehr mit Substitution, sondern explizit durch upd

> Spezifikationen sind explizite Zustandspridikate, Konversion (—), (—)#
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Was geht noch?

» Die Sprache C
» Andere Programmiersprachen
» Logik und Spezifikation

» Success Stories

Korrekte Software 14 [29]
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Die Sprache C: Was haben wir ausgelassen?

Semantik:

» Nichtdeterministische Semantik: Seiteneffekte, Sequence Points
— Umstandlich zu modellieren, Effekt zweitrangig

» Implementationsabhangiges, unspezifiziertes und undefiniertes Verhalten
— Genauere Unterscheidung in der Semantik

Kontrollstrukturen:

> switch — Ist im allgemeinen Fall ein goto

P goto, setjmp/longjmp
— Allgemeinfall: tiefe Anderung der Semantik (continuations)
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Die Sprache C: Was haben wir ausgelassen?

Typen:
> Funktionszeiger

— Fiir “saubere” Benutzung gut zu modellieren

> Weitere Typen: short/long int, double/float, wchar_t, und Typkonversionen — FleiBarbeit

» FlieBkommazahlen
» union
> volatile

> typedef

Korrekte Software

— Spezifikation nicht einfach
— Kompliziert das Speichermodell
— Bricht read/update-Gleichungen

— Argernis fiir Lexer/Parser, sonst harmlos
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Die Sprache C: Was haben wir ausgelassen?

Fiir realistische C-Programme:

» Compiler-Erweiterungen (gcc, clang)
» Biichereien (Standardbiicherei, Posix, .. .)

» Nebenlaufigkeit

Korrekte Software 17 [29]
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Andere Sprachen: Wie modelliert man Java?

» Die Kernsprache ist dhnlich zu CO.
> Java hat erschwerend:

» dynamische Bindung,
» Klassen mit gekapselten Zustand und Invarianten,
» Nebenlaufigkeit, und

» Reflektion.

» Java hat dafir aber

> ein einfacheres Speichermodell, und

> eine wohldefinierte Ausfiihrungsumgebung (die JVM).

Korrekte Software 18 [29]
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Andere Sprachen: Wie modelliert man C+4+7

» Sehr vorsichtig (konservativ)

» Viele Features, fehlende formale Semantik, ...

» Mehrfachvererbung theoretisch anspruchsvoll

» Es gibt keine Formalismen/Werkzeuge, die C++ voll unterstiitzen

» Ansitze: Ubersetzung nach C/LLVM, Behandlung dort
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Andere Sprachen: Wie modelliert man PHP?

Gar nicht.
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Logik und Spezifikation

» Wir generieren Verifikationsbedingungen, wie kann man sie beweisen?

» Automatische Beweiser:

» SAT-Checker l8sen Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik (MiniSAT, Chaff)

> SMT-Beweiser beweisen Aussagen der Pradikatenlogik mit linearer Arithmetik, Funktionen und
Induktion (Z3, Yices, CVC)

» Interaktive Beweiser:
» Beweisfithrung durch Benutzer, Uberpriifung durch Beweiser
> Sehr machtige Logiken, aber nicht vollautomatisch (Isabelle, Coq, Lean)
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Beispiel: Z3

» SMT-Beweiser versuchen Gegenbeweis zu konstruieren

» Daher: um ¢ zu beweisen, versuchen wir =® zu widerlegen

Beweis einer VC:
x>20ANy>0=x=0*xy+x

Input Z3:

(declare-const x Int)
(declare-const y Int)
(assert
(not (=> (and (>=x 0) (> y 0))
(=x (+ (*x0y) x)N))
)
(check-sat)

Antwort:

unsat
Korrekte Software

Unerfullbare VC:
x>20ANy>0=x2>y

Input Z3:

(declare-const x Int)
(declare-const y Int)
(assert
(not (=> (and (>=x 0) (> y 0))
C=xy))
)
(check-sat)

Antwort:

sat
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Beispiel: Isabelle

Korrekte Software

Fle Edt Seach Markers Foldng View Liltes Magros Plugine Hep

O@®E & 9¢ X 00 B& - e [¢

1 el hy (-fexleve))

<] Beempes

“exp2 (Suc n) = (Suc n) * (exp2 n)*

[theoren exp2_correct: "x > 0 — exp2 x= x* exp2 (x-1)"
apply (cases x)

apply (simp+)

done

fun div2 :: "nat = nat" where
"div2 0 = 0" |

"div2 (Suc 0) = 0" |

"div2 (Suc (Suc n)) = Suc (div2 n)"

[theoren div2_corr: "div2 n = n div 2"
apply (induct_tac n rule: div2.induct)
apply (simp+)

done

[lenma [simp]:*(div2 n) < (Suc n)"
apply (induct_tac n rule: div2.induct,simp+)

[ seHoLeseqtny
[0 MOty
3 routmtc

onTREUTORS
3 conmbrmesome
[ werToosEameADHE
2 Toonts

3 codegen: Tutorialon Coc

done
(9 Ratnce anual
[0 main i o
fun f :: "nat = nat" where [0 e The s e Reorance
“f o 0 inplementton: T sty
s \ = £ (diva miw = system
1b] 03 it Isabele/jedit

D) sre/HOLlear_Examples/Drinkerthy.
D) sre/Tools/SMI/Examples.thy

prog-prove Pragramming né P
5 focaks: Tuorl o Locoles:

[0 s ot on Type Clsses

0 itatypes: Tutoris on (Cotaype 0
[0 unctions TutriaonFunction D
[0 ot Totaralon Nonprimitcly Cre

) nitpik User' Guide to Nipick.

e Gererston

T e e — | o |

3014 Vanuale

‘theorem exp2_correct: 0 < 7x —» exp2 ?x = 7x * exp2 (?x - 1)

] =[Ot avery [ Siedsehammer [ Symbols

5 Onginel et Dosumenttion

[123 2957195

(abellcjssbell TF S1sabele) 1.+ UG

e
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Korrekte Software in der Industrie

» Meist in speziellen Anwendungsgebieten: Luft-/Raumfahrt, Automotive,
sicherheitskritische Systeme, Betriebssysteme

> Ansatze:

@ Vollautomatisch: statische Analyse (Abstrakte Interpretation) fiir spezielle Aspekte: Freiheit
von Ausnahmen und Unter/Uberlaufen, Programmsicherheit, Laufzeitverhalten (WCET) (nicht
immer korrekt, meist vollstandig)

» Werkzeuge: absint
@® Halbautomatisch: Korrektheitsannotationen, Uberprﬁfung automatisch

> Werkzeuge: Spark (ADA), Frama-C (C), JML (ESC/Java, Krakatao; Java), Boogie und Why
(generisches VCG), VCC (C)

© Interaktiv: Einbettung der Sprache in interaktiven Theorembeweiser (Isabelle, Coq)

> Beispiele: L4.verified, CompCert, SAMS
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Korrekte Software

I1l. Priifungsvorbereitung
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Priifungsvorbereitung

» Termine: 05./07.09.2022 (Anmeldung tiber stud.ip)
» Miindliche Modulpriifung, 20— 30 Minuten

» Schwerpunkte:
» Verstandnis des Stoffes, weniger Folien auswendig lernen
» Zentrale theoretische Konzepte kennen und benennen

> Stoff der Vorlesung und Ubungsblitter, weniger eure Lésungen

> Bewertung
» Sicherheit/Beherrschung des Stoffes

» covered ground
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Korrekte Software

IV. Feedback
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Deine Meinung zahlt

> Bitte die Evaluation auf stud.ip beantworten!
» Was war gut, was nicht?

> Arbeitsaufwand?

» Mehr Theorie oder mehr Praxis?

» Programmieraufgaben?

» Leichtgewichtiger Ubungsbetrieb — mehr oder weniger?
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Korrekte Software

TschiiB!
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