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Operationale und Denotationale Semantik

Korrekte Software

while (c <=n) {
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Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik

» Was miissen wir zeigen?
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Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik

» Was miissen wir zeigen?

» Auf oberster Ebene: fiir alle ¢ € Stmt, 0,0’ € X:

(c,0) =stmt o' <= (0,0") € [c]e (1)

> Semantik von Anweisungen ist (iber Semantik von Ausdriicken definiert, deshalb benétigen
wir Hilfsaussagen

(b,0) = Bexp t <= (0, t) € [b]B (2)
(a,0) = aexp N <= (0, n) € [a] 4 (3)

> Wie zeigen wir das?

Korrekte Software 4 [51] DE U



Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (a,0) — aexp N Denotational [a] 4
me Z (m, 0'> —7Aexp M {(U’ m)|a € Z}
x € Dom(o)

x€ Loc

(X, 7) = Ao 7(X) {(0,0(x))|o € £,x € Dom(c)}
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (a,0) — aexp N

(a1,0) 2 aexp N (32,0) —>Aexp M

aQa 1
(al ® 32,0'> — Aexp n® m
® € {+,* -}
(al,a) _>Aexp n
<32,0'> _>Aexp m m;éo
31/32

(31/32,0'> —FAexp N+ M

Korrekte Software 6 [51]

Denotational [a] 4

{(o,n®' m)|oc € L,(0,n) €
[a1]4, (o, m) € [a2] 4}

{(o,n+m)|oc € X,(o,n) €
[21] 4, (o, m) € [a2] 4, m # O}
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Zu zeigen Gleichung (3) von Folie 4:
> Fiir alle a € Aexp, fir alle n € Z, fir alle Zusténde o:

(a,0) = aexp N <= (0, n) € [a] 4

> Beweis Prinzip?
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Exkurs: Beweisprinzipien

» Induktion iiber N (S(n) ist der Nachfolger von n):

P(0) AVn € N. P(n) => P(S(n))
Vx € N. P(x)

> Beispiel: Addition ist definiert durch
x+0=x
x+S(y)=S(x+y)
> Zeige x + y = y + x durch Induktion iiber y:

@ Basis: x+0=0+x
@ Induktionsschritt: Annahme x + y = y + x, dann zeige x + S(y) = S(y) + x.

> Bendtigt Hilfsbeweise 0+ x = x und S(x +y) = S(x) +y

Korrekte Software 8 [51] <Y



Arbeitsblatt 4.1: Natiirliche Induktion

P> Zeigt durch natiirliche Induktion:

0+x=x Sx+y)=S(x)+y

» Welche Variable benutzt ihr fiir die Induktion? Was ist der Unterschied?

Korrekte Software 9 [51]
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Wohlfundiertheit

Wohlfundiertheit
Eine bindre Relation <C S x S ist wohlfundiert, wenn es keine unendlich absteigenden
Ketten gibt

e <az3<ax<a

Beispiele:
> (N,<)?
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Wohlfundiertheit
Eine bindre Relation <C S x S ist wohlfundiert, wenn es keine unendlich absteigenden
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e <az3<ax<a

Beispiele:
» (N,<)? Nein: ---<1<1<1

> (N, <)?
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Wohlfundiertheit

Wohlfundiertheit
Eine bindre Relation <C S x S ist wohlfundiert, wenn es keine unendlich absteigenden
Ketten gibt
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Wohlfundiertheit

Wohlfundiertheit

Eine bindre Relation <C S x S ist wohlfundiert, wenn es keine unendlich absteigenden
Ketten gibt
e <az3<ax<a

Beispiele:
» (N,<)? Nein: ---<1<1<1

> (N,<)? Ja.
» (Z,<)? Nein: --- < -3<-2<-1<0

> (QF,<)?
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Wohlfundiertheit

Wohlfundiertheit
Eine bindre Relation <C S x S ist wohlfundiert, wenn es keine unendlich absteigenden

Ketten gibt
<A@ <a<a

Beispiele:
» (N,<)? Nein: - --

IN
[y
IN
[y
VAN
[y

> (N,<)? Ja.
» (Z,<)? Nein: --- < -3<-2<-1<0

> (QF,<)?Nein: ... <1 .. <i<i<i<l
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Eigenschaften wohlfundierter Relationen

» Eine wohlfundierte Relation ist irreflexiv: Vx € S.x 4 x

Korrekte Software 11 [51]
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Eigenschaften wohlfundierter Relationen

» Eine wohlfundierte Relation ist irreflexiv: Vx € S.x 4 x

> Ansonsten gibees --- < x < x < x

» Lemma: < ist wohlfundiert gdw. jede nicht-leere Untermenge Q@ C S ein minimales
Element min @ hat:
mnQ € QAVb.b<minQ = b ¢ Q

Korrekte Software 11 [51] DE U



Wohlfundierte Induktion

Noethersche Induktion (Wohlfundierte Induktion)
Sei < C R x R wohlfundiert und P eine Aussage liber Elemente von R. Dann gilt

VveR. (Vue R u<v= P(u)) = P(v)
Vx € R. P(x)

Beispiele:
» Mit S =N, a < a+ 1: natirliche Induktion.

» Warum?

Korrekte Software 12 [51]
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Wohlfundierte Induktion

Noethersche Induktion (Wohlfundierte Induktion)
Sei < C R x R wohlfundiert und P eine Aussage liber Elemente von R. Dann gilt

VWweR.(VueR.u<v= P(u)) = P(v)
Vx € R. P(x)

Beispiele:
» Mit S =N, a < a+ 1: natirliche Induktion.

» Warum? Fallunterscheidung iiber v: entweder v = 0, dann gibt es kein u so dass u < 0
und die Voraussetzung ist P(0); oder v = w + 1, dann w < w + 1, und die Voraussetzung
ist P(w) = P(w+1)
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Strukturelle Ordnung

Strukturelle Ordnung
Die strukturelle Ordnung auf arithmetischen Ausdriicken ist definiert als:

Va,a’ € Aexp.,a’ < a <= 4’ ist Teilausdruck von a

Dabei ist “Teilausdruck” formalisiert als ® € {+,*,—, /}:

. a = a1 V a Teilausdruck-von a; Vv
Teilausdruck- .
2 ICLETE ) (G e o= ( a = ap V a Teilausdruck-von a;

> Beispiel fiir strukturelle Induktion: Rechtseindeutigkeit von [—].4 (— Vorlesung 3)

Korrekte Software 13 [51]
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Arbeitsblatt 4.2: Strukturelle Induktion

> Beweist, dass die Relation “Teilausdruck-von"” wohlfundiert ist.

Korrekte Software 14 [51]
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

> Fiir alle a € Aexp, fir alle n € Z, fiir alle Zustinde o:

(a,0) = aexp N <= (0, n) € [a] 4

> Beweis Prinzip?

Korrekte Software 15 [51]
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

> Fiir alle a € Aexp, fir alle n € Z, fiir alle Zustande o:

(a,0) = aexp N <= (0, n) € [a] 4

> Beweis per struktureller Induktion iiber a. (Warum?)

Korrekte Software 15 [51]
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Beweis: Va € Aexp.Vn € Z.Yo.(a,0) —pexp N <= (0, n) € [a] 4
Induktionsanfinge
> a=melZ:

(m, o) = aexp [mM] ]
[mla = {(c',[m]) | o' € £} = (o, [m]) € [M]a

» a= X €< Loc:
® X € Dom(o):

(X,0) = pexp 0(X) ] —
[X]a =A{(c',0' (X))o’ € X,X € Dom(c')} = (o,0(X)) € [X]a
A X & Dom(o):

(X,O‘) _>Aexp 1

[X]a = {(c’,0' (X))o’ € X, X € Dom(c")} = o ¢ Dom([X].4) ] =

Korrekte Software 16 [51] <Y



Beweis: Va € Aexp.Vn € Z.Yo.(a,0) —pexp N <= (0, n) € [a] 4
Induktionsschritte

» a = a; + a» — Induktionsannahme: fiir alle m, n

<31a¢7> —Aexp M < (Ua m) € IIal]]A
<327 U) —Aexp N <= (Ua n) € |Ia2]IA

Dann;
(Def. {.,-) = Aexp- 1A fii
(al + az,O'> —Aexp M+ N <:A>pgal, 0'> —Aexp M —2. (0’, m) € |[al]|A
& &
1A fii
<32,0'> _>Aexp n e (0’, n) (S IIaz]]A

ﬂ(Def [14)

(o,m+n) € [a1 + a2] 4

Korrekte Software 17 [51] o<



Beweis: Va € Aexp.Vn € Z.Yo.(a,0) —pexp N <= (0, n) € [a] 4
Induktionsschritte

» a = a;/ay — Induktionsannahme:

<31,0'> —Aexp M < (Ua m) € IIal]]-A
(a2,0) —Aexp N < (o,n) € [[a2]IA

@ Fal: n#£0

(Def. <.,.>—)Aexp

1A fii
<21/32,0'> — Aexp m/n < (.)al,a) —Aexp M oA

(o,m) € [a1]a

& &

1A fiir ap (O', n) c Ilaz]I_A

(Def.[.]A)

(a2,0) = aexp N

(o0,m/n) € [a1/a2] 4

Korrekte Software 18 [51] <Y



Beweis: Va € Aexp.Vn € Z.Yo.(a,0) —pexp N <= (0, n) € [a] 4

Induktionsschritte
» a = a;/ay — Induktionsannahme:

<31,0'> —Aexp M < (Ua m) € IIal]]-A
(@2,0) = pexp N <= (0, n) € [a2] 4

® Fall:n=0
Dann gibt es kein v so dass (a1/a2,0) —>aexp v, aber auch o & dom[a;/az] 4.

g.e.d.

Korrekte Software 19 [51] <Y



Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (b, o) —pgexp false | true Denotational [b]5
1 (1,0) —Bexp true {(o, true)|o € '}
0 (0,0) —>Bexp false {(o, false)|oc € X}

Korrekte Software 20 [51] U



Operationale vs. denotationale Semantik

Operat. (b,0) —Bexp t Denotational [b]s
<aO, 0) —Aexp N
ay, o) — m n=m
a0 == a (a1, _>_ Aexp {(o, true) | o € X,
<ao == 31,0'> _>Bexp true (0_’ nO) e I[aO]I_A,
(40,0) ey 1 (0,m) € [a]a,
(a1,0) = Aexp M n#m o=y}
(a0 == a1,0) —Bexp false U
{(o, false) |0 € L,
(07 nO) € IIQO]IA,
(0’, nl) € I]:al:IIAa
no # n }
al < a2

analog
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (a,0) —gexp b Denotational [b]5

(b1,0) —Bexp false

by && b, (b1 && by, 0) — false {(o, false)|(o, false) € [b1]5}
(b1,0'> — Bexp true
<b2,0'> —Bexp t
{(o,t)|(0, true) € [b1]s, (o, t) €
<b1 && b2,0') —t I[bZ]IB}
by || b2 analog
In

Korrekte Software 22 [51] DE U



Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Zu zeigen Gleichung (2) von Folie 4:
> Fiir alle b € Bexp, fir alle t € B, for alle Zustande o

<b7 U) —Bexp t <= (0', t) S |[b]IB

> Beweis Prinzip?

Korrekte Software 23 [51]
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Zu zeigen Gleichung (2) von Folie 4:

> Fiir alle b € Bexp, fir alle t € B, for alle Zustande o

(b,0) = Bexp t < (0, t) € [b]B

> Beweis per struktureller Induktion iiber b (unter Verwendung der Aquivalenz fiir AExp).
(Warum?)

Korrekte Software 23 [51]
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Beweis <b, 0'> —Bexp T <= (Ua t) € |Ib]IB

Induktionsanfinge

» b=0:
(0,0) —Bexp false
[0]4 = {(¢’, false)|o’ € L} = (o, false) € [0]5

> b

1l
=

(1,0) —Bexp true
[1]4 = {(d’, true)|o’ € £} = (o, true) € [1]5

Korrekte Software 24 [51]
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Beweis <b, 0'> —Bexp T <= (Ua t) € |Ib]IB

Induktionsschritte
» b = b1 &&b, — Induktionsannahme:

<b1’0> —Bexp V < (U, V) € |[b1]IB
<b270> —Bexp W < (Ja W) € |[b2]IB

@ Fall v = false

Def. (.,. exp tr by
(b1&e&ebr, ) — ey Toloe =271, 0) — perp false LB (o, false) € [bi]s

Def. []Bﬂ

(o, false) € [b1&&b,]s

Korrekte Software 25 [51] <Y



Beweis (b,0) —pexp t <= (0, t) € [b]5
Induktionsschritte
» b = b;&&b>, — Induktionsannahme:
<b1,0'> —Bexp V <~ (0’, V) S I[b1]|3
(b2,0) —=Bexp W <= (0, w) € [ba]5

O Fall v = true

Def. (.,. exp - ur
(b1&& by, o) —>Bex(,, ewg Zlgl,a) —Bexp trueLp% (o, true) € [k1]5

& &

(ba, 0) — ey W <22, (5, W) € [ba]

Def. [Is
(o, w) € [b1&&bs]

Korrekte Software 26 [51] <Y



Arbeitsblatt 4.3: Beweis Induktionsanfang

<al == 32,0'> —Bexp V <~ (07 V) € I[al == 22]][;
Beweist obige Aussage unter Verwendung des fiir arithmetische Ausdriicke geltenden Lemmas
Va € Aexp.Vn € Z.Yo.(a,0) = pexp N <= (0, n) € [a]a

® Was sind die Annahmen?

® Welche Falle unterscheiden wir?

Korrekte Software 27 [51] DE U



Beweis (a1 == 2,0) —Bexp V <= (0, V) € [a1 == a]8

» Annahmen: fiir n,m € B:

<31,0> —Aexp M < (Ga m) € IIal]]B
(a2,0) = pexp N <= (0, n) € [22]5

> 1. Fall: v = true (m = n)
(Def. ( —)Bexp<) Annahme fiir a
<al == ap,0 ) _)Bexp true<:> ai,o _)Bexp m<—— (U m) € I[al]I.A
& &

Annahme fiir a
— (

<32,0'> —?Bexp M a, m) € I[a2]IA

Def. [.] Bﬂ

(o, true)[ay == a]B

Korrekte Software 28 [51] <Y



Beweis (a1 == 32,0'> —Bexp V (U, V) (S |[al == az]]B

» Annahmen: fiir m,n € B:
<31,0> —Aexp M < (Ga m) € IIal]]B
<32,0'> —Aexp N <= (0‘, n) € |[a2]|3

> 2. Fall: v = false (m # n)

Def. (.,.) = Bexp- Annah fil
<al == ap, 0‘) _)Bex;(a faléei:Be;eab U> _>Aexp mnwataﬁ m) € [[al]IA

& &
<82, O’> —)Aexp ;ro;nnahme fir a?(O', I'I) c |Ia2]]A
Def. [.]]B:H:
(0, false)[a1 == a2]i

Korrekte Software 29 [51] <Y



Operationale vs. denotationale Semantik

Operational {c,0) —simt 0’

{}
<{}7 U) —Stmt O
P <C17 0> —>Stmt U, <C2a UI) —>Stmt 0'”
1, €2
(Cli €2,0) —Stmt o”
(a,0) = pexp N
X =a

(x = a,0) = stmt o[x — n]

Korrekte Software 30 [51]

Denotational [c]c

[{}lc=1d

[cilc o [e2le

{(o;0lx = n))|(o, n) € [a]a}
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (c,0) —stmt 0’

(b, 0) —Bexp true
(co,0) = Stmt o'

if (b) ¢
(b) @ (Ca0> —Stmt O
(b, 0) —Bexp false
<C170> —Stmt O
else ¢

<C70> —Stmt O

Korrekte Software 31 [51]

Denotational [c]c

{(o,0")|(0, true) € [b]s, (c,0") €

[colc}

{(0,0")|(0, false) € [b]g, (c,0") €
[cile}

o< v



Operationale vs. denotationale Semantik

Operational {(c,0) —stmt 0’ Denotational [c]c

(b, 0) —Bexp false

while (b) ¢ fix(I")
_\V;—’ (W,0) =stme 0
(b,0) —Bexp true  (¢,0) —stmt 0 (W, 0") = stme 0"
<W7 U) —Stmt 0"
mit

[p) = {(0,0") | (0, true) € [b]5, (0, 0") € [c]c o o}
U{(0,0) | (o, false) € [b]s}

Korrekte Software 32 [51] DE U



Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Zu zeigen Gleichung (1) von Folie 4:

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustinde o, 0”:

(¢c,0) = stmt 0 <> (0,0") € [c]c

» —> Beweis Prinzip?

» <« Beweis Prinzip?

Korrekte Software 33 [51]
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Operationale Semantik: C0 Programme

» Stmtc ::= Idt = Exp | if (b) c; else ¢, | while (b) c|c1;¢ | {}

Regeln:
<a7 0‘> —Aexp N € Z (Cl, U) —Stmt o’ <C27 J,> —Stmt a’
({}o) =2stme 0 (x=a,0) =stmt o[x = n] (c1; €2,0) —>stmt o
(b,0) —Bexp true (c1,0) —>5tme 0 (b,0) —Bexp false (c2,0) —>5tme 0
(if (b) c1 else c,0) —>stme 0 (if (b) c1 else cp,0) —stme 0

(b, 0) —Bexp false
<Whi|e (b) ¢ 0') —Stmt O

(b, 0) —>Bexp true (c,0) —stme 0 (while (b) ¢, 0’y —stme 0"
(while (b) ¢,0) —stmt 0"
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Operationale Semantik: C0 Programme

> Stmtc ::= Idt = Exp | if (b) c; else ¢ | while (b) c|ci; | {}

Regeln: Programmstruktur
(c1,0) —stme o

(e, U/> —stme 0 \1

(c1; @2,0) —stme 0"

(b,0) = Bexp true (c1,0) = stme o \
(if (b) c1 else c2,0) —>stme o

(b, 0) —Bexp false (c2,0) = 5tme 0’ \1
(if (b) c1 else c2,0) —stm: o

(b’o'> —Bexp true <Ca U) —>Stmt o
{(while (b) ¢,d’) —stmt o
(while (b) ¢, 0) —stmt 0"

(b, 0) —Bexp false \‘
Korrekte Software <Wh“e (b) < U> —Stmt O 35 [51]




Operationale Semantik: C0 Programme

> Stmtc ::= Idt = Exp | if (b) c; else ¢ | while (b) c|ci; | {}

Regeln: Programmstruktur
(c1,0) —stme o

(e, U/> —stme 0 \1

(c1; @2,0) —stme 0"

(b,0) = Bexp true (c1,0) = stme o \
(if (b) c1 else c2,0) —>stme o

(b, 0) —Bexp false (c2,0) = 5tme 0’ \
(if (b) c1 else c2,0) —stm: o

(b’o'> —Bexp true <Ca U) —*Stmt o

{(while (b) ¢,d’) —stmt o
(while (b) ¢, 0) —stmt 0"

(b, 0) —Bexp false

Korrekte Software <Wh“e (b) < U> —Stmt O 35 [51]

Strukturelle Induktion
liber ¢ nicht moglich.
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Ableitungstiefe fiir Programme

» Die Ableitungstiefe einer
Programmauswertung mittels Regeln der
operationaler Semantik ist die Anzahl der
Regelanwendungen mit Conclusion der
Form {(.,.) = stmt --

Korrekte Software 36 [51]

Pramisse;

Pramisse,

Conclusion
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Operationale Semantik: C0 Programme

> Stmtc ::= Idt = Exp | if (b) c; else ¢ | while (b) c|ci; | {}

Regeln: Programmstruktur
(c1,0) —stme o

(e, U/> —stme 0 \1

(c1; @2,0) —stme 0"

(b,0) = Bexp true (c1,0) = stme o \
(if (b) c1 else c2,0) —>stme o

(b, 0) —Bexp false (c2,0) = 5tme 0’ \1
(if (b) c1 else c2,0) —stm: o

(b’o'> —Bexp true <Ca U) —>Stmt o
{(while (b) ¢,d’) —stmt o
(while (b) ¢, 0) —stmt 0"

(b, 0) —Bexp false \‘
Korrekte Software <Wh“e (b) < U> —Stmt O 37 [51]




Operationale Semantik: C0 Programme

> Stmtc ::= Idt = Exp | if (b) c; else ¢ | while (b) c|ci; | {}

Regeln: Programmstruktur Ableitungstiefe
(c1,0) —stme o

(e, U/> —stme 0 \1 \1

(c1; @2,0) —stme 0"

(b, 0) —>Bexp true (c1,0) —>stme 0’ N \(
(if (b) c1 else c2,0) —>stme o

(b, 0) —Bexp false (€2,0) = stme 0’ N N\
(if (b) c1 else c2,0) —stm: o

(b’o'> —Bexp true <Ca U) —*Stmt o
{(while (b) ¢,d’) —stmt o

(while (b) ¢, 0) —stmt 0"

(b, 0) —Bexp false \( \(

Korrekte Software <Whlle (b) < U> —Stmt O 37 [51] U



Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustinde o, 0”:

(¢c,0) = stmt 0 <> (0,0") € [c]c

» — Beweis Prinzip?

» <« Beweis Prinzip?
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustinde o, 0”:

(¢c,0) = stmt 0 <= (0,0") € []c

» — Beweis per Induktion iber die (Tiefe der) Ableitung in der operationalen Semantik
(Warum?)

» <« Beweis Prinzip?
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Beweis: Vc € Stmt.Vo,0’. (¢c,0) = stm: 0/ => (0,0”) € [c]c
Induktionsanfang — Ableitungstiefe 1
> Fall c=x = a:
[x = alc = {(o, olx = m])|(o, m) € [a].1}
Sei (a,0) —>pexp M € Z:
(x = a,0) = stmt o[x — m]
ﬂ(Def. ()= stme-)
(3,0) —pexp me Z L0202 (5 m) € [a]a
Def. “Cﬂ

(o,0[x — m]) € [x = a]c

Korrekte Software 39 [51] i U



Beweis: Vc € Stmt.Vo,0’. (¢c,0) = stm: 0/ => (0,0”) € [c]c
Induktionsanfang — Ableitungstiefe 1
> Fall c=x = a:
[x = alc = {(o, olx = m])|(o, m) € [a].1}
Sei (a,0) —>pexp M € Z:
(x = a,0) = stmt o[x — m]
ﬂ(Def. ()= stme-)
(3,0) —pexp me Z L0202 (5 m) € [a]a
Def. “Cﬂ

(o,0[x — m]) € [x = a]c

> Fallc={}: ...
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Beweis: Vc € Stmt.Vo,0’. (¢c,0) = stm: 0/ => (0,0”) € [c]c
Induktionsschritt:
» Fall ¢ =if(b) c; else c:

[if(b) c1 else )¢ ={(o,")|(o, ") € [cile, (o, true) € [b]s}
U{(a,d")|(a,d’) € [c2]e, (o, false) € [b]s}

» Fall (0, b) —>Bexp true mit (c1,0) —>stme 0’

Def. (.,.)—>stme- "
(if(b) cLelse ca, 0) —> s " 222 b, ) <5 perp true LML (5 true) € [b]s

& &

, IH fiir ¢;
<C1>0'> —>Stmt O

(0,0") € [ci]e
Def. [.]1c
(0,0") € [if(b) c1 else i;]c
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Beweis: Vc € Stmt.Vo,0’. (¢c,0) = stm: 0/ => (0,0”) € [c]c
Induktionsschritt:
» Fall ¢ =if(b) c; else c:

[if(b) c1 else )¢ ={(o,")|(o, ") € [cile, (o, true) € [b]s}
U{(a,d")|(a,d’) € [c2]e, (o, false) € [b]s}

» Fall (0, b) —Bexp false mit (C2,0) —>stme 0
(if(b) c1 else ¢y, 0) %sg?nif'é”@')(b, 0) = Bexp false L2280 b. (5 false) € [b]s
& &
IH fiir ¢, (0,0) € [oo]c

Def. []c

<C2, 0'> —Stmt 0’

(0,0") € [if(b) c1 else i;]c
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Beweis: Vc € Stmt.Vo,0’. (¢c,0) = stm: 0/ => (0,0”) € [c]c

Induktionsschritt:
> Fall c = while(b) c: [while(b) c]¢ = fix(I")

» Fall (b,0) —Bexp true mit (c,0) —stme o', (while(b) ¢,0’) —stme 0"

(while(b) ¢,0) = stmt S Lo sme) (b,0) —Bexp true «<=emmafirb (o, true) € [b]s
& &

IH fiir (c,0)— stme0” (0,0) € [cle

& &

IH fiir (while(b) c,0” ) —sume g’ .
(while(b) ¢, ") —>5tl,1,r,t<‘g”]eg> %3’5, aﬁ) € [while(b) c]c

Def. []cﬂ

(0,0") € [while(b) c]c

(c,0) —>stmt 0
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Beweis: Vc € Stmt.Vo,0’. (¢c,0) = stm: 0/ => (0,0”) € [c]c
Induktionsschritt:
> Fall c = while(b) c: [while(b) c]¢ = fix(I")
» Fall (b,0) —Bexp false, (while(b) ¢, o) —stmt o

(while(b) ¢, o) —>5§2:f'0<'g" t(}a, 0) = Bexp false 2I2L (5 false) € [b]s

Def. []c\H/

(0,0) € [while(b) c]c
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustinde o, 0”:

(¢c,0) = stmt 0 <= (0,0") € []c

» — Beweis per Induktion iber die (Tiefe der) Ableitung in der operationalen Semantik
(Warum?)

» <« Beweis Prinzip?
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustinde o, 0”:

(¢c,0) = stmt 0 <= (0,0") € []c

» — Beweis per Induktion iiber die (Tiefe der) Ableitung in der operationalen Semantik
(Warum?)

» < Beweis per struktureller Induktion iiber ¢ (Verwendung der Aquivalenz fiir

arithmetische und boolsche Ausdriicke). Fiir die While-Schleife Riickgriff auf Definition des
Fixpunkts und Induktion iiber die Teilmengen () des Fixpunkts. (Warum?)
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Beweis: Vc € Stmt.Vo,0'. (0,0") € [c]c = (¢,0) = stmt 0’
Induktionsanfang:
> Falc=x=a:
[x = alc = {(0; olx = t])[(0; t) € [a].4}
(o,0[x—t]) € [x =a]c A(o,t) € [a] 4
—_——

Lemma Aexp
— <a, 0’) —Aexp L

Def. (.,. .
o DS — 2 0) et Olx > 1]

> Fallc={}
[{ e = {(0,0)lo € X}
(0,0) € [{ He

Def. {.,.)—stmt-
) <=>>Stt<{}aa> —Stmt O
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Beweis: V¢ € Stmt.Vo,0’.(0,0') € [c]c = (¢,0) = stme 0’

Induktionsschritt:
> Fall if (b) ¢ else c:

[if (b) crelse x]c = {(o,")|(0o, true) € [bls, (c,0”) € [cilc}
U{(o,0")|(o, false) € [b]5, (o,0") € [c]c}

Induktionsannahme gilt fiir c; und ¢

> Fall: (o, true) € [b]g mit (o,0”) € [a]c

(o, true) € [b]s A (0,0") € [ci]c

Lemg}BeXP (b,0) —Bexp true A (o,0") € [cile
MBS (5,0) e true A (c1,0) —sime 0

Def. (.,. mt - .
oIS e (b) ¢ else ¢, ) —seme 0
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Beweis: V¢ € Stmt.Vo,0’.(0,0') € [c]c = (¢,0) = stme 0’

Induktionsschritt:
> Fall if (b) ¢ else c:

[if (b) crelse x]c = {(o,")|(0o, true) € [bls, (c,0”) € [cilc}
U{(o,0")|(o, false) € [b]5, (o,0") € [c]c}

Induktionsannahme gilt fiir c; und ¢
> Fall: (o, false) € [b]g mit (0,0”) € [c]c

(0, false) € [b]s A (0,0") € [e2]c

Lem%Bexp <b, 0'> —>Bexp false A (07 0,) € |[C2]]c
IA%CZ (b, o) —Bexp false A (c2,0) = st o'

Def. (.,. mt - .
oIS (b) ¢ else ¢, ) —>seme 0
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Beweis: V¢ € Stmt.Vo,0’.(0,0') € [c]c = (¢,0) = stme 0’

Induktionsschritt:
> Fall while (b) ¢

[while (b) c]c = fix(T)
mit ['(s) ={(o, ") | (0, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}

Induktionsannahme gilt fiir ¢

(0,0") € [while (b) c]c =>(0,0") € fix(I) nach Def. [.]c
=>(0,0') € |J (D) nach Def. fix(I')
ieN

=>(0,0") € T'() fiir ein i € N

Korrekte Software 45 [51] <Y



Beweis: V¢ € Stmt.Vo,0’.(0,0') € [c]c = (¢,0) = stme 0’
Induktionsschritt:
> Fall while (b) ¢
[while (b) c]c = fix(I)
mit ['(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}

Induktionsannahme gilt fiir ¢

(0,0") € [while (b) c]c =>(0,0") € fix(I) nach Def. [.]c
=>(0,0") € | J T(0) nach Def. fix(I")
ieN

—>(0,0") € T'(D) fiirein i € N

Unterbeweis: Vi € N.(o,0") € T'(§) = (while (b) c,0) —stmt o' (UB)
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Beweis: V¢ € Stmt.Vo,0’.(0,0') € [c]c = (¢,0) = stme 0’
Induktionsschritt:
> Fall while (b) ¢
[while (b) c]c = fix(I)
mit ['(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}

Induktionsannahme gilt fiir ¢

(0,0") € [while (b) c]c =>(0,0") € fix(I) nach Def. [.]c
=>(0,0") € | J T(0) nach Def. fix(I")
ieN
—>(0,0") € T'(D) fiirein i € N
= (while (b) ¢,0) —stmt 0’ nach (UB)
Unterbeweis: Vi € N.(o,0’) € T'(§) = (while (b) c,0) —stmt o' (UB)
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Unterbeweis: Vi € N.(c,0’) € [(()) = (while (b) ¢c,0) —stmt 0
Es gilt die Induktionsannahme fiir c:
Vo, p'.(p, p) € [cle = (c,p) =stme P ()

Beweis per Induktion iiber i:
» Induktionsanfang i = 0:

(0,0") € T°(0) =>(0,0") € ) = false

Implikation trivialerweise erfiillt da false = P immer wahr
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Unterbeweis: Vi € N.(c,0’) € [(()) = (while (b) ¢c,0) —stmt 0
Es gilt die Induktionsannahme fiir c:
Vo, p'.(p, p') € [cle = (¢, p) —stm: ¢/

Beweis per Induktion iiber i:
» Induktionsschritt i — i + 1:

» Induktionsannahme (UB) gilt fiir i

(0,0") € TTY0) = (0, 0") € T(T(0))

(*)

% (0,0') € {(0,0")] (o, true) € [b]5, (0,0") € [ele, (o',0”) € T'(0)}

U {(o,0) | (0, false) € [b]s}

> Fallunterscheidung iiber Zugehérigkeit zur Teilmenge
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Unterbeweis: Vi € N.(c,0’) € [(()) = (while (b) ¢c,0) —stmt 0

Es gilt die Induktionsannahme fiir c:

Ve, 0" (b, ¢) € [cle = (c,p) 2stme P ()
Beweis per Induktion iiber i:
» Induktionsschritt i — i + 1:
» Induktionsannahme (UB) gilt fiir i
» Fall (o, true) € [b]s mit (o,0’) € [c]c, (¢/,0") € T(})

(0,0") € T(F(0)) = (0’ true) € |[b]|3 /\(0 U") € |[c]]c A (U” a') A r’(@)
Lemma Bexp 1A (*) 1A (UB) fiir i

=>(b,0) = Bexp true A (c,a) —stme o' A (while (b) ¢,0") = stme o
=>(while (b) ¢, 0) —stmt 0"
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Unterbeweis: Vi € N.(c,0’) € [(()) = (while (b) ¢c,0) —stmt 0
Es gilt die Induktionsannahme fiir c:
Vo, p'.(p, p) € [cle = (c,p) =stme P ()

Beweis per Induktion iiber i:
» Induktionsschritt i — i + 1:

» Induktionsannahme (UB) gilt fiir i
» Fall (o, false) € [b]s

(0,0") € T(I(0)) =>(o, false) € [b]ls Ao’ = o
=>(b,0) —Bexp false N0’ =0 Lemma fiir Bexp
$<While (b) C, 0'> —>Stmt O', L]
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Beweis: V¢ € Stmt.Vo,0’.(0,0') € [c]c = (¢,0) = stme 0’
Induktionsschritt:
> Fall while (b) ¢

[while (b) c]c = fix(I")
mit ['(s) ={(o,0") | (0, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}

Induktionsannahme gilt fiir ¢

(0,0") € [while (b) c]c =>(0,0") € fix(I) nach Def. [.]c
=>(0,0") € [ J T(0) nach Def. fix(I")
ieN
=>(0,0") € T'() firein i €N
= (while (b) ¢,0) —stmt 0’ nach (UB)
Unterbeweis: Vi € N.(o,0’) € T'(0) = (while (b) c,0) —stmt o' (UB)
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Zusammenfassung: Aquivalenz der Semantiken

» Wir haben gezeigt: fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, ¢’

(¢c,0) = stmt 0 <= (0,0") € []c

» Das ist dquivalent zu (fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, 0”):

[cle = {(o,0") | {c,0) —stme o'}

> Insbesondere ist die Undefiniertheit gleich:
wenn es keine Ableitung fiir ¢, o gibt, dann ist auch o ¢ [c]c.
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