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Funktionen & Prozeduren Beispiel: Rekursion
Fakultat Verkapselt als Funktion
. . . N==nA0< int factorial(int
» Funktionen sind das zentrale Modularisierungskonzept von C éi {1; RO I/r,:* pfec Oor;nfm "
while (0< n) post \result =— n!; x/
» Kileinste Einheit /*% inv. p = (N-n)! A 0< n; %/ {
p= px n; int p;
» NB. Prozeduren sind nur Funktionen vom Typ void = o= = i
} while (0< n)
/] {p == N1} /x% inv p = (n@pre—n)! A
» In objektorientierten Sprachen: Methoden 0< n; %/ {
p= p* n;
» Funktionen mit (implizitem) erstem Parameter this ;: =
return n;
» Wie behandeln wir Funktionen? }
» Spezifikation mit Vor-/Nachbedingung
> Keine logischen Variablen nétig, \resultfir Ergebnis
» Lokale Variablen, von auBen nicht sichtbar (scoping)
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Modellierung und Spezifikation von Funktionen Von Anweisungen zu Funktionen
» Erweiterung unserer Kernsprache um Funktionsdefinition und Deklarationen:
Wir brauchen:
FunDef ::= FunHeader FunSpec™ Blk
@ Von Anweisungen zu Funktionen: Deklarationen und Parameter FunHeader ::= Type Idt(Decl*)
® Semantik von Funktionsdefinitionen Decl ::= Type Idt
Blk ::= {Decl* Stmt}
© Spezifikation von Funktionsdefinitionen Type ::= void | char | int | Struct | Array
— ? +
O Beweisregeln fiir Funktionsdefinitionen Struct ::= struct Idt” {Decl™}
Array ::= Type Idt[Aexp]
@ Semantik des Funktionsaufrufs > Abstrakte Syntax
@ Beweisregeln fir Funktionsaufrufe » GroBe von Feldern: konstanter Ausdruck
» FunSpec wird spiter erlautert
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Riickgaben Riickgabewerte

Neue Anweisungen: Return-Anweisung

Stmt su=l=e|cicl|{}]|if(b)c else o
| while (b) /+x inv P x/ c| /xx {P} %/
| return a’
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» Problem: return bricht sequentiellen Kontrollfluss:
if (x =10) return —1;
y =y / x; // Wird nicht immer erreicht
» Loésung 1: verbieten!
» MISRA-C (Guidelines for the use of the C language in critical systems):

Rule 14.7 (required)

A function shall have a single point of exit at the end of the function.

» Nicht immer moglich, uniibersichtlicher Code ...

» Losung 2: Erweiterung der Semantik
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Denotationale Semantik der return-Anweisung

> Al X =~ %
[[<]] D LEL (/Z_\ [[c]]

[[e]} [[e]}
z

[[return ]]

[[return |

Erweiterte Semantik

» Denotat einer Anweisung: ¥ = (XUX xV) X = (XUX x Vy)
» Abbildung von Ausgangszustand ¥ auf:
» Sequentieller Folgezustand oder Riickgabewert und Riickgabezustand;

> ¥ und X x V sind disjunkt.

» Was ist mit void?

def

> Erweiterte Werte: Vy = V + {x}
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> Neu: X — (E+XxV)
Komposition mit Riickgabewerten Arbeitsblatt 11.1: Komposition mit Riickgabewerten
> Komposition zweier Anweisungen f,g: ¥ — (XU X x V). Sei A={0,...,9} @ Wie ist die Funktion F links in Mengenschreibweise
i Al Wern fe A~ A+ Bd fAALB B = {0, 100, 200, 300} definiert?
» Im Allgemeinen: Wenn f,g: A —~ A+ ann gosf:A— A+ B: A
Betrachte F: A —~ A +B @® Wie sind folgende Funktionen (als Mengen) definiert:
e ) fla)=4 E Foc F?
os f(o def g(a) 2 og F7
g°s () {(a/,b) #(a) = (o, b) Fs Fog Fog F?
©® Was ist die Bedeutung von F37?
> Als Mengen: f,g C(Ax (A+B))=AxA+AxB
gosf={(a,x)|3d €A (a,d) e fA(d,x)egtuU{(ab)]|(ab)ef,be B}
» Frage: Ist das gleiche wie Komposition von partiellen Funktionen?
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Semantik von Anweisungen Arbeitsblatt 11.2: Semantik mit Riickgabe
[Jc:Stmt - %X — (XUX xVy)
Berechnet die Denotate der folgenden Programme:
[x=elc = {(o.0ll = a]) | (0,]) € [x], (0 ) € [e].a} ° & €
[e1; cole = [e2le os [eile  Komposition wie oben
[{ He = \ds Ids :={(0,0)|c € T} [x=3x=4]c=7
if (b) co else cifc = {(0,p') | (o, true) € [b]5 A (0, ¢) € [cole}
U{(0,0) | (o false) € [bls A (0 0') € [arl}
mit p € LUX x Vy
[return elc = {(¢,(0,2)) | (7,2) € [e].1} @
[return]c = {(c, (0, %))} [x =3;return x;x =4]c =7
[while (b) c]c = fix(T)
() = {(0,0) | (o, true) € [b]5 A (0. p') € ¥ o5 [cle}
U{(e,0) | (o, false) € [bl5}
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Erweiterung des Floyd-Hoare-Kalkiils Erweiterung des Floyd-Hoare-Kalkiils
[Jc:Stmt - ¥ — (XUX x Vy)
> Neue Semantik: Stmt — ¥ — (ZUX x Vy) Hoare-Tripel: zusatzliche Spezifikation fiir Riickgabewert.
Partielle Korrektheit (= {P
» Wie passt das zu unseren Floyd-Hoare-Tripeln = {P} c{Q}? artielle Korrektheit (1= {P} ¢ {Q | Qc})
c ist partiell korrekt, wenn fiir alle Zustande o, die P erfiillen:
> Problem: Tripel behandel einen Nachzustand, jetzt haben wir zwei » die Ausfithrung von ¢ mit o in o’ regulér terminiert, so dass o’ die Spezifikation Q erfilllt,
' » oder die Ausfiihrung von c in ¢’ mit dem Riickgabewert v terminiert, so dass (¢, v) die
» Losung: Erweiterung des Tripels um eine explizite Nachbedingung fiir den RuckezbesnezitiichioniQrlciull
Riickgabezustand
E{Prc{Q]Qr} E{PIc{QIQr} =
Vo. (o, true) € [Plg T A (30'. (0,0") € [cle = (0, true) € [Q]B)
\%
(30’,v.(0,(0",v)) € [cle = (o', true) € [Qrls)
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Erweiterung des Floyd-Hoare-Kalkiils: return

F{Q} return {P | Q} F {Qle/ \result]} return e{P | Q}

J

» Bei return wird die Riickgabespezifikation Q zur Vorbedingung, die regulare
Nachfolgespezifikation wird ignoriert, da die Ausfithrung von return kein Nachfolgezustand
hat.

> return ohne Argument darf nur bei einer Nachbedingung Q auftreten, die kein \result
enthalt.

> Bei return mit Argument ersetzt der Riickgabewert den \result in der
Riickgabespezifikation.

Zusammenfassung: Erweiterter Floyd-Hoare-Kalkiil

F{P}a{R|Qr} F{R}c2{Q|Qr}
F{P}a;2{Q| Qr}
F{PAb}c{P| Qr}

 {P} while (b) c{PA—b | Qr}

F{PY P Qr}

F{Qle/x]} I = e{@ | Qr}

F{PAbla{Q|Qr} F{PA-b}a{Q|Qk}
F{P}if (b) a1 else 2{Q| Qr}

P—P F{P}c{Q@|R} @—Q R—R

F{Ptc{QIR}

F{Q} return{P | Q}

= {Q[e/\result]} return e{P | Q}
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Arbeitsblatt 11.3: Kurzbeispiel Losungsblatt 11.3: Kurzbeispiel
{ [/ {x=X}
x+1=X+1
Verifiziert folgendes Kurzbeispiel: ii {x+1; }
{ [/ {x=X} /] {x=X+1}
// 7 return Xx;
x= x+1; // {false | \result = X + 1}
/] 17 }
return x; . . .
// {faise | \result == X + 1} Beweisverpflichtung:
} x=X=x+1=X+1 1
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Approximative schwachste Vorbedingung

» Erweiterung zu awp(c, Q, Qg) und wvc(c, @, Qg) analog zu der Erweiterung der
Floyd-Hoare-Regeln.
> Es wird immer eine Riickgabespezifikation Qr benétigt.

» Esgilt:

A\ wve(c, @, Qr) =+ {awp(c, Q, Qr)} c {Q | Qr}

Approximative schwéchste Vorbedingung (Revisited)

awp({}.Q.Qr) £ Q
awp(l =e,Q,Qr) £ Qle/]
awp(ci; @2, Q, Qr) awp(c1, awp(ez, Q, Qr), Qr)
awp(if (b) ¢ else c1,Q, Qr) £ (b Aawp(cy, Q, Qr)) V (—b A awp(cy, Q, Qr))
awp(/++ {q} #/,Q.Qr) = q
awp(while (b) /#* inv i %/ c,Qr) = i
awp(return e, Q,Qr) £ Qgle/ \result]
awp(return, Q, Qr) < Qr
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Approximative Verifikationsbedingungen (Revisited) Beispiel: Fakultat
1 {//{o<n}
r 2 //{l=@1-1)1A0<1}
we({}, Q. Qr) = 0 3l
wee(l=e,QQr) ¥ 0 . éi(f;f(*)A <1}
. def 6 =(c-1)!A0<c
. wve(er; 2, Q, Qr) = wve(cr, awp(cz, Q, Qr), Qr) U wve(cz, @, Qr) s EAS ((1) /)** i L: (= 1)1 AO< ¢; #/ {
wvc(if (b) c1 else &, Q,Qr) = wvc(a, Q, Qr) Uwve(e, Q, Qr) 8 p= pxc;
wic(/ss {q} /. Q. Q) < {g— @Q} o [
wvc(while (b) /xx inv i %/ ¢, Q,Qr) ¥ wvc(c,i, Qr)U{i A b= awp(c,i, Qr)} 1 P
U{in-b= Q} 2 S
wvc(return e,Q, Qr) £ 0 u )// {false | \result = n!}
= 1Y
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Beispiel: Fakultat (Beweisverpflichtungen 1)

Beispiel: Fakultat (Schleifenrumpf)

1
2 while (1) /#x inv p = (c— 1)! A 0< c; =/ {
Unvereinfacht: i /) {lc=nAp-c=n)V(c#nAp-c=((c+1)—1)IA0<c+1)}
: p= px*c;
(1) 0<n—1=(1-1)A0<1 5 /) {le=nAp=n)V(c#nAp=((c+1)—1)IA0<c+1)}
(3) p=(c—1)!IA0 < cA~true — false 6 if (¢ =n) {
7 /] {p=n'}
Vereinfacht: 8 return p;
(Ll) 0<n—1=0! v 9 // {p=((c+1)—1)!'A0 < c+1]\result == n!}
= 10
(12) 0<n—0<1 v 11 else {
(3) false —> false 12 J/{p=((c+1)—1)IA0< c+1}
13
14 // {p=((c+1)—1)!A0<c+1}
15 = c+1;
16 // {p=(c—1)'A0<c}
17 1
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Beispiel: Fakultat (Beweisverpflichtung I1) Was fillt uns auf?
Unvereinfacht:
(2) p=(c—1)IA0<cAtrue » Die Invariante ist p= (c —1)I A0 < ¢
— (c=nAp-c=nl)
V(c#ZnAp-c=((c+1)-1)A0<c+1) » Da fehlt ¢ — 1 < n — wie kénnen wir ¢ — 1 = n am Ende beweisen?
Neue Vereinfachungsregel: » Mit der Schleifenbedingung 1 gilt jede Nachbedingung.
@ Disjunktionen folgender Form in der Konklusion kénnen vereinfacht werden:
» P— (AAB)V(CA-B)~PAB— APA-B— C » Bei der Riickgabe ist c == n — vereinfacht den Beweis.
Damit Vereinfachung:
» Essenziell: Schleife wird nicht verlassen.
(21) p=(c=1)A0<cAc=n—p-c=n v ((c=1)l-c=cl)
(22) p=(c—1)IAN0<cAc#n—p-c=c vV ((c-1)l-c=cl) » Nachbedigung false forciert dass Programm nur mit return verlassen wird.
(23) p=(c—1IN0O<cAc#n—0<c+1 V (c<c+1)
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Semantik von Funktionsdefinitionen Deklarationen und ihre Semantik
> Bldcke bestehen aus Deklaration und einem Rumpf — bendtigen Semantik fir
. n _\ N
[1# : FunDef — V Y ~XxVy Deklarationen
Das Denotat einer Funktion ist eine Anweisung, die (iber den tatsachlichen Werten fiir die
Funktionsargumente parametriert ist. » Deklarationen erzeugen lokale Variablen
[f(ts p1. t2 p2 to pr) ds e T v v — » Dadurch Trennung von Variablenname und Lokation (im Speicher)
, seeortn Pn seeey V=
[(t1 p1 vi,t2 p2 vo,... th Pn Va,ds) clom » Vorher: Idt — V jetzt: Idt — Loc — V
Deklarati
ekdarationen » Notig bspw. fiir Rekursion
» Die Funktionsargumente sind lokale Deklarationen, die mit den Aufrufwerten initialisiert » Was sind Lokationen?
werden.
@ In C: Lokation = Adressen — Speichermodelle
» Insbesondere konnen sie lokal in der Funktion verandert werden.
L X X @ Hier: abstraktes Speichermodell
> .. .aber was ist die Semantik von Deklarationen?
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Abstraktes Speichermodell Die Umgebung I
> Der Systemzustand ist T = Loc — V » Umgebung: statischer Teil des Speichers
» Loc ist eine Menge so dass . o L
» Wird zur Laufzeit nicht benétigt
» Loc ist unbegrenzt;
> Es gibt Operationen: » Bildet Variablenbezeichner auf Lokationen ab.
v:X¥ — Loc v(o) ¢ dom(c) Neue Lokation » Modelliert als partielle Funktion:
rem: ¥ x Loc = ¥ I & dom(rem(a, 1)) Deallokation Env = Idt — Loc
> Ferner ist Loc abgeschlossen iiber:
» Wird spater noch erweitert.
I € Loc,i € Idt = I.i € Loc
I € Loc,n € Z = I[n]Loc » Umgebung ist zusatzlicher Parameter fiir alle Definitionen
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Semantik von Deklarationen

» Zuerst: lokale Variablen.

local: (Loc > X =~ X xVy) =X —~XxVy
local(b) = {(a, (rem(v(a),d"),v)) | (o, (0", v)) € b(v(c))}

» Neue Variable alloziieren, Block ausfiihren, Variable wieder deallokieren.

» st nicht ganz korrekt: wir miissen neue Variable initialisieren (ggf. mit unbestimmten Wert),
ansonsten wird sie nicht Teil von dom(c), dem Definitionsbereich von o.

> Gilt insbesondere fiir die Funktionsparameter, die mit dem aktuellen Wert des Funktion
initialisiert werden.

Semantik von Blocken

» Blocke bestehen aus Deklarationen und einer Anweisung c:

[((typ idt) : ds) c]p [ = local(Al. [ds c]pw(l[idt — 1]))
[0 elowl = {(0, (o, v)) | (0 (0", V) € [e]el}

[—16m: Blk = Env - £ =~ £ x Vy

> Rekursive Definition (iiber der Liste der Deklationen)

» Semantik der Deklationen zusammen mit dem Rumpf.

» Von []c¢ sind nur Riickgabezustinde interessant.

» Kein ,fall-throf

ugh"

» Was passiert ohne return am Ende?
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Arbeitsblatt 11.4: Semantik mit Return Spezifikation von Funktionen
» Wir spezifizieren Funktionen durch Vor- und Nachbedingungen
Gegeben folgende Funktion f: » Ahnlich den Hoare-Tripeln, aber vereinfachte Syntax
int f(int y) » Behavioural specification, angelehnt an JML, OCL, ACSL (Frama-C)
int x; » Syntaktisch:
= 7o ' FunSpec ::= /** pre Assn post Assn */
if (y = 0) return x; Vorzustand
= 4; . ~
}X AR Vorbedingung pre sp; X —B
Was ist die denotationale Semantik von f7? Nachbedingung  post sp; Y x (X x Vy) —B
Ve tand
orzustan Nachzustand und Return-Wert
[l =2Av.{(o,...) | ...}
e@pre Wert von e im Vorzustand
\result Riickgabewert der Funktion
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Beispiel: Fakultat Arbeitsblatt 11.5: Suche
Spezifiziert die Suche nach dem maximalen Element:
int fac(int n
*x pre(O < n? int findmax(int a[], int a_len)
post \result = n!}; /¥ pre 777
*/ post 777 x/
{ {
int p; int r; int j;
int c; X
=0
p= 1; r=0;
o= 1. while (j< a_len)
while (c<=n) /#+ inv p = (c— 1)1 A 0< ¢ A c—1< n; */ { /xx inv (Vj. 0< j < i—a[j]< a[r])A 0< i< n A O< r< n; %/
p= pxc; { A .
c= c+1; !f (a[J]> x) {r=j:; }
} j= j+L
return p; }
} return r;
}
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Giiltigkeit von Spezifikationen Beispiel: Rekursion
> Ziel ist eine Semantik von Spezifikationen [.] s, zu definieren, um damit semantische
Giiltigkeit zu definieren: int factorial(int n)
/**% pre 0< n;
k= fd pre p post g <> (Vv1,..., vo. [P]8T(0) = [Ql sl (0, [fd]al (v1 - . . va)())) e e = nlly o
int x;
» Nicht ganz prazise wegen Partialitat i 0 1
1 n —
» Spezifikationen beziehen sich nicht auf lokale Variablen (nur Parameter). return 1;
» Nicht préazise, Parameter v; miissen in I an die Namen gebunden werden. c (
else
» Nachbedingung wird in Vor- und Nachzustand ausgewertet. x = factorial(n—1);
» Kein Hoare-Tripel, aber wir kdnnen es zu einem machen: return n * x;
}
= fd pre p post g < }
Wi, Vs o0. b (A0 [PDsT(0) A o = 0} [l (v, . i) { s | A [@Lssol (00,0}
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Semantik von Spezifikationen

» Vorbedingung: Auswertung als [sp]g [ tber dem Vorzustand
» Nachbedingung: Erweiterung von [.]s und [.].4
» Ausdriicke kénnen in Vor- oder Nachzustand ausgewertet werden.

» \result darf nicht in Funktionen vom Typ void auftreten.
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Semantik von Spezifikationen

[1ssp : Env — Assn — (¥ x (X x Vy)) - B
[Jasp : Env — Aexpv — (¥ x (X x Vy)) = V
['6lssp T = A{((e. (0", ), true) | (o, (o",v)), false) € [b]sspl'}
U {((o, (o', v)), false) | ((o, (0", v)), true) € [b]spl }
[xLaso T = {((e, (o', v)), 0" (x))}

[e@pre] s I = {((0, (0", )), b) | (0, b) € [e]5 T}
[eCpre]asy T = {((0, (0", v)), a) | (0, a) € [e]a T}
[\result] asp T = {((o, (¢", v)), v)}

[ore p post qlss, T ={(c. (0", v)) | (0 true) € [pls T A ((0, (o', v)). true) € [qlssp T}
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Zusammenfassung

» Funktionsspezifikationen bestehen aus Vorbedingung (pre) und Nachbedingung (post).

» In der Nachbedingung kann ein Ausdruck mit e@pre im Vorzustand ausgewertet werden
(ersetzt logische Variablen).

> Funktionsparameter sind Parameter der Spezifikation, keine lokalen Variablen.

» Wir haben die semantische Giiltigkeit von Funktionsspezfikationen definiert, und auf
Hoare-Tripel zuriickgefiihrt.

» Damit kdnnen wir die Regeln des Hoare-Kalkiils zur Verifikation benutzen.
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Verifikation

» Unterscheidung des Parameterwerts x von der lokalen Variablen x durch Notation x @pre
» Im Vorzustand gilt x @pre = x.
» Verhindert, dass der Parameter x bei der Zuweisung substituiert wird.

» Verifikationsregel:

P A x; = x;@pre = P' + {P'} c{false | Q[x; @pre /x|}
F f(x1,...,Xn)/** pre P post Q */ {ds c}

» Berechnung von awp und wvc:
L Xn)/** pre P post Q */ {ds c}) & awp(I”, c, false, Q[x; @pre /x;])
wve(T, F(X1, . .., xa)/** pre P post Q */ {ds c}) Z{P A x; = x; @pre = P'}
U wve(l”, ¢, false, Q[x; @pre /x;])
I ETIF = Y,y X (P, Q)]

P & awp(, c, false, Qx; @pre /x;])

awp(l, f(x1, .
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Beispiel

Gegeben folgende kurze Funktion vom Arbeitsblatt 11.1:
int inc(int x)
/*x pre true;
post x< \result ; x/

{ // {x@pre < x+1}

x= x+1;

// {x@pre < x}

return x;

// {false | x @pre < \result}

}

» Verifikationsbedingung:

(1) trueANx@pre = x = x@pre < x+1(1) x <x+1
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Zusammenfassung

» Funktionen kénnen wir mit den Regeln des erweiterten Hoare-Kalkiils verifizieren.
» Dabei ersetzen wir Funktionsparameter x in der Nachbedingung mit x @pre.

» Die dahinter liegenden weitgehenden Anderungen in der Semantik bleiben weitgehend
unsichtbar.

» Probleme:

> Felder als Parameter werden anders als in C behandelt (hier: wie in Java, in C: wie Referenzen).

» Wie behandeln wir eigentlich Funktionsaufrufe?
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