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Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Riickblick
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Idee Nachteile der Riickwartsberechnung
» Hier ist ein einfaches Programm:
[/ {X=xAY =y}
z=y; Errechnete Vorbedingung (AWP)
TS A= e (al3] == D)fs/alill = ((1==375:4l) ==7)
y = X3 o
J/AX=yAY =z} . // 400 Zeilen, die » Kann nicht vereinfacht werden, weil wir nicht
X = z; . // i nicht verandern wissen, ob i # 3
/X =yAY =x} (=5 » AWP wird sehr groB.
all|= H . R .
> Wir haben geschen: // {al31 =7} » Das Problem wachst mit der Lange der
Programme.
@ Die Verifikation erfolgt riickwérts (von hinten nach vorne).
@ Die Verifikation kann berechnet werden.
» Muss das riickwarts sein? Warum nicht vorwarts? Was ist der Vorteil?
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Regelanwendung riickwarts
» Um Regel riickwérts anwenden zu kdnnen:
©® Nachbedingung der Konklusion muss offene Variable sein
.s . @ Alle Vorbedingungen der Pramissen miissen disjunkte, offene Variablen sein.
|l. Der Floyd-Hoare-Kalkiul Vorwarts
© Gegenbeispiele: while-Regel, if-Regel
» Um Regeln vorwarts anwenden zu kénnen:
@ Vorbedingung der Konklusion muss offene Variable sein
@ Alle Nachbedingungen der Pramissen miissen disjunkte, offene Variablen sein.
© Gegenbeispiele: . ..
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Vorwiartsanwendung der Regeln Arbeitsblatt 10.1: If-Regel Vorwarts
» Zuweisungsregel kann nicht vorwarts angewandt werden, weil die Vorbedingung keine
offene Variable ist:
E{Ple/x]} x = e{P}
» Andere Regeln passen bis auf if-Regel (keine disjunkten Variablen)
> Wie k die If-Regel art hen?
b {AA b} o (B} b {AA b} (B} ie kann die egel vorwarts aussehen
F{A}{} {A} F {A} if (b) co else ¢ {B}
F{A} a {B} F{B}a{C} = {AA b} c{A}
F{A}c1; 2 {C} - {A} while (b) c{AA-b}
A — A = {A}c{B} B— B
F{A}c{B"}
Korrekte Software 8 [35] <Y

Korrekte Software 735 =< 1Y




Zuweisungsregel Vorwarts

> Alternative Zuweisungsregel (nach Floyd):

V & FV(P)
F{P}x=e{3V.P[V/x]Ax = (e[V/x])}

» FV(P) sind die freien logischen Variablen in P.

> Jetzt ist die Vorbedingung offen — Regel kann vorwérts angewandt werden

Arbeitsblatt 10.2: Das Leben mit dem Quantor

» Was bedeutet 3V.P?

» Die Formel ist wahr, wenn es irgendeinen Wert t fiir V gibt, so dass P[t/V/] wahr ist.

» Was bedeutet VV.P?

» Die Formel ist wahr, wenn fiir alle Werte t fir V P[t/V] wahr ist.

» Sind folgende Formeln wahr (fir x,y € Z)? (Finde Gegenbeispiele oder Zeugen)

Ix.x <7 Ix.x <3Ax>T7 Ix.x <7TVx<3
» Ist keine abgeleitete Regel — muss als korrekt bewiesen werden Jydx.x+3=y Vxdy.x-y =3 IWxVy.x-y=y
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Vorwartsverkettung Regeln der Vorwartsverkettung
V& R Eigenschaften des Existenzquantors:
F{P}x =e{3V.P[V/x] Ax =e[V/x]}
P(V)AV =t —P[t/VINV =t V & FV(t) (1)
/1 {20 < ) AV.P(V)AV =t —P[t/V] V & FU(t) ()
X= *y
/) 3Vi.0< ViAx =2y} BV.PINQ<=3IV.PAQ V ¢ FUQ) (3)
x= x+1; IV.P —P V & FVU(P) (4)
/) {3Va.(BV1.0 < Vi A x =2 y)[Va/x] A x = (x + 1)[Va/x]}
» Vereinfachung der letzten Nachbedingung: Damit gelten folgende Regeln bei der Vorwartsverkettung:
Wi icht in Vq i ftri PV =P
TV, (3VA.0 < Vi A x = 2-)[Va/x] Ax = (x + 1)[Va/x] @ Wenn x nicht in Vorbedingung auftritt, dann P[V//x]
= IV (FVI.0<SVIAV =2 y)Ax= Vo +1 ® Wenn x nicht in rechter Seite e auftritt, dann e[V /x] = e.
— IV, IV 0O<VIAX=Vo+ 1A Vo =2y X . i
© Wenn beides der Fall ist, kann der Existenzquantor wegfallen (4)
Und jetzt...?
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Vorwartsverkettung Vorwartsverkettung bei der Arbeit
V¢ FV(P) Vereinfachung erst am Ende:
F{P}x=e{3V.P[V/x] Ax =e[V/x]} J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}
= GaE2y
J)OT.(ii<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)T/t|At=(t+2)[T/t}
// {0 <x} [/ {3T.i i<aAT=2-i+1As=i-i+ TAs<aAt=T+2}
X= 2%y, s= s+t
/] 3Vi.0< Vi Ax =2y} //{3S3T.i-i<aAT=2-i+1As=i- (+T/\s<a/\t*T+2)[5/s]/\57(s+r)[5/5]}
b sdile [/ {3S3T.i-i<aAnT=2-i+1AS=i-i+TAS<ant=T+2As=S+t
= o i= i+1;
[/ {3V2. (V1.0 S Vi Ax =2 y)[Va/x] Ax = (x + 1)[Va/x]} J/{3LES AT i<anT=2i+1AS=i i+ TAS<ant=T+2As=S+o)l/iAi=(i+D)[/i}
[/ {31353T0 - 1<aAT=214+1AS=1-I+TAS<ant=T+2As=S+tAi=1+1}
» Vereinfachung der letzten Nachbedingung: /) {31383T.1 - 1<aAS=T-T+TAS<aAt=T+2As=S+tAi=I+1AT=2.1+1}
// {31350 1<anS=1-142 - I4+1AS<ant=2-1+1+2As=S+tAi=I+1}
—9. — [/ {31350 1<anS<ant=2-1+1+2As=S+tAi=I+1AS=(I+1)-(I+1)}
V2. (BV1.0 S Vi Ax =2 y)[Va/x] Ax = (x +1)[V2/x] //{Sl.lvlgaAa(/+1)va(/+1)§aAt:Zv/il+2/\s’:(I+1)-(I+1)+t/\i:l+1}
= IV (FVI.0O<SVIAV, =2 y)Ax=Vo+1 /3 I<an(+1)-(I+1)<ant=2-1+3As=(+1)-(I+1)+tAl=7i—1
JJAG=1) (1) <an((i—1)+1)-(((—1)+1)<aAt=2-(i—1)+3As=((i—1)+1)-((i—1)+1)+t}
= IVL. V1.0 VIAX=Vo+ 1A Vo =2y J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+t}
= IVI.0O<ViAx=2-y+1
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Vorwiartsverkettung bei der Arbeit Il Arbeitsblatt 10.3: Vorwértsverkettung
Mit Vereinfachung on-the-fly:
J/{i-i<aNt=2-i+1As=i-i+tAs<a} Gegeben folgendes Programm. Berechnet die Vorwartsverkettung der Vorbedingung mit
t= t+2; i -
/] BT.(i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)T/t]At=(t+2)[T/t]} Vereinfachung:
[/ {3T.i-i<ans=i-i+ TAs<aAt=T+2AT=2-i+1}
J/{ici<ans=i-i42-it1As<ant=(2-i+1)+2} [/ {ix=Xny=Y}
[/ di-i<anhs=(i+1)-(i+1)As<aAt=2-i+3} x= x+y;
s= stt; A
J/3S.(ii<ans=(i+1)-(i+1)As<ant=2-i+3)[S/s]As=(s+1t)[S/s]} .
[/ {3Si-i<anS=(i+1)-(i+1)AS<aAt=2-i+3As=5+t} y= X7y
J/i-i<an(i+1)-(i+1)<ant=2-i+3As=(i+1)-(i+1)+t} /] {277}
i= i+1; X= X=y;
J) LG i<an(i+1)-(i+1)<ant=2-i43As=(i+1)(i+1)+ )/ Ai=(i+D)/i} // {773/}
/] B 1<an(l+1)-(I+1)<ant=2-14+3As=(I+1)-(I+1)+tAi=1+1}
/B 1<an(+1)-(I+1) <ant=2-1+3As=(I+1)-(I+1)+tAl=i-1 Was bewirkt das Programm?
[/ =1)-(—1)<aA((i—1)+1)-((i-1)+1)<aAt=2-(i—1)+3As=(((—1)+1)-((i—1) +1) + ¢t}
/] {i-i<aht=2-i+1As=i-i+t}
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Beweis der Zuweisungsregel Vorwarts
Erinnert Euch an das Substitutionslemma:

o E' Ble/x] <= olx > [e]a(o)] E' B
Zu zeigen:

E{P}x=e{3V.P[V/x]Ax = (e[V/x])}
= VI.Yo.o = PA30' (0,0") € [x = e]c — o' ' V. P[V/x] A x = (e[V/x])
= VIVo.o = P — o[x = [e]a(o)] E' V. P[V/x] A x = (e[V/x])
= VIVo.ol='P— o= AV.PV/X]Ax = (e[V/X]))[e/x]
= ViVo.o ' P— o (3V.P[V/X]Ae=(e[V/x])
—=VIVo.o ' P— o E (Plx/x] Ae=(e[x/x]))
—ViVool'P—oE'P O
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Vorwartsverkettung

» Vorwartsregelaxiom dquivalent zum Rickwartsregelaxiom.

» Vorteil: Vorbedingung bleibt kleiner

» Nachteil: in der Anwendung umstandlicher

» Die entstehende Nachbedingung beschreibt die symbolische Auswertung
» Vereinfachung benétigt Rechnung mit Existenzquantor

Zwischenfazit: Der Floyd-Hoare-Kalkiil ist symmetrisch
Es gibt zwei Zuweisungsregeln, eine fiir die Riickwartsanwendung von Regeln, eine fiir die
Vorwartsanwendung.
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Il. Vorwartsberechnung von
Verifikationsbedingungen
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Starkste Nachbedingung

» Vorwartsberechnung von Verifikationsbedingungen: Nachbedingung
» Gegeben CO-Programm c, Pradikat P, dann ist
» sp(P,c) die starkste Nachbedingung Q so dass = {P} c{Q}
» Pradikat @ starker als @ wenn @ — Q'.
» Semantische Charakterisierung:
Starkste Nachbedingung

Gegeben Zusicherung P € Assn und Programm ¢ € Stmt, dann

E{P}c{Q@} <= sp(P,c) — Q

> Wie kénnen wir sp(P, ¢) berechnen?
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Berechnung von Nachbedingungen

» Wir berechnen die approximative starkste Nachbedingung.
» Viele Klauseln sind &hnlich der schwachsten Vorbedingung.
» Ausnahmen:

» While-Schleife: andere Verifikationsbedingungen
> |f-Anweisung: Weakening eingebaut

» Zuweisung: Vorwartsregel

» Nach jeder Zuweisung Nachbedingung vereinfachen
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Uberblick: Approximative starkste Nachbedingung

asp(P, {}) P
asp(P,x =€) £ 3V.P[V/x]Ax = (e[V/x])
asp(P.ciic2) & asp(asp(P, 1), c2)

def

asp(P,if (b) o else c1) asp(b A P,co) Vasp(—b A P,cp)
asp(P, [+ {q} +/) £ q
asp(P, while (b) /+x inv ix/c) = iA-b
sve(P,{}) € 0
swe(P,x=¢€) =
sve(P,cii) 2 sve(P, c1) Usve(asp(P, c1), c2)
sve(P,if (b) ¢ else c1) 2 svc(P A b, cp) Usve(P A —b, )
sve(P, /++ {q} +/) = {P—q}
svc(P, while (b) /xx inv i %/ c) sve(i A b,c)U{P — i} U{asp(i A b,c) — i}

sve({P}c{Q}) = {asp(P,c) — Q} Usvc(P,c)
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Beispiel: Fakultat

1 //{o<n}

2 p=1;

3 c=1;

4 while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!'Ac—-1<n};*/

5 p=p *cC;

6 c=c+ 1;

7y

8 //{p=nl)
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung

Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.
1 //{o<n}
= 1

2 p H
[/ {3V.0 < n[V/p]Ap=(1[V/p])}
//{0<nAp=1}
3 c=1;
[/ {3V (0<nAp=1)[V/c]Ac=(1[V/c])}
//{0<nAp=1Ac=1}
4 while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!Ac—1<n}*/{

//
6 c=c+ 1;
//
7%
[[{~(c<mAp=(c—-1)!Ac—-1<n}
8 //{p=n'}

VG ={asps — p=(c—1)!Ac—1<n}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung (Schleifenrumpf)

1 //{o<n}
2 p=1;
//{0<nAp=1}
3 c=1;
// {0<nAp=1Ac=1}
4 while (c <=n) /*x inv p = (c—1)! A c—1 < n; =/ \{
5 p=p *C;
/] {3Vi.(p=(c—1)!'A(c—1)<nAc<n)Vi/p]lAp=(p-c)Vi/p]}

Beispiel: Fakultat, Verifikationsbedingungen

Notation: svcy = in Zeile x generierte Verifikationsbedingung

1 //{o<n}
2 p=1;
/] sve2 =0
c= 1;
// sves =0

4 while (c <=n) //*inv{p=(c—1)!Ac—-1<n};*/{
5 p=p *cC;

/] {3i.(Vi=(c—1)IA(c—1)<nAc<n)Ap=(Vi-c)} /] sves =0
// {c=1<nAc<nAp=(c—1)c} 6 c=c+ 1;
6 c=c+ 1; /] sves =0
// {3Va.(c—=1<nAc<nAp=(c—1) c)[Vo/c] Ac=(c+1)[Va/c]} 7}
/] {3Va.(Va—1<nAVa<nAp=(Va—1)!-Vo)Ac=(Va+1)} // svey = {asps — (p=(c —1)! Ac—1<n),
//{c=2<nAc—1<nAp=(c—2)(c—1)} // asps — (p=(c—1)!'Ac—1<n)}
7 // svaa={0<nAp=1Ac=1) —(p=(c—1)!Ac—-1<n),
/] {~(c<nAp=(c—1)!Ac—1<n} i (c—=2<nAc—-1<nAp=(c—2)!-(c—1))
8 //{p=n!} i —(p=(c—1)IAc—1<n)}
8 //{p=nl}
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SchlieBlich zu zeigen Arbeitsblatt 10.4: Jetzt seid ihr dran!
Berechnet die starkste Nachbedingung und Verifikationsbedingungen fiir die ganzzahlige
Division:
svcg = {{aspg — p = nl} Usvgy
—{(p=(c—1)Ac—1<n&&(c <=n)) — p=nl}, L fee f022) o/
(0O<nAp=1Arc=1)—(p=(c—1)lAc—1<n), 3 q= 0
(C—2§n/\c—lgn/\p:(C—Z)!-(C—l)) 4 while (b <=r) /#x inv { a = bxq+tr A 0 < r } x/ {
5 r= r—b;
— (p=(c—=1)!'Ac—-1<n)} 6 = @l
~ {true} 7 }
8 /xx { a=bxqgt r AO<r Ar<bl} %/
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Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element

1 //{0o<n}

2 i= 0;

3 // {3h-(0 < n)[l/i] Ai=0[l/il}

4 //{0<nni=0}

5 r=0;

6 //{0<nAi=0Ar=0}

7 while (il= n)

8 [#x inv (Vj. 0< j < i—a[j]< a[r])A 0< i< n A O< r< n %/ {

Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element (Schleifenrumpf)

1 while (i!= n)

2 /% v (Vj. 0< j < i—a[j]< a[r])A 0< i< n A O< r< n %/ {

3 if (a[r] < ali]) {

4 /) {(Vj0<j<i—sal] <alr])A0O<i<nAO0<r<nAalr] < ali]}

5 r=i;

6 // {3Ro-((Vji-0<j<i—alj] <a[r])AO<i<nAO0<r<nAalr]<ali])[Ro/r] Ar=i[Ro/r]}
7 /] {3R0.(Vji0 <j<i—alj] <a[Ro])AO<i<nAO<Ry<nAalR] < ali] Ar=i}

8

9 if (a[r] < ali]) { 9 else {
10 = B 10 /] AVi0<j<i—s al] <alr) AO<i<nAO0<r<nA—(alr] < alil)}
11 11
12 }e|se { 12 // {(BRo(Vj.0<j<i— alj] <a[Ro])AO<i<nAO<Ry<nAalRo] <alijAr=i) }
13 V((Wj0<j<i—alj]<alr)A0<i<nA0<r<nAali] <a[r])
14 i= i+1; 13 i= i+1;
15 } 14 // A30-((3Ro-(Vj.0 < j < fo — alj] < a[Ro]) AO< g < nAO < Ry < nAalRo] < all] Ar=1h) }
16 //{Vjo<j<i—al]<a[r)A0<i<nAO0<r<nA—(i#n)} V((Vj0<j<lp—alj]<a[r)A0<lh<nAO<r<nAall]<alr]))Ai=1l+1
17 //{(Vj0<j<n—a[]<a[r])AO<r<n} 15 )
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Verifikationsbedingungen Weitere Vereinfachungsregeln
Existenzquantoren und Disjunktionen kénnen mit folgenden Regeln vereinfacht werden:
@ Der Giiltigkeitsbereich des Existenzquantors kann verkleinert werden:
1 0<nAi=0Ar=0— (Vjo<j<i—a[j]<a[r])A0<i<nA0O<r<n > (3x.PV Q) ~ (3Ix.P)V (3x.Q)
2 (o<j<i—al]<a[YAO<i<nAO<r<nA=(i#n)— @ Disjunktionen in der Pramisse ergeben eine Fallunterscheidung:
(Vj,o<j<n-—aljJ<alr])AO<r<n
» AiVA,— B~ A — B,A,— B
3 (F((FRo(Vj0<j <l — al]<a[R]) A0 <l <nAO<Ry<nAa[Ro] <allo] Ar=h) @ Konjunktion distributiert iiber Disjunktion:
V(I(Vj0<j<lhh—al]<alr)A0<lh<nAO0<r<nAall] <a[r]))Ni=1l+1)
— (Vj0<j<i—al]<alr)A0<i<nAO0<r<n > (ALVA)AB~ (ALAB)V (A AB)
© ... und andersherum:
> (AL AA)V B~ (ALY B)A (A V B)
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Vereinfachte Verifikationsbedingungen

11 0<nAi=0Ar=0— (Yi.0<j<i— a[j] <alr])

12 0<nAi=0Ar=0—0<r<n

13 0<nAi=0Ar=0—0<i<n

21 (Vjo<j<i—al]<alrhA0<i<nA0O<r<nA=(i#n)— (¥.0<j<n— a[j] <alr])
22 (Vjo<j<i—alj]<alr)A0<i<nAO<r<nA=(i#n)—0<r<n

3.1 (3h.(3Ro(%.0 < j <l — alj] < a[Ro]) A0 < o < nAO< Ry < nAalRo] < allo] A M) A i = o + 1)
— (V.0 <j<i—alj] < alr])

31 (FRo.((Vji0<j<r—al]<alR])A0<r<nAO0<Ry<nAa[R)<alr])Ai=r+1)
— (Vj.0<j<i—a[j] <alr])

32 (3h(V0<j<h—all<ar)AO<h<nAO<r<nAalb]<a[r]Ai=l+1)
— (V0 <j<i—alj] <alr])

33 (3h.(3Ro(%.0<j <l — alj] < a[Ro]) AO < b < nAD< Ry < nAalRo] < allo] A TN A i = o+ 1)
—0<i<n

33 (ARo.(Vj0<j<r—a[]<a[R])A0<r<nAO0<Ry<nAalR]<a[r])Ai=r+1
—0<i<n

34 (Fh.(Vjio<j<h—alj]<a[r)AO<lh<nAO<r<nAall] <a[r]Ai=l+1)
—0<i<n

35 (I.(IRo(V.0<j < b — alj] < 2[R]) AO <l < nAD< Ro< nAa[Ro] < allo] A RN A 7 = o+ 1)
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Vereinfachte Verifikationsbedingungen

11 0<nAfBEOIAr=0— (V.0 <j<i—sa[]<alr]) v

12 0<nni=0A[EE0] —o0<r<ny

13 0<nAflB0IAr=0—0<i<n/

21 (o<j<i—all<al)A0<i<an0<r<nn AR — (.0 <)<n— alj] <alr]) «
22 (Go<j<i—al]<al)A0<i<n[ORIRIR|A~(i#n) —0<r<ny

a1 . (RSN o << 0 < < »» RIS » FE)
— (%.0<j <i—alj] < a[r]) v

2 (o (BERESHIEH) o < <0< - < . MR » EESGEED
— (¥j.0<j<i—alj] < alr]) v

33 (BRo(%.0<j < r— alj] < a[Ro]) 1 [OEIARIA| 1 0 < Ro < n A a[Ro] < alr]) A [EENEEEE]
—0<i<ns

34 (36.(%.0 < j <l — alj] < alr]) A [OREIGIRIA 7 0 < r < n A alk] < alr] A NG
—0<i<nv

35 (IRo(Yj.0 < j < r — alj] < aRo]) A [ORIIRIR 7 0 < Ro < n A a[Ro] < alr]) Ai=r+1
—0<r<nv

3.6 (I0.(vj.0 <j<lo— alj] < alr]) A0 < lo < n A [OIEIRRIR] A allo] < alr] A7 =lo+1)
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33 [395]
(FRo.( J.ij<r~>a|_/]73[Ro])/\07r<n/\0[7]Ra<n/\a[Ruj<a[rj)/\/:r+1
—0<r<n
36 (Fh(V.0<j<h-—al<a[rDAO<h<nAO<r<nAalb]<a[r]Ai=lh+1)
—0<r<n

Zusammenfassung
» Die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils sind symmetrisch: die Zuweisungsregel gibt
es"rickwarts” und “vorwarts”.

» Dual zu Beweis und Verifikationsbedingung riickwérts gibt es Regel und
Verifkationsbedingungen vorwarts.

» Bis auf die Invarianten an Schleifen kénnen wir Korrektheit automatisch prifen.
» Kern der Vorwartsberechnung ist die Zuweisungsregel nach Floyd.
» Vorwartsberechnung erzeugt kleinere Terme, ist aber umstandlicher zu handhaben.

> Riickwartsberechnung ist einfacher zu handhaben, erzeugt aber (tendenziell sehr) groBe
Terme.
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