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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (a,0) —pexp N

me Z (M, o) = pexp M
x € Dom(o)
x€ Loc
(X,0) = Aexp (%)
x & Dom(o)

(X,0) = aexp L
<a].7 U> —Aexp N <327 U> —Aexp M
n,m%# 1

(a1 0 a2, 0) = pexp N o' m

di © az

<ala U) —7Aexp N <a27 U> —Aexp M
n=_1 oderm= L

(al o 32,0'> _>Aexp 1
SRS {+7*7_}
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Denotational [a] 4
{(o,m)|o € X}

{(0,0(x))|o € £,x € Dom(o)}

{(o,no! m)lo € £,(0,n) €
[31]].47 (07 m) € |[32]]-A}
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (a,0) = aexp N Denotational [[a] 4
<31,CT> —7Aexp N <a2a 0) —7Aexp M
m+#0 m,n# L
Ny 70 mn7l (o, n/m)lo € X, (0,) €
(210 22,0) Faop o m o1l (0 m) € [az]a, m # 0}
<3170> —Aexp 1 <327 U> —Aexp M

n=1,m=_1 oderm=0

<31/32, g> —7 Aexp 1
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

> Fir alle a € Aexp, fiir alle n € Z, fiir alle Zustande o:
(3,0) —aexp 1 <> (0,1) € [a] 4

(a,0) = pexp L < 0 & Dom([[a] 4)

> Beweis Prinzip?
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Induktionsprinzip
Noether'sche Induktion
Sei >~ eine wohlfundierte Ordnung iiber S und P eine Aussage iiber Elemente von S. Dann
gilt
VveS.(YueS.v=uAP(u))= P(v)
Vx € §.P(x)

» Eine binare Relation =C S x S ist eine Ordnung wenn gilt

Vx € S.x % x (irreflexiv)
VX, y ES.x>=y=y#tx (asymmetrisch)
Vx,y,z€S. (x =y ANy =2z)= x>z (transitiv)

» Eine Ordnung < ist wohlfundiert, wenn es keine unendlich absteigenden Ketten gibt
ap>a)=az > ...
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Induktionsprinzip

Noether'sche Induktion
Sei > eine wohlfundierte Ordnung iiber S und P eine Aussage (iber Elemente von S. Dann
gilt

VveS.(VueSv=uNP(u))= P(v)

Vx € S.P(x)
S -
Mathematische Induktion N n—n+1
Strukturelle Induktion Aexp | Aexp a > a’ genau dann, wenn

a’ ist Teilausdruck von a
Bspw: x Teilausdruck von (2% x + 1)
Ebenso 2 x x und 1
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Arbeitsblatt 4.1: Ubung zu struktureller Ordnung
Die strukturelle Ordnung auf arithmetischen Ausdriicken ist definiert als:
Va,a’ € AExp.a - a' < & ist Teilausdruck von a

Dabei ist “Teilausdruck” formalisiert als o € {4, %, —, /}:

. a = a1 V a Teilausdruck-von a; Vv
a Teilausdruck-von(aj o ap) < )
a = a» V a Teilausdruck-von a»

» Argumentiert/beweist, dass die Relation “Teilausdruck-von”
@ irreflexiv
@ asymmetrisch und

@ transitiv
ist.
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

> Fir alle a € Aexp, fiir alle n € Z, fiir alle Zustande o:
(3,0) —aexp 1 <> (0,1) € [a] 4

(a,0) = pexp L < 0 & Dom([[a] 4)

> Beweis Prinzip?
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

> Fir alle a € Aexp, fiir alle n € Z, fiir alle Zustande o
(a,0) = pexp N < (0,n) € [a] 4

(a,0) = pexp L & 0 & Dom([a] 4)

» Beweis per struktureller Induktion tiber a. (Warum?)

Korrekte Software 8 [51]
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Beweis Vac Aexp.Vn € ZNo. (a,0) —aep n < (0,n) € [a]a
N (a,0) = pexp L < 0 & Dom([a] 4)
Induktionsanfange
> a=meZ:
(m, o) = pexp [M] -
[mla=A{(c".[m]) | o' € } = (0, [m]) € [M]a

> a= X € Loc:
@ X € Dom(o):
(X, 0) = pexp 7(X)
[X1a = {(c',0'(X))|0o’ € £, X € Dom(o)} = (0,0(X)) € [X]a
@ X & Dom(o):

<X,0’> _>Aexp 1
[X]a = {(c/,0'(X))|0o' € £,X € Dom(c)} = o & Dom([X] 4)
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|«

=

L o< Y



Beweis Vac Aexp.Vn € ZNo. (a,0) —aep n < (0,n) € [a]a
N (a,0) = pexp L < 0 & Dom([a] 4)
Induktionsschritte
> a=a; +an:

@ Fall m# Lundn# L
Es gilt

[a1 + 2204 = {(¢", u+ v)[(0", u) € [ar].a und (¢, v) € [22]a}

Induktionsannahme gilt fiir a; und a,.

(Def. (.,.) = Aexp-

Z IA fiir ay
(a1 + 82,0) = Aexp M+ N<==>{31,0) = Aexp M

(o,m) € [a1]a
& &

1A fir a, (07 n) c IIBQIIA

ﬂ(Def[-]A)

(o,m+n) €far+ a]a

<32,0'> *>Aexp n
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Beweis Vac Aexp.Vn € ZNo. (a,0) —aep n < (0,n) € [a]a
N (a,0) = pexp L < 0 & Dom([a] 4)

Induktionsschritte
> a = a; + ap: Induktionsannahme gilt fiir a; und ay.

® Fal m=1 odern= 1

(a1,0) = aexp N (a2,0) = pexp M m=_1 odern= 1

<31 + 32,U> — Aexp uE

> Fall n= L.
Aus Induktionsannahme folgt, dass (a1,0) —aexp L < o & Dom([a1].4).

Weiterhin gilt
[a1 + a]a = {(¢',u+v)|(¢',u) € [ar]a und (o', V) € [a2] 4}

Somit gilt o & Dom([a1 + a2].4).
> Fall n# L, m= L: analog.
L o< Y
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Beweis Vac Aexp.Vn € ZNo. (a,0) —aep n < (0,n) € [a]a
N (a,0) = pexp L < 0 & Dom([a] 4)
Induktionsschritte
> a=aj/ay:

®Falm#_Lundn#1,n#0
Es gilt

[a1/22]a = {(o", u/V)|(¢, u) € [a] 4. (0", v) € [a2] 4 und v # O}

Induktionsannahme gilt fiir a; und a,.

(Def' <-v->—>Aexp

IA fi
(a1/a2,0) = pexp M/ N <> (éha) — Aexp M el

(o,m) € [a1]a
& &

1A fiir ap (07 n) c IIazllA

ﬂ(Deﬁ[-]A)

(o,m/n) € [a1/a2] 4

<32,0'> %Aexp n
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Beweis Vac Aexp.Vn € ZNo. (a,0) —aep n < (0,n) € [a]a
N (a,0) = pexp L < 0 & Dom([a] 4)

Induktionsschritte
» a = aj/ap: Induktionsannahme gilt fiir a; und ap.

® Fall:
(a1,0) = Aexp M (a2,0) = pexp N m=_1,n=0o0der n= 1
<31/32,0'> %Aexp L
> Fall n=0.
Aus Induktionsannahme folgt, dass (a2,0) —aexp 0 < (0,0) € [a2] 4.
Weiterhin gilt

[a1/22]4 = {(o”, u/V)|(o", u) € [an].a, (0", V) € [22].a und v # 0}

Somit gilt o & Dom([[a1/a2].4).
> Fall n= 1, m= 1: analog wie bei +
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (b, o) — gexp false | true | L Denotational [b]5
1 (1,0) = Bexp true {(o, true)|o € L}
0 (0,0) — Bexp false {(o, false)|o € £}
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operat. (b,0) —Bexp t
<307 U> —Aexp N
n,m=# 1
(ap == a1,0) —Bexp true
<305 U> —Aexp 1 <317 U) —Aexp M
n,m%# 1 n#m
(a0 == a1,0) —>Bexp false
<30a 0> —7Aexp N <ala U) —7Aexp M
n=_1oderm=_1

<a].7 U) —Aexp M

n=m

(a0 == a1,0) —Bexp L

al < a2 analog

Korrekte Software 15 [51]

Denotational [b]5

{(o, true)| o € X,
(o, n0) € [a0]4,
(0, n) € [a1] 4,
ng=ny}

U

{(o, false) | o € X,
(0, no) € [a0] 4,
(0, m) € [a1] 4,

ng # n }

o< QY



Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (a,0) —Bexp b Denotational [b]s

(b1,0) — Bexp false

b1&& by (b1 &by, o) — false {(o, false)|(o, false) € [b1]s}
(b1,0) = Bexp true
<b2> U> —7 Bexp b
{(o, b)|(o, true) € [b1]5, (o, b) €
(bl&&b2,0'> — b I[bZ]]B}
<b17 U) — Bexp 1
(bl&&bz,a> — L
b1 || b2 analog
'n
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

> Fir alle b € Bexp, fir alle t € B, for alle Zustande o
(b,0) = Bexp t & (0,t) € [b]B

(b,0) = Bexp L < 0 & Dom([[b]5)

> Beweis Prinzip?

Korrekte Software 17 [51]
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

> Fir alle b € Bexp, fiir alle t € B, for alle Zustande o

<b’0-> —Bexp t & (U, t) S ":b]]b’
(b,0) = Bexp L = o & Dom([b]5)

» Beweis per struktureller Induktion {iber b (unter Verwendung der Aquivalenz fiir AExp).
(Warum?)
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Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]5
A <b,0’> — Bexp lLl&eo g Dom([[b]]g)

Induktionsanfange

> b=0:
(0,0) —Bexp false -
[0].4 = {(o/, false)|o’ € £} = (o, false) € [b]r
> b=1:
(1,0) —Bexp true
=
[1]4 = {(c', true)|o’ € £} = (o, true) € [b]s

Korrekte Software 18 [51] L o< Y



Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]5
A <b70'> — Bexp lLl&eo g Dom([[b]]g)

Induktionsschritte

> b= b]_&&b2:
Es gilt

[b1&&by] s ={(0’, false)|(o’, false) € [b1]5}
U {(o', t2)|(o’, true) € [b1]s und (¢, ) € [b2]5}

Induktionsannahme gilt fir by und b,.
> Fall <b1,0’> — Bexp 1

(Def. (.,.) = Bexp-)

<b1&&b2,0’> — Bexp 1 <— <b1,0> —> Bexp J_IA fir b

<=0 ¢ Dom([b:1])

Def. []B\H

o & [b1&&b;] s
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Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]5
A <b70'> — Bexp lLl&eo g Dom([[b]]g)

Induktionsschritte
> b= b1&&b22
Es gilt
[b1&&by] 5 ={(0’, false)|(o’, false) € [b1]5}
U {(0’, ta)|(0’, true) € [b1]s und (o', t2) € [b2] 5}

Induktionsannahme gilt fir by und b,.
> Fall (b1,0) — exp false

>_)Bég> (b1,0) = Bexp false% (o, false) € [b1]5

Def. “E\H

(o, false) € [b1&&b:]5

<b1&&b2, > _>Bexp fa
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Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]5
A <b70'> — Bexp lLl&eo g Dom([[b]]g)
Induktionsschritte
> b= b &&bs:

[b1&&by] s ={(o’, false)|(o’, false) € [b1]5}
U {(¢/, t2)|(c’, true) € [b1]s und (o', t2) € [b2]5}
Induktionsannahme gilt fiir by und b,.

» Fall (b1,0) —Bexp true, (by,0) — pexp false

Def. (.,. exp - iir
(b1&&bs, 7) — Berp Toloe E=% b1, 0) — ey true By (o, true) € [bu]s

& &

by, 0) — Bex fa/se<|Afu:rb2> o, false) € [b:] 5
P

Def. []Bﬂ/

(o, false) € [b1&&b;]5
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Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]5
A <b70'> —Bexp - & 0 & Dom([[b]]g)
Induktionsschritte

> b= b1 &&bs:

[b1&&by] s ={(c’, false)|(o’, false) € [b1]5}
U {(o', t2)|(o’, true) € [b1]s und (¢, ) € [b2]5}

Induktionsannahme gilt fir by und b,.
> Fall (b1,0) —Bexp true, (bs, o) — exp true
Def. (.,.)— gox IA fir b
(b1&&by, o) —>Bexp(treue<<2>p<2)1,a) — Bexp true <t (o, true) € [k1]5
& &

IA fir b
(by, 0) = Bexp trie === (o, true) € [ba] 5

Def. []Bﬁ

(0, true) € [b1&&bo]s

Korrekte Software 22 [51] K U



Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]5
A <b70'> — Bexp lLl&eo g Dom([[b]]g)
Induktionsschritte

> b= b1 &&bs:

[b1&&by] s ={(c’, false)|(o’, false) € [b1]5}
U {(o', t2)|(o’, true) € [b1]s und (¢, ) € [b2]5}
Induktionsannahme gilt fir by und b,.
> Fall (b1,0) —Bexp true, (b, o) —Bgexp L

Def. x| ur by
(b1&&bs, ) —gen L ST 0} ey true B (5. true) € [bi]s

& &

1A fiir by
<b27 > 4>Bexp l<——o ¢ Dom IIbZIIB

Def. []B\H/

o ¢ Dom(ﬂbl&&bz]][g)
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Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]5
A <b70'> — Bexp 1l o € Dom([[b]]g)

> (0, true) € [01&&bo]s =L (o, true) € [ba]ls und (o, true) € [ba]s
» Siehe Folie 22

f. [.1s

» (o, false) € IIbl&&bz]]B = (0, false) € [b1] s oder

(0, true) € [b1]s und (o, false) € [b2]5
» Siehe Folie 20 und 21

Def. II]]B

» o & Dom([b1&&bs]|p) <= o & Dom([b1] ) oder o & Dom([[b2]5)

» Siehe Folie 19 und 23
Somit gilt dann auch < g.e.d.
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Arbeitsblatt 4.2: Beweis Induktionsanfang

1. (a1 == ap,0) —pexp true < (o, true) € [ay == ]
2. (a1 == a3,0) —Bexp false < (o, false) € [a1 == a2]
3. (a1 == @2,0) = Bexp L & 0 & Dom([a1 == a5]B)

Beweist obige drei Aussagen unter Verwendung des fiir arithmetische Ausdriicke geltenden
Lemmas

Va € Aexp.Vn € Z.No. (a,0) = pexp N < (0,n) € [a]a
N (a,0) =Bexp L & 0 & Dom([a] 4)

Korrekte Software 25 [51]
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Beweis 1. (a1 == a»,0) —gexp true & (o, true) € [a; == a]B
2. (a1 == a»,0) —pexp false < (o, false) € [a1 == a]5
3. <21 == 9270> —7 Bexp l&o € Dom(ﬂ:al - 92]]8)

[a1 == ax]s ={(0’, true)|(c’, m) € [a1] 4, (¢/, n) € [az] 4, m = n}
U{(c’, false)|(c’, m) € [a1] 4, (o', n) € [a2]a, m # n}

» Fall (a1,0) —Bexp M, (b2,0) —Bexp N, M =n

(Def. (.,.>—>BEX,,.<)

IA fir a1
(a1 == a2,0) —Bexp true <= (a1,0) —>Bexp M

(o,m) € [ai]a
& &

1A fir an (0'7 m) c [l:aZ]]A

Def. II]]B]I

(o, true)[ar == a2]B

<327 U> —Bexp M
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Beweis 1. (a1 == a»,0) —gexp true & (o, true) € [a; == a]B
2. (a1 == a»,0) —pexp false < (o, false) € [a1 == a]5
3. <21 == 9270> —7 Bexp l&o € Dom(ﬂ:al - 92]]8)

[a1 == ax]s ={(0’, true)|(c’, m) € [a1] 4, (¢/, n) € [az] 4, m = n}
U{(c’, false)|(c’, m) € [a1] 4, (o', n) € [a2]a, m # n}

> Fall <31,0> —7Bexp M, <b2,0‘> —Bexp N, M 7& n

Def. (.,.)= Bexp- L fil
(a1 == ap,0) —>Bex,§ faléegeal,d — Aexp mwl(a, m) € [ai]a

& &

.
(32,0) = pexp N0 (5 1) € [a2]la

Def. II]]B]I

(o, false)[a1 == a2]B
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Beweis 1. (a1 == a»,0) —gexp true & (o, true) € [a; == a]B
2. (a1 == a»,0) —pexp false < (o, false) € [a1 == a]5
3. <21 == 9270> —7 Bexp l&o € Dom(ﬂ:al - 92]]8)

[a1 == ax]s ={(0’, true)|(c’, m) € [a1] 4, (¢/, n) € [a1] 4, m = n}
U{(c’, false)|(c’, m) € [a1] 4, (o', n) € [a2]a, m # n}

> Fall (a1 == ap,0) —Bexp L
(Def. (.;)— Bexp;) Lemma fiir a1
(a1 == a2,0) —Bexp L. <= (a1,0) —>aexp L o & Dom([a1].4)

Vv \

Lemma fiir a»

o ¢ Dom([a2] )

Def. ﬂ]gﬂi
o & Dom([a1 == a2])

Korrekte Software 28 [51] o< QY
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Operationale vs. denotationale Semantik

{1
ci; ¢
X =2a

Korrekte Software

Operational {c,o) —stm: 0’| L

<{}a 0) —Stmt O

<C1,U> —Stmt 0 #1
<C2a0/> —Stmt o

(c1;2,0) —stme 0
<C17<7> —Stmt L

(c1;02,0) = stme L

(a,0) = Aexp N
(x = a,0) = stme o[x — n]
<a,a> _>Aexp 1

<X = a, O') _>5tmt _L

29 [51]

Denotational [c]c

[{}c = Id

[a]e o [ele

{(o,0lx = n])|(0, n) € [a]a}

o< QY



Operationale vs. denotationale Semantik

Operational {c,0) —stmt 0’| L

(b,o) —Bexp L
<Ca 0> —Stmt L

if (b) @ (b,0) — Bexp true
(c0,0) —stme 0’
<Ca O> —7Stmt o
(b, 0) —>Bexp false
(c1,0) = stmt o'
else ¢

<Ca 0> —?Stmt o

Korrekte Software 30 [51]

Denotational [c]c

{(o,0")|(0, true) € [b]s,(c,0") €

[colc}

{(o,0")|(0, false) € [b]g, (0,0") €
[clc}
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational {c,0) —stmt o’ | L Denotational [c]c

(b,0) —Bexp false  (b,0) —Bexp -

while (b) ¢ fix(I")
— <W;U> —Stmt O <Wa U) — Stmt L
(b,0) = Bexp true  (c,0) =stme 0’ # L (w,0") —stme 0"
(W, 0) = Stme o
<b,0’> _>Bexp true <C,O'> _>Stmt 1
(W,0) = stme L
mit

Me) = {(0,0') | (0, true) € [b], (0,0") € [c]c o ¥}
U{(0,0) | (o, false) € [b]5}
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, 0”:

(c,0) —>Stme o' < ( € [cle

(c,0) =stmt L =>0 ¢ Dom([[c]]c)

> = Beweis Prinzip?

> < Beweis Prinzip?
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Operationale Semantik: C0 Programme

» Stmt ¢ .= Idt = Exp | if (b) ¢ else ¢ | while (b) c|ci1;¢2 | {}

Regeln:
({},0) =stme 0
<a,a> —)AeXPHGZ (a,a) _>Aepr—
<X:a,U> —>Stth[X|—>n] <X:a,U> _>5tmtJ—

<C1;U> —Stmt O # 1 <C2,U/> —Stmt 0 #1
(Cl; C2,U> —Stmt o

<C17 U) — Stmt -

(Cl; C, U> — Stmt -

<C17U> —Stmt o' # 1 <C27 0/> —Stmt L
(c1ic2,0) = seme L
33 [31]
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Operationale Semantik: C0 Programme

» Stmt c .= Idt = Exp | if (b) ¢ else ¢ | while (b) c|ci;c | {}
Regeln:

<ba J> — Bexp true <C17 U> —Stmt o

<if (b) (o] else C2,0'> —> Stmt O'/

<b, U) —7 Bexp false <C2, 0) —7Stmt o’

<if (b) (o] else C2,0'> —> Stmt O'/

(b,o) —Bexp -

(if (b) c1 else c2,0) —stme L
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Operationale Semantik: C0 Programme

» Stmt c .= Idt = Exp | if (b) ¢ else ¢ | while (b) c|ci;c | {}

Regeln:
(b, 0) —Bexp false
(while (b) ¢,0) —stmt ©
(b,0) —Bexp true (c,0) —5tmt 0 (while (b) ¢, 0’y —stmt 0
(while (b) ¢,0) —=stme 0"
(b, 0) —Bexp true (c,0) = stmt L (b,0) —Bexp -
(while (b) c,0) —stme L (while (b) ¢,0) —stme L
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Ableitungstiefe fiir Programme

» Die Ableitungstiefe einer
Programmauswertung mittels Regeln der
operationaler Semantik ist die Anzahl der
Regelanwendungen mit Conclusion der
Form (.,.) —stmt --

Korrekte Software 36 [51]

Pramisse;

Pramisse,

Conclusion

Kl U



Operationale Semantik: C0 Programme

» Stmt c = Idt = Exp | if (b) c1 else ¢, | while (b) c | a5 | {}

Regeln: Programmstruktur

<C170/'> — Stmt 0'1/75 L
(c2,0") = stme 0" # L \1

(c1; €2,0) —stme o

(b,0) — Bexp true (c1,0) —>stme 0’ \
(if (b) a1 else ¢,0) = stmt o

(b70> — Bexp false <C21 U> —Stmt o’ \
(if (b) c1 else c2,0) —s5eme 0

<b7 U) — Bexp true <C7‘7) —Stmt o’
(while (b) ¢,0") —stmt @ =
(while (b) c,0) —stmt o

<b7 U> — Bexp true (Cv G) —>Stmt L \
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Operationale Semantik: C0 Programme

» Stmt c = Idt = Exp | if (b) c1 else ¢, | while (b) c | a5 | {}

Regeln:

<C170/'> — Stmt 0'1/75 L
(c2,0") = stme 0" # L
(c1i2,0) = stme o

(b,0) — Bexp true {c1,0) —5tme o

(if (b) a1 else ¢,0) = stmt o

<b7 U) — Bexp false <C21 U> —Stmt o’

(if (b) c1 else c2,0) —stme o'

<b7 U) — Bexp true <C7‘7) —Stmt o’
(while (b) ¢,0") —stmt @

(while (b) c,0) —stmt o

<b7 U> — Bexp true (Cv G) —>Stmt L
(while (b) ¢,0) —stme L

Korrekte Software
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, 0”:

(c,0) —>Stme o' < ( € [cle

(c,0) =stmt L =>0 ¢ Dom([[c]]c)

> = Beweis Prinzip?

> < Beweis Prinzip?

Korrekte Software 38 [51]
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, 0”:

(c,0) = stme 0 & (0,0") € [c]e

(c,0) = stmt L = o & Dom([c]c)

» = Beweis per Induktion lber die (Tiefe der) Ableitung in der operationalen Semantik
(Warum?)

> <« Beweis Prinzip?
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) —stmt 0’ = (0,0") € [c]e
2. <C,O’> —>Stmt 1Ll=0 g DOm(IIC]]C)

Induktionsanfang — Ableitungstiefe 1
> Fallc=x=a:
[x = ale = {(o, o[x = m])|(0, m) € [a] .4}

> Fall (a,0) —pexp m € Z
(x = a,0) = stmt o[x — m]
ﬂ(Def. (ye)—>stme-)

Lemma fiir a

(a,0) = pexp M € L ——==>(0,m) € [a] 4

Def. []cﬂ/

(o,0[x — m]) € [x = a]c

Korrekte Software 39 [51]
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) —stmt 0’ = (0,0") € [c]e
2. <C,O’> —>Stmt 1Ll=0 g DOm(IIC]]C)

Induktionsanfang — Ableitungstiefe 1
> Fallc=x=a:
[x = ale = {(o, o[x = m])|(0, m) € [a] .4}

> Fall (a,0) = pexp L:
(x=2a,0) = stmt L
ﬁ(Def. (o) —rstme-)
(,0) = aexp L €L 5 ¢ Dom([a] 4)

Def. []c\H]

o & Dom([[x = a]c)

Korrekte Software 39 [51]
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) = simt 0’ = (0,0") € [c]e
2. <C,O’> —>Stmt 1Ll=0 g DOm(IIC]]C)

Induktionsanfang — Ableitungstiefe 1
> Fall c=x=a:
[x = alec = {(o, olx = m])|(o, m) € [a]a}

> Fallc={}:...

Korrekte Software 39 [51]
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) —stmt 0’ = (0,0") € [c]e
2. <Cq’0'> —>Stmt 1Ll=0 g DOm(IIC]]C)
Induktionsschritt:

> Fall ¢ =if(b) c; else cy:

[if(b) c1 else ca]c ={(o,0")|(0, ") € [eile, (o, true) € [b]s}
U{(o,0")|(0,0") € []c, (o, false) € [b]s}

> Fall (0, b) —Bexp true, {c1,0) —sme 0’
Def. (.,.) = sume.- "
(if(b) cLelse ¢, 0) —ssme &7 58 b ) s pery true LML (o true) € [b]s
& &

IH fir ¢ (0_, O'/) c [[Cl]]c

Def. []cﬂ/

(0,0") € [if(b) c1 else ;] ¢

<C170> —Stmt 07
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) —stmt 0’ = (0,0") € [c]e
2. <Cq’0'> —>Stmt 1Ll=0 g DOm(IIC]]C)
Induktionsschritt:

> Fall ¢ =if(b) c; else cy:

[if(b) c1 else ca]c ={(o,0")|(0, ") € [eile, (o, true) € [b]s}
U{(o,0")|(0,0") € []c, (o, false) € [b]s}

> Fall (0, b) — gexp false, (¢, 0) —>stme 0’
Def. (,,. tmt - i
(if(b) cy else ¢z, o) —>5(tmet & %_}:5> )<b,a) — Bexp false Lmmafic b, (0, false) € [b]s
& &

IH fir ¢,

(0,0") € [e2]e

Def. []cﬂ/

(0,0") € [if(b) c1 else c;]c

(c2,0) —stme 0’
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) —stmt 0’ = (0,0") € [c]e
2. <Cq’0'> —>Stmt 1Ll=0 g DOm(IIC]]C)
Induktionsschritt:

» Fall c = if(b) c; else c:
[if(b) c1 else ca]c ={(o,0")|(0, ") € [eile, (o, true) € [b]s}
U{(c,0")|(0,0") € [ele, (o, false) € [b]s}

> Fall (0, b) —gexp true, {c1,0) —>seme L:
Def. (.,.)—> stme. i
(f(b) crelse i, 0) —oom L2 b, o) < oy true XML (e € [b]s
& &

o & Dom([ci]c)

Def. []C\H/

o & Dom([[if(b) c; else c;]c)

<C1, O‘> 5 Sems L IH fir ¢
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) —stmt 0’ = (0,0") € [c]e
2. <Cq’0'> —>Stmt 1Ll=0 g DOm(IIC]]C)

Induktionsschritt:
> Fall ¢ =if(b) c; else c,:

[if(b) c1 else co]c ={(a,0")|(0,0") € [ai]e, (o, true) € [b]s}
U{(a,0")|(0,0") € [c2]e, (o, false) € [b]5}

> Fall (0, b) —gexp L:

(Def. (.,.)—>stme-) Lemma fiir b

(if(b) crelse ¢, 0) = stmt L <—=="(b,0) —Bexp L. <——= 0 & Dom([b]5)

Def. []c\H/

o & Dom([if(b) ¢ else co]c)
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) = simt 0’ = (0,0") € [c]e
2. {c,0) =stmt L = 0 & Dom([[c]c)
Induktionsschritt:
> Fall ¢ = while(b) c: [while(b) c]c = fix(T")
» Fall (b,0) —Bexp true, (¢,0) —>seme o', (While(b) ¢, 0”) —sme 0

(while(b) ¢, o) —stme (ggf-&; (b,0) = Bexp true <=2 b o (5 true) € [b]s
& &

IH fir (c,0)—stmeo” (0.0 € [cle

& &

fiir N ,G’l i "
(while(b) ¢, ") —er S\ sy ¢ [while(b) ]

Def. []cﬂ

(0,0") € [while(b) c]¢

<C7 J> —> Stmt o’
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, 0”:

(c,0) = stme 0 & (0,0") € [c]e

(c,0) = stmt L = o & Dom([c]c)

» = Beweis per Induktion lber die (Tiefe der) Ableitung in der operationalen Semantik
(Warum?)

> <« Beweis Prinzip?
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

> Fir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, 0”:
(c,0) = stme 0 & (0,0") € [c]e

(c,0) = stmt L = o & Dom([c]c)

» = Beweis per Induktion tber die (Tiefe der) Ableitung in der operationalen Semantik
(Warum?)

» < Beweis per struktureller Induktion tiber ¢ (Verwendung der Aquivalenz fiir arithmetische

und boolsche Ausdriicke). Fiir die While-Schleife Riickgriff auf Definition des Fixpunkts
und Induktion tiber die Teilmengen () des Fixpunkts. (Warum?)
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Beweis V¢ € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]ec = (¢,0) —stme 0’

Induktionsanfang:

> Fall c=x=a:
[x = ale = {(0”", o"[x = t])|(c”, t) € [a] 4}

(0,0") € {(6", 0" [x = 1])|(0”, 1) € [a] 4}
Def. [Jc..

= (0,t) € [a]aNo’ = o]x — {]
—_————
LemrgExp <a7 U> — Aexp t Aol = O'[X N 1.']

Def. (.,.)— sems-
s 5 0) s o]x = ] A0 = x> 1]

— <X:a,U> —>Stmt OJ
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Beweis V¢ € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]ec = (¢,0) —stme 0’

Induktionsanfang:
> Fall c = {}

Korrekte Software

[{}le = {(o,0)lo € X}

Def.:ﬂ.gc..

Def. (.,.) = stmt-

—

,0) = stme o N =0

/
7J> —Stmt O
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Beweis Vc € Stmt.Vo, 0’ .(0,0") € [c]c = (¢c,0) —stmt 0’
Induktionsschritt:
> Fall if (b) c; else ¢;:

[if (b) crelse ] = {(c”,0")|(c”, true) € [b]B, (¢”, ") € [a]c}
U{(c”,c")|(c”, false) € [b]s, (¢, ") € [c]c}

Induktionsannahme gilt fiir ¢; und ¢
> Fall: (o,0") € {(¢”,0")|(c”, true) € [b] s, (¢",0"") € [ci]c}

a,0") € {(d",0") (0", true) € [b]s, (c”,0") € [ei]c}

Degc .

(

(o, true) € [b]s A (0,0") € [ci]e
Lem%BExp <

(

(

g
b,0) = gexp true A (o,0") € [ci]c
b

1A fiir ¢ ’
— ,0) —Bexp true A (C1,0) —stmt O

Def. {.,.)—stmt-
{adrseme if (b) c1elsecy, 0) —>sime 0
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Beweis Vc € Stmt.Vo, 0’ .(0,0") € [c]c = (¢c,0) —stmt 0’
Induktionsschritt:
> Fall if (b) c; else ¢;:

[if (b) crelse ] = {(c”,0")|(c”, true) € [b]B, (¢”, ") € [a]c}
U{(c”,c")|(c”, false) € [b]s, (¢, ") € [c]c}

Induktionsannahme gilt fiir ¢; und ¢
> Fall: (o,0") € {(c”,0")|(0", false) € [b]5, (¢",0") € [c]c}

a,0") € {(d",0") (0", true) € [b]s,(c",0") € [e]c}

o, false) € [b]s A (0,0") € [e]c

Degc .

(

(
Lemma SExp (b,0) —pexp false A (0,0") € [c2]c

(b,

(

1A fiir ¢ ’
— 0) —Bexp false A (C2,0) —stmt O

Def. {(.,.)—stme-
7ot if (b) cielsecy, o) = stme o
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Beweis V¢ € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]ec = (¢,0) —stme 0’
Induktionsschritt:
» Fall while (b) c:
[while (b) c]c = fix(I)
mit ['(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(0,0) | (o, false) € [b]n}
Induktionshypothese gilt fiir ¢
(0,0") € [while (b) c]c

Pellle- (5 51) e fix(r)

Korrekte Software 45 [51]
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Beweis Vc € Stmt.Vo, 0’ .(0,0") € [c]c = (¢c,0) —stmt 0’
Induktionsschritt:
» Fall while (b) c:
[while (b) c]c = fix(I')
mit [(s) ={(7,0") | (0 true)  [b]s A (0,0") € [c]e o 5}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}

Induktionshypothese gilt fir ¢

(0,0") € [while (b) cJe = (5,0") € fix(T)
Def.:ﬁ>><(l') (0,0') € U r(0)
ieN

Korrekte Software 46 [51]
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Beweis Vc € Stmt.Vo, 0’ .(0,0") € [c]c = (¢c,0) —stmt 0’

Induktionsschritt:
» Fall while (b) c:

[while (b) c]¢ = fix(I)
mit ['(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(0,0) | (o, false) € [b]s}
Induktionshypothese gilt fiir ¢

Deﬂc..

(U, 0'/) c |[whi|e (b) C]]C (U, 0'/) c fI'X(r)

Def.:ﬁ>><(l') (0,0") € U r(0)
ieN
Unterbeweis: Vi € N.(o,0") € T'(0) = (while (b) c,0) —stmt 0’ (UB)
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Beweis Vc € Stmt.Vo, 0’ .(0,0") € [c]c = (¢c,0) —stmt 0’

Induktionsschritt:
» Fall while (b) c:
[while (b) c]c = fix(I)
mit ['(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(0,0) | (o, false) € [b]s}
Induktionshypothese gilt fir ¢

Def.:ﬂ.gc..

(0,0") € [while (b) c]c (0,0") € fix(T)

De{:@‘” (0,0") € U r(0)
ieN
Unterbeweis: Vi € N.(o,0") € T'(0) = (while (b) c,d) = stmt o (UB)
Woraus dann folgt, dass (0,0") € Uien T'(0) = (while (b) ¢, o) —stme o/ (1)
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Beweis Vc € Stmt.Vo, 0’ .(0,0") € [c]c = (¢c,0) —stmt 0’

Induktionsschritt:
» Fall while (b) c:
[while (b) c]c = fix(I)
mit I'(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}

Induktionshypothese gilt fir ¢

(0,0") € [while (b) cJe = (4,07) € fix()
Def':ﬁé(r) (0,0') € U (0)
ieN
(1) . /
= (while (b) ¢c,0) —stmt O
Unterbeweis: Vi € N.(o,0") € T'(0) = (while (b) c,d) —stmt o (UB)
Woraus dann folgt, dass (0,0") € Uien T'(0) = (while (b) ¢, o) —stme o’ (1)
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Vi € N.(0,0") € ['(0) = (while (b) ¢, ) —>sim: o (UB)
Es gilt nach wie vor die Induktionshypothese fiir dieses c, dass
VO'I/,O'I”.(O'”,O'/”) c |[C]]C = <C7U,/> _>Stmt O_/// (/B)

Beweis per Induktion iiber i:
Induktionsanfang

> i =0:

(0,0 el = (0,0)€b
= false

Implikation trivialerweise erfiillt da false = F immer wahr
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Vi € N.(0,0") € ['(0) = (while (b) ¢, ) —>sim: o (UB)
Es gilt nach wie vor die Induktionshypothese fiir dieses c, dass
VO'//,O'///.(O'N,O'W) c |IC]]C = <C,O’”> _>5tmt o_/// (IB)

Beweis per Induktion liber i:
Induktionsschritt i — i + 1:
Induktionsannahme (UB) gilt fiir i

(0,0") € T"HH(D)
= (0,0") eT(F'(0))
= (o,0") € {(o",0") ]| (6", true) € I[b]]g, (c”,0"") € [cle,
(0_////70.///) c rl(@)}
U{(c”,0") | (0", false) € [b]s}

Fallunterscheidung tiber Zugehorigkeit zu welcher Teilmenge
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Vi € N.(o,0") € T(0) = (while (b) ¢, ) —sum o' (UB)

Es gilt nach wie vor die Induktionshypothese fiir dieses ¢, dass

VUI/7O'I//.(0'//7U/I/) c [[C]]C = <C70'N> _>Stmt 0_/// (/B)

Beweis per Induktion iber i:
Induktionsschritt i — i+ 1:
Induktionsannahme (UB) gilt fir i

> Fall (0,0') € {(¢”,0") | (¢, true) € [b] s, (¢",0"") € [c]c, (", 0"") € TI(0)}

Def. T
=

Fall
——

(+5e) = stmt -

Korrekte Software

(0.0") € T(T'(0))

(0,0') € {(0”,0") | (0" true) € [b]s, (", 0"") € [clc,
(UHH,UH/) e rl(@)}
U{(a”, ") | (", false) € [b]s}

(0, true) € [b]s A (0,0") € [cle A (0", 0") AT (0)

Lemma BExp IH (IB) IH (UB) fir i

(b, ) —Bexp true A (c, o) = stme o’ A (while (b) ¢, ") —stme o’

(while (b) ¢,0) —>stme 0
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Vi € N.(0,0") € ['(0) = (while (b) ¢, ) —>sim: o (UB)
Es gilt nach wie vor die Induktionshypothese fiir dieses ¢, dass
VU”,O’IN.(O'H,O'W) c |[C]]C - <C,O'N> S tmt o (/B)

Beweis per Induktion iber i:
Induktionsschritt i — i+ 1:
Induktionsannahme (UB) gilt fir i

> Fall (0,0") € {(c”,0") | (o", false) € [b]s}
(0,0") € T(T'(0))
LT (0,0)) e {(6”,0")| (0", true) € [b]s, (0", 0™ € [c]e,

(0.////,0.///) c r:(@)}
U{(c”,0") | (¢”, false) € [b] s}

(o, false) € [b]lg Ao =o'
temma fiy BExp (b,0) —Bexp false N o =0’
bl geme: (while (b) ¢c,0) —stmt o Ao =0’
= (while (b) ¢,0) —stmt o g.e.d.
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Beweis Vc € Stmt.Vo, 0’ .(0,0") € [c]c = (¢c,0) —stmt 0’
Induktionsschritt:
> Fall while (b) c:

[while (b) c]c = fix(I)
mit ['(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (o,0") € [c]c o s}
U {(o,0) | (o, false) € [b]5}
Induktionshypothese gilt fir ¢

Deﬂc..

(0,0") € [while (b) c]c (0,0") € fix(T)

(o.0) e (JT'(®)

ieN

Def. fix(I)
=

1O} (while (b) ¢, 0) —>stme o’

Unterbeweis: Vi € N.(o,0") € T'(0) = (while (b) c,0) —stmt 0’ (UB)
Woraus dann folgt, dass (0,0") € Uien T'(0) = (while (b) ¢, o) —stme o’ (1)
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, 0

(c,0) = stme 0 & (0,0") € [c]e

(c,0) = stmt L = o & Dom([c]c)

> Gegenbeispiel fiir < in der zweiten Aussage: wihle ¢ = while(1){}: [c]c = 0 aber
(c,0) —stme L gilt nicht (sondern?).
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