Korrekte Software: Grundlagen und Methoden

Vorlesung 1 vom 13.04.21
Einfiihrung

Serge Autexier, Christoph Liith
Universitit Bremen

Sommersemester 2021

Organisatorisches

» Veranstalter:

Serge Autexier
serge.autexier@dfki.de
Cartesium 1.49%, Tel. 59834

X

» Termine:
» Dienstag, 10 — 12
» Donnerstag, 8 — 108:30 — 10:00

> Webseite:

http://www.informatik.uni-bremen.de/~cx1l/lehre/ksgm.ss21

Immer noch im Home-Office

Christoph Liith
christoph.lueth@dfki.de
MZH 4186, Tel. 59830

09:08:05 2021-07-01 128 <19 Korrekte Software 2 [28] K1 U
Online-Konzept in Corona-Zeiten Priifungsform und Ubungsbetrieb
» Keine lange Vorlesung, lieber integrierte Veranstaltung > 10 Ubungsblatter (geplant)
. o X . . » Bewertung:
> Kiirzere Vortragseinheiten, dazwischen Arbeitsfragen (Kurziibungen)
> A (sehr gut, 1.3) — nichts zu meckern, keine/kaum Fehler
> Kein asynchrones Angebot (Aufzeichung der Meetings?) > B (gut, 2.3) — kleine Fehler, sonst gut
» Wachentliche Ubungsaufgaben zur Vertiefung > C (befriedigend, 3.3) — groBere Fehler oder Méngel
. » Nicht bearbeitet — oder zu viele Fehler
» Technisch:
» Prifungsleistung:
» Nutzung von Zoom
» Mindliche Priifung
» Fragen/Kurziibungen in HedgeDoc: http://hackmd.informatik.uni-bremen.de/
» Einzelpriifung ca. 20— 30 Minuten
> Ubungsblatter als ausfiillbare PDFs, Abgabe iiber gitlab. . . . .
» Ubungsbetrieb (bis zu 20% Bonuspunkte, keine Voraussetzung)
Korrekte Software 3 [28] <19 Korrekte Software 4 [28] K1 U
Ubungsbetrieb Arbeitsblatt 1.1: Jetzt seid ihr dran!
> Abgabe und Korrektur des Ubungsbetriebs erfolgt iiber gitlab. » Gruppiert euch in Gruppen zu drei Teilnehmenden! Nutzt dazu folgenden Doodle:
. . 5 https: .doodle. 11/3ha3dx4hzavh:
» Dazu legt ein pro Gruppe ein Repository an, und ladet uns (clueth, autexier) als ps://ww.doodle. con/poll/3haddxshzavhrucy
Developer ein. . . . ;
» Zu jeder Gruppe gibt es ein Arbeitsblatt:
> Fiir jedes Ubungsblatt: https://hackmd.informatik.uni-bremen.de/rfF0alFiS8y6nUtspD4YgA#
@ Das Ubungsblatt ladet ihr von der Webseite herunter, und bearbeitet es elektronisch. > Auf diesem Arbeitsblatt bearbeitet ihr die Arbeitsfragen im Laufe des Kurses.
@ Die Losung liegt ihr als PDF ab (bitte Namen nicht veridndern, uebung-01.pdf; Zusatzmaterial ) . . .
als uebung-XX-. .. wenn nétig), und ladet es vor dem Abgabezeitpunkt hoch (push). > Bitte nur in “eurem” Arbeitsblatt arbeiten
© Nach der Abgabe laden wir di<l=. Anderungen lherunter (pull), korrigieren direkt im PDF, fiigen die » Die Arbeitsblitter sind nicht notenrelevant.
Bewertung hinzu, und laden die Korrektur wieder hoch.
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Software-Disaster I: Therac-25
I. Warum Korrekte Software?
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Software-Disasters Il: Space

Software-Disaster I1l: AT&T (15.01.1990)

while (! empty(ring_rcv_buffer)

&& ! empty(side_buffer empty)) {
initialize pointer to first message buffer;
get copy of buffer;
switch (message) {

case (incoming_message ):
if (sender is out_of_service) {

if (empty(ring_wrt_buffer)) {

send "in service" to status map;

} else {
break;
}
process incoming message, set up pointers;
break;
b
do optional parameter work;
}
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Mariner 1 (27.08.1962), Mars Climate Orbiter (1999), Ariane 5 (04.06.1996)
Software-Disaster IV: Ungeplantes Ubergewicht Arbeitsblatt 1.2: Jetzt seid ihr dran!
» A software mistake caused a Tui flight to take off heavier
than expected as female passengers using the title “Miss” » Sucht im Netz nach weiteren Software-Disastern:
were classified as children [...]
X X @ Was ist passiert?
> 38 erwachsene Passagiere als Kinder (35kg) statt als
Erwachsene (69kg) klassifiziert. @ Wie ist es passiert?
38 (69 kg —35 kg) =1292kg ©® Was war der Softwarefehler?
> Software ,was programmed in an unnamed foreign » Quellen: Suchmaschine nach Wahl (“software disasters”), The Risks Digest,
country where the title “Miss” is used for a child and https://catless.ncl.ac.uk/Risks/
) “Ms" for an adult female.
Quelle: Guardian, 09.04.2021
https://www. /apr/09/tui-p: i y-mi i i jorca
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Themen
Il. Inhalt der Vorlesung
Korrekte Software im Lehrbuch: Korrekte Software im Einsatz:
> Spielzeugsprache » Richtige Programmiersprache
> Wenig Konstrukte » Mehr als nur ganze Zahlen
> Kleine Beispiele » Skalierbarkeit — wie kénnen groBe
Programme verifiziert werden?
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Inhalt Fahrplan
» Einfiihrung
» Grundlagen: » Operationale Semantik
) . . » Denotationale Semantik
> Beweis der Korrektheit von Programmen: der Floyd-Hoare-Kalkiil P R . X
» Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
»> Bedeutung von Programmen: Semantik » Der Floyd-Hoare-Kalkiil |
) o . » Der Floyd-Hoare-Kalkiil II: Invarianten
> Betrachtete Programmiersprache: “C0" (erweiterte Untermenge von C) > Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkils
» Erweiterung der Programmkonstrukte und des Hoare-Kalkiils: » Strukturierte Datentypen
® Ref (Zeiger) » Verifikationsbedingungen
eferenzen (Zeiger
& » Vorwarts mit Floyd und Hoare
@ Funktion und Prozeduren (Modularitat) » Modellierung
© Reiche Datenstrukturen (Felder, struct) > Spezifikation von Funktionen
» Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Riickblick
Korrekte Software 15 [28] Iy Korrekte Software 16 [28] K1 U



https://www.theguardian.com/world/2021/apr/09/tui-plane-serious-incident-every-miss-on-board-child-weight-birmingham-majorca
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Idee
- » Was wird hier berechnet? p = n! =1
I1l. Warum Semantik? ey ereehne e
» Warum? Wie kdnnen wir das beweisen? while (c <= n) {
» Wir berechnen symbolisch, welche Werte p=p*cC;
Variablen tber den Programmverlauf c=c+ 1
annehmen. }
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Semantik von Programmiersprachen Arbeitsblatt 1.3: Maschinen und Funktionen
Was genau kann man sich unter “abstrakten Maschine” vorstellen?
Drei wesentliche Méglichkeiten:
i . . . . Betrachtet als Beispiele:
» Operationale Semantik: Ausfiihrung auf einer abstrakten Maschine
. . . L . . » Eine Waschmaschine
» Denotationale Semantik: Abbildung in ein mathematisches Objekt
» Einen Taschenrechner
» Axiomatische Semantik: Beschreibung anhand der Eigenschaften
» Ein Java-Programm, welches ein Array von Zahlen summiert
Was ist hier die Abstraktion?
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Unsere Sprache C0 Operationale Semantik
» CO0 ist eine Untermenge der Sprache C
X = » Kernkonzept: Zustandstandsiibergange einer abstrakten Maschine
» CO-Programme sind ausfiihrbare C-Programme
» Grundausbaustufe: » Abstrakte Maschine hat impliziten Zustand
> Zuwei . Fallunterscheid . Schleif ) )
uweisungen, Faflunterscherdungen, schieten » Zustand ordnet Adressen veranderliche Werte zu
» Datentypen: ganze Zahlen mit Arithmetik
> Relationen: Vergleich (=, <) » Konkretes Beispiel: n+ 3, p und ¢ undefiniert
» Boolsche Operatoren: Konjunktion, Disjunktion, Negation p = 1; p|l
! c|?
» 1. Ausbaustufe: Felder und Strukturen P i n|3
while (c <= n){
» 2. Ausbaustufe: Funktionen und Prozeduren (nur Ausblick) p=p=*c pl2 P16
c=c+ 1; } cl2 cl4
» 3. Ausbaustufe: Referenzen (nur Ausblick) nl3 nl3
» Fehlt: union, goto, ...
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Arbeitsblatt 1.4: Operationale Semantik

Gegeben folgendes CO-Programm:
x= 0;
while (n > 0) {
X= X+ nxn;
n= n—1;

}

Entwickeln Sie die ersten zehn Schritte der operationalen Semantik wie im Beispiel oben fiir
den initialen Zustand
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Denotationale Semantik

> Kernkonzept: Abbildung von Programmen auf mathematisches Gegenstiick (Denotat)
> Partielle Funktionen zwischen Zustinden [c] : 0 — o
> Beispiel:

[p1l(0) = olp - 1l[c ~ 1]
R [p2l(0) = olp = o(p) * a(E)lc = o(c) +1]
[pa1(@)psl =777 fix(T (I < nDpel))([p2](@)) fix(T(Ie < nl)([p]

(L < (TP (P)(0) = { o) oz~
o if B(c) =0

F(3)(p)(#)(o) = { (pop)(o) ifBlo)=1

D)ol
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Axiomatische Semantik Arbeitsblatt 1.5: Zusicherungen
> Kernk : Charakterisi P h Zusich
erf1 onzept: C .ara terisierung \fon‘ rogrfan.wmen durch Zusicherungen Betrachten Sie folgende Variation des Programms von oben:
» Zusicherungen sind zustandsabhingige Pradikate /7 )
. . 1
» Beispiel (mit n = 3) o oS g % 523
1 c=1; 8
//7(1) (2) while(c <= n){
p=1 //(2 /] (4)
c=1 // (3 ® G =Gl
while (c <= n){ — e
/[ (#) (4) § P
P=p = E (p=1Ac=1Vp=1Ac=2Vp=2Ac=3) p:(cfl)!/\c,,n// (5)
c=c+1 An=3
é/ ®) > Welche der Zusicherungen (1) — (5) von oben gelten noch?
=, = = = = = = —1)! =
// (6) (5) PWeIcher({/%lht?ig\C 2Vp=2Ac=3Vp=6Ac=4) p=(c—1)!An=3
» Was gilt stattdessen?
(6) p=6Ac=4An=3
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Drei Semantiken — Eine Sicht Zusammenfassung
Operational
> Wir wollen die Bedeutung (Semantik) von Programmen beschreiben, um ihre Korrektheit
beweisen zu konnen.
p=1
c:=1;
Denotational W;l'?f:f M » Dazu gibt es verschiedene Ansatze, die wir betrachten werden.
c=Cc+1;
! » Nachste Woche geht es mit dem ersten los: operationale Semantik
Programm
Axiomatisch
Korrekte Software 27 [28] Rl U Korrekte Software 28 [28] Rl U




Fahrplan

» Einfihrung
» Operationale Semantik
Korrekte Software: Grundlagen und Methoden » Denotationale Semantik
Vorlesung 2 vom 20.04.21 » Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Operationale Semantik > Der Floyd-Hoare-Kalkil |
» Der Floyd-Hoare-Kalkil II: Invarianten
» Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Serge Autexier, Christoph Liith » Strukturierte Datentypen
» Verifikationsbedingungen
Universitit B
iversicat Bremen » Vorwarts mit Floyd und Hoare
Sommersemester 2021 > Modellierung
» Spezifikation von Funktionen
» Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Riickblick
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Zutaten Unsere Programmiersprache
Wir betrachten einen Ausschnitt der Programmiersprache C (C0).
// GGT(A,B) » Programme berechnen Werte Ausbaustufe 1 kennt folgende Konstrukte:
if (a=0)r=b; » Basierend auf
else { » Werte sind Variablen zugewiesen > Typen: int;
while (b != 0) { » Evaluation von Ausdriicken
if (a<=b) > Ausdriicke: Variablen, Literale (fiir ganze Zahlen), arithmetische Operatoren (fiir ganze
» Folgt dem P blauf ! '
b=b-a clgt dem Frogrammablau Zahlen), Relationen (==, <, ...), boolsche Operatoren (&&, ||);
else a = a — b;
} > Anweisungen:
r=a;
} > Fallunterscheidung (if. .. else...), Iteration (while), Zuweisung, Blocke;
> Sequenzierung und leere Anweisung sind implizit
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CO: Ausdriicke und Anweisungen Eine Handvoll Beispiele
Aexp az=Z|Idt|a1+a a1 —a|arxax|ar/a a = (3+y)*x+5kb;
Bexp b::=1|0|ai==a|ai<a|!b| b && by | by || b2 a = ((3+y)*x)+(5%b);
a = 3+y*x+bxb;
Exp e:=a|b
Stmt ¢ = Idt = Exp p=1;
| if (b) c1 else € = il
| while (b) ¢ while (c <=n) {
| aic p=p * C;
c=c + 1;
| O :
NB: Nicht die konkrete Syntax.
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Semantik von C0O Partielle, endliche Abbildungen
Zustinde sind partielle, endliche Abbildungen (finite partial maps)
» Die (operationale) Semantik einer imperativen Sprache wie CO ist ein Zustandsiibergang:
das System hat einen impliziten Zustand, der durch Zuweisung von Werten an Adressen f:X—A
geandert werden kann.
Notation:
Systemzustande » f(x) fiir den Wert von x in f (lookup)
» Ausdriicke werten zu Werten V (hier ganze Zahlen) aus. )
» Adressen Loc sind hier Programmvariablen (Namen): Loc = Idt > f(x) = L wenn x nicht in f (undefined)
» Ein Systemzustand bildet Adressen auf Werte ab: ¥ = Loc — V > f[x ~— n] fiir den Update an der Stelle x mit dem Wert n:
» Ein Programm bildet einen Anfangszustand maglicherweise auf einen Endzustand ab
(wenn es terminiert). @t | N ifx=y
fix = nly) f(y) otherwise
LY

Korrekte Software 7 [44] Iy
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Partielle, endliche Abbildungen Il
Zustinde sind partielle, endliche Abbildungen (finite partial maps)

f:X—A

Notation:
» (x> n,y — m) u.a. fiir konkrete Abbildungen.
» () ist die leere (iberall undefinierte Abbildung):

fur alle x € X gilt: ()(x) = L

» Die Domane eines Zustands sind alle Stellen, an denen er definiert ist:

Dom(f) € {x € X|f(x) # L}

» Updates sind “linksassoziativ":

flx — n]ly = m] = (f[x — n])[y — m]

Arbeitsblatt 2.1: Jetzt seid ihr dran!

» In euren Gruppen-Arbeitsblattern unter
https://hackmd.informatik.uni-bremen.de/rfF0alFiS8y6nUtspD4YgA# gebt
folgendes an

» Wie sieht ein Zustand aus, der a den Wert 6 und ¢ den Wert 2 zuweist.

» Welches sind Zustande, und welche nicht:

0O (x—1la—3)
® (x—y,b—6)
@ (x—2,b—6,x+—5)
® (x—3,br6,y+—5)
» Update von Zustinden:
B (x—1lam3)y—1 =27
O (x—1a—3)[x— 3] =77
@ (x> 1,a- 3)[x = 3][y — 1][x > 4] =77
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Besprechung Operationale Semantik: Arithmetische Ausdriicke
Ein arithmetischer Ausdruck a wertet unter gegebenen Zustand o zu einer ganzen Zahl n
» Wie sieht ein Zustand aus, der a den Wert 6 und ¢ den Wert 2 zuweist: (a +— 6, ¢ +— 2) (Wert) aus oder zu einem Fehler L.
» Welches sind Zustinde, und welche nicht: > Aexpan=Z|ldt|a+a|a—a|axa|a/a
O (x—1la—3) + (a,0) —aexp | L
® (x—y,b6) - Regeln:
@ (x—2,b—6,x—5) —
® (x—3,b6,y—5) + _ nez
(n,0) = nexp [1]
» Update von Zustanden:
® (olam3yol=(xmlam3y—1) x € ldt,x € Dom(c),0(x) =v x € Idt, x ¢ Dom(o)
® (xrLar 3)x 3] = (x 3,2 3) {x,0) =aexp v (x,0) = pexp L
@ (x—1lam3)|x—=3|y—1]x—4=(x—4y—1la3)
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Regelschreibweise vs. Funktionen Operationale Semantik: Arithmetische Ausdriicke
> Aexpau=Z|Ildt|ai+a|a1—a|arxax|a /&
(a,0) = pexp | L
(a1,0) = aexp M (a2,0) —pexp N2 Nj € Z,n Summe ny und ny
Sei Int+ = IntU{L} (a1 + 22,0) pexp 1
AexpEval :: AExp —> (Zustand —> Int+)
AexpEval n :: Int s —> n (a1,0) = Aexp M (a2,0) = aexp m2 falls iy = L oder np = L
AexpEval x :: Loc s if Dom(s) contains x —> s(x)
AexpEval x :: Loc s if not(Dem(s) contains x) —> L (a1 + a2,0) = aeyp L
(a1,0) —aexp M (32,0) —pexp 12 nj € Z, n Differenz von ny und n,
(a1 — a2,0) = pexp N
(a1,0) = pexp M. (a2,0) = pexp M2 falls n; = L oder np = L
(a1 — @2,0) = pexp L
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Regelschreibweise vs. Funktionen Operationale Semantik: Arithmetische Ausdriicke
> Aexpa:=Z|Ildt|a;+a|a1—a|aixax|a/ a
(a,0) = pep n | L
Sei Int+ = IntU{L} (a1,0) —aexp M (a2,0) = pexp M2 n; € Z, n Produkt ny und np
AexpEval :: AExp —> (Zustand —> Int+) (a1 % a2,0) = aexp N
AexpEval n Int s = n
AexpEval x :: Loc s if Dom(s) contains x —> s(x) _ _
AexpEval x :: Loc s if not(Dom(s) contains x) —> L (a1,0) 2acp M (22,0) Daepma  falls m =1 odermp = L
AExpEval (al + a2) s —> let nl = AExpEval al s (a1 % a2,0) = aexp L
n2 = AExpEval a2 s
if n1 t: Int and n2 :: Int then ni 4 n2 (31,0) Daep M (32,0) aep M2 nj € Z,my # 0, n Quotient i, ny
if n1 = L or n2 =— L then L (a1 + @2,0) = pexp N
(a1,0) = aexp M (a2,0) = pexp M falls ny = 1L, np = 1L oder n, =0
(a1 + @2,0) = aep L
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https://hackmd.informatik.uni-bremen.de/rfF0alFiS8y6nUtspD4YgA#

Arbeitsblatt 2.2: Jetzt seid ihr dran!

» In euren Gruppen-Arbeitsblattern unter

https://hackmd.informatik.uni-bremen.de/rfF0alFiS8y6nUtspD4YgA#
vervollstandigt die Funktion

AexpEval :: AExp —> (Zustand —> Int+)

AexpEval n :: Int s —> n

AexpEval x :: Loc s if Dom(s) contains x —> s(x)
AexpEval x :: Loc s if not(Dom(s) contains x) —> L

AExpEval (al + a2) s —> let nl = AExpEval al s
n2 = AExpEval a2 s
in
if nl :: Int and n2 :: Int then nl + n2
if n1 = 1 or n2 = | then L

» Erganzt dies fiir * und fiir /

» Fir L konnt ihr einfach \bot schreiben.

Beispiel-Ableitungen
Sei 0 & (x5 6,y — 5).

(X,0) 2 aexp 6 (V,0) = exp 5 (X,0) = aexp 6 (¥.0) —aexp 5
(X +y,0) = pexp 11 (X =y,0) = aexp 1
((x+y) * (x = ¥),0) —aeyp 11

(X,0) = Aexp 6 (X,0) = Aexp 6

(x * X,0) = pexp 36

(y,0) —aexp 5 (v, 0) = aexp 5
(y*Y,0) = pep 25
((xxx) = (y *¥),0) —aexp 11
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Operationale Semantik: Boolesche Ausdriicke Operationale Semantik: Boolesche Ausdriicke
> Bexpb:u=0|1l|ag==ay|a <a|b|b&&b2| by || by > Bexpb:=0|1|ag==a|a <a|b|b&&b2| b || b2
(b, ) — Bexp true | false | L (b, o) —pexp true| false | L
Regeln: Regel
egeln:
(1,0) — Bexp true (0,0) — gexp false (b,0) —Bexp true (b,0) —Bexp false (b,0) = Bexp L
('b,0) — Bexp false ('b,0) — Bexp true (1b,0) = Bexp L
(a1,0) = Aexp M (a2,0) = Aexp M2 nj # L, ny und ny gleich
(a1 == a2, 0) = Bexp true (b1,0) = pexp false (b1,0) —gexp L
(b1 && by, o) — Bexp false (b1 && by, o) —Bexp -
(a1,0) = pexp M (a2,0) = pexp M2 n; # L, n1 und ny ungleich
(a1 == a2, 0) —Bexp false (b1,0) —Bexp true  (b2,0) —pexp t
(b1 && by, 0) —Bexp t
(a1,0) = Aexp M. (32,0) = Aexp M2 m=lorm=_1
(a1 == a2,0) 2 pexp L
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Operationale Semantik: Boolesche Ausdriicke Operationale Semantik: Anweisungen
> Bexpb:u=0|1|ag==ay|a1 <a|lb|b&& b2 | by || by > Stmt ¢ == Idt = Exp | if (b) c; else ¢ | while (b) c|c;e [ {}
(b, 0) —Bexp true | false | L Beispiel:
Regela: (c.0) =stme o | L
(b1,0) —Bexp true (b1,0) —Bexp L (x = 5,0) —stme o'0]x = 5]
(b1 | b2,0) — Bexp true (b1 || b2, o) —Bexp L
wobei ¢’(x) =5 und o’(y) = o(y) fir alle y # x
(b1,0) = Bexp false (b2,0) —pexp t bzw. o’ £ o[x > 5]
(b || b2,0) —gexp t
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Operationale Semantik: Anweisungen Operationale Semantik: Anweisungen
> Stmt c = Idt = Exp | if (b) c1 else ¢z | while (b) c|crica | {} > Stmt ¢ == Idt = Exp | if (b) c1 else ¢ | while (b) ¢ |ci;e | {}
Regeln: Regeln:
I /
{3}, 0) = stme 0 (b,0) — Bexp true (c1,0) = stme 0
(if (b) c1 else ¢2,0) —>stme 0
(8.0) aep n € Z (3,0) aesp L , . ,
(x = a,0) —>stme o[x > n] (x =a,0) =stmt L { 7?f—(}b“3)exp alse <C>2’J) _)SNTt ‘
i c1 else c,0) —stme O
(c1,0) =stme 0’ # L (c2,0") = stme 0" # L
: 4 <b7”> —Bexp L
(c1i €2,0) = stme 0 () : ) T
I C1 else ¢,0) —stmt
(c1,0) —rstme L (c1,0) =stme o’ # L (c2,0") < stme L
(c1;¢2,0) = seme L (c1;€2,0) = stme L
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https://hackmd.informatik.uni-bremen.de/rfF0alFiS8y6nUtspD4YgA#

Operationale Semantik: Anweisungen

» Stmt ¢ == Idt = Exp | if (b) c1 else ¢ | while (b) c|ci;e2|{}

Beispiel

(while (b) ¢, ) —>stme L

Regeln:
(b,0) = Bexp false
(while (b) ¢,0) —>stmt
(b, 0) —Bexp true (c,0) —>stmt 0 (while (b) ¢,0") —stme 0
(while (b) ¢,0) — stme 0
(b, 0) = Bexp true (c,0) —stme L (b,0) = Bexp L
(while (b) ¢,0) —>stme L

R = il¢

while (y != 0) {
y=y -1

X =2 x Xx;

)

/] x=2

o=y —2)

31 [44]
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(v, 1) —aep 2 (A (B)

(1,0) pep 1 (1= 0,01) ~begp trie {y =y — Lix = 25%,01) stme? (W) —sum? y=Low) Paew ! (2xx,72) ~horp 2
G Ti) S ek ST =o e T =0 Iy =y —Tx= 25, e) e’ =7 —Low) s o1ly =+ 1]i= 72 (x = 2% x.72) —sum 72lx + 2= 73
(= Liwhile (/1 =0) {y =y — Lix = 2% x},7) —sum? {y=y=Lix=2=x01) <sum o3
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(r = 1,03) > pep 0 (2% x,04) S pep 4
(¥, 03) S pexp 1 {y=y—1,03) Zsme o3ly = 0] i= 04 (x =2%x,04) —5tme Talx = 4] i= 05 ©)
{y!' =0,03) —gexp true (y =y —1ix=2%x,03) Fsme 75 (w,5) = stme 75
(w,03) = stme 75
(¥, 01) —pep 2 4 (B)
(Lo) Fpep 1 {y!=0,01) —gexp true {y=y—Lix=2xx,01) “s5tm 03 (w, 03) ~stme?
{(x=1,0) = sime o1 (while (y! = 0) {y =y — L x = 2% x},01) —5eme? (¥, 05) —aexp 0
(x = Tiwhile (/1 = 0) {y = e 0 =009 e e |
v (w0, 5) Sume 5
while (y! = 0) {y =
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Lineare, abgekiirzte Schreibweise
(2 01) —hep 2 [G)] (B)
1=0,01) —Beyp true  {y=y —Lix =2%x,01) —5tme 73 {w, 73) = stme 75
(while 01 =0) fy =y~ 1x =2 = x. 1) Ssume 75 /] {y—2)
(x = Liwhile (y! =0) {y =y — Lix =2 x},0) —5tmt 05 b« = 13
Sy ety
w /] {y—2,x—1)
while (y != 0) {
y=y—-1
o5 = o4[x > 4] = a3]y — 0][x — 4] = o2[x — 2][y > 0][x — 4] X =2 % X;
=o1ly = 1[x = 2][y — 0][x = 4] = (y — 2)[y — 1][x — 2][y > 0][x — 4] }
=(y+—0,x > 4)
und es gilt o5(x) = 4 = 22 = 2710)
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Korrekte Software



Lineare, abgekiirzte Schreibweise

Lineare, abgekiirzte Schreibweise

/] y—=2)
/]y =2) x = 1;
x = 1; // Ableitung fir x =1 //gY’—)ZX’—’D
/) yes 2% 1) while (y1=0) // (y1=0,(y 2, 5 1)) gy true_
while (y!=0) // (y! =0,(y = 2,x 5 1)) —gey, true | y=y—-1; // Ableitung fiir y = y — 1
| y=y—1; // Ableitung firy =y — 1 | /] {y=1,x—1)
| /] (y—1,xm 1) | X =2 % X // Ableitung fir x =2 % x
| X =2 % x; // Ableitung fiir x = 2 % x | [/ y=1x—2)
| /] (y—=1,x2) while(y!=0) // (y! =0,(y = 1,x = 2)) —pexp true
while (y = 0) { y=y— 1,
y=y—1; | /] {y = 0,x—2)
X =2 % X; ‘ X =2 % x;
) \ /]y 0,x - 4)
while(y!=0) // (y! =0,(y = 0,x — 4)) —pexp false
// {y+—0,x > 4)
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Was haben wir gezeigt? Was passiert hier?
/] {y—=2)
x = 1;
I/ 2xm 1) e
i 1= Z
""yh':'ey(f " 0) { while (y != 0) {
X =2 x X, y=y—-1
} X =2 % X;
/1y 0,x 5 4) }
» Fiir einen festen Anfangszustand o, = (y — 2) gilt am Ende x = 4 = 22 = 201(y). > Ableitung terminiert nicht (Ableitungsbaum der Auswerttung der while-Schleife wichst
unendlich)
» Gilt das fir alle?
> Fiir welche nicht? » In linearer Schreibweise geht es immer wieder unten weiter.
» Wie kann man das fiir alle Anfangs-Zustande, fir die es gilt, zeigen?
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Arbeitsblatt 2.3: Jetzt seid ihr dran! Lineare, abgekiirzte Schreibweise
while(y!=0) // (x> 5,y 2) oy
| /] {y!'=0,(x 5,y > 2)) —pex, true
. | X = X * X;
> VYerten Sie das nebenstehende Program aus  hile (y 1= 0) { ‘ /] (x+25,y > 2)
fur den Anfangszustand (x — 5,y — 2) X = X * X; | y=y—1;
> Geben Sie die Auswertung in abgekiirzter y=y -1 I /] (x= 25y —1)
Schreibweise an. while (y!=0) // (y! =0,(x+> 25,y = 1)) —pex, true
X = X *x X;
» Welche Beziehung gilt am Ende des } /] (x 625,y — 1)
Programs zwischen den Werten von x und | y=y—1;
im Endzustand und im Anfangszustand? X+ 625,y 0 o5
y g y
while(y!=0) // (y! =0,(x > 625,y = 0)) —gexp false
// (x+— 625y — 0)
Und es gilt 625 = 5% = 52° bzw. os(x) = Ul(x)rl(y)
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Aquivalenz arithmetischer Ausdriicke Aquivalenz Boolscher Ausdriicke
Gegeben zwei Aexp a; and ap
» Sind sie gleich?
21 ~pexp 32 gdW Vo, n.{ar, o) e N (32, 0) - Gegeben zwei Bexp-Ausdriicke b; and by
» Sind sie gleich?
(x*x) + 2xx*xy + (yxy) und (xty) *  (x+y) )
by ~pexp by iff Vo, b.(b1,0) —gexp b & (b2,0) —Bexp b
» Wann sind sie gleich?
A || (A& B) und A
V0,n.{a1,0) = pexp N (32,0) = Aexp N
X% X und 8xx+9
X*X und X*x+1
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Beweisen

Zwei Programme ¢, c1 sind aquivalent gdw. sie die gleichen Zustandsverdnderungen
bewirken. Formal definieren wir

Definition

o ~ ¢ iff Vo, 0" (co,0) = stme 0" & (c1,0) = stme 0

Ein einfaches Beispiel:

Lemma
Sei w = while (b) ¢ mit b € Bexp, c € Stmt.
Dann gilt: w ~ if (b) {c;w} else {}

Beweis

Gegeben beliebiger Programmzustand o. Zu zeigen ist, dass sowohl w also auch

if (b) {c;w} else {} zu dem selben Programmzustand auswerten oder beide zu einem
Fehler. Der Beweis geht per Fallunterscheidung iiber die Auswertung von Teilausdriicken bzw.
Teilprogrammen.

© (b,0) —pexp L

(while (b) ¢,0) —>stmeL
(if (b) {c;w} else {},0) —stme L

@ (b,0) —pexp false:

(while (b) ¢, o) = stmec
(if (b) {c;w} else {},0) —sime({},0) —stme O
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Beweis Il Zusammenfassung
© (b,0) —pexp true:
© (c,0) —stme 0’
w » Operationale Semantik als ein Mittel zur Beschreibung der Semantik
/__M\ ,
(while (b) c,0) —stme(C,0) —stme O
, "
(w,0") 2 stme 0 > Auswertungsregeln arbeiten entlang der syntaktischen Struktur
(if (b) {c:w} else {},0) =seme({ciw}, o) —sume (¢, ) —sume 0
(W, 0") = stme 0" N .
> Werten Ausdriicke zu Werten aus und Programme zu Zustinden (zu gegebenen Zustand)
@ (c,0) —stmt L . .
(€0 st » Fragen zu Programmen: Gleichheit
—
(while (b) ¢,0) —stme(C,0) —stme L
(if (b) {c;w} else {},0) —sime({c;w},0) S stme (¢, 0) —stme L
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Korrekte Software: Grundlagen und Methoden

Vorlesung 3 vom 27.04.21

notationale Semantik

Serge Autexier, Christoph Liith
Universitit Bremen

Sommersemester 2021

09:08:20 2021-07-01 139 <19

Organisatorisches

» Ubungsblatter: 17 Repositories.

» Organisation der Repos:
» Flach (keine Unterverzeichnisse Abgaben, ueb01 0.3.)
» Losung in uebung-XX.pdf oder uebung-XX.md.
» Abgabe auch in Markdown méglich (git-freundlicher).

» Bewertungen in 00-BEWERTUNG.md (fortgeschrieben).

> Feedback.

Korrekte Software 2 [39] Rl U

Fahrplan

Einfiihrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil |

Der Floyd-Hoare-Kalkail II: Invarianten
Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Strukturierte Datentypen
Verifikationsbedingungen

Vorwérts mit Floyd und Hoare
Modellierung

Spezifikation von Funktionen

YVYYVYVYVYVYVYVYYVYYVYY

Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Riickblick

Korrekte Software 339 <19

Uberblick

» Denotationale Semantik fir CO

» Fixpunkte
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Denotationale Semantik — Motivation

» Operationale Semantik:

Eine Menge von Regeln, die einen Zustand und ein Programm in einen neuen Zustand
oder Fehler iiberfiihren

(c,0) =stme 0| L

» Denotationale Semantik:
Eine Menge von Regeln, die ein Programm in eine partielle Funktion von Zustand nach
[ ———
Denotat

Zustand Uberfiihren

[ele:x—X%
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Denotationale Semantik — Motivation

Zwei Programme sind dquivalent gdw. sie immer zum selben Zustand (oder Fehler) auswerten

o ~ c1 iff (Vo,0".{co,0) —stme 0 & (c1,0) = 5tme o)
oder

Zwei Programme sind aquivalent gdw. sie dieselbe partielle Funktion denotieren

o ~ a1 iff {(0,0")[{c0,0) = stme 0"} = {(0,0"){c1,0) = 5tme 0}
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Kompositionalitat
» Semantik von zusammengesetzten Ausdriicken durch Kombination der Semantiken der
Teilausdriicke

> Bsp: Semantik einer Sequenz von Anweisungen durch Verkniipfung der Semantik der einzelnen
Anweisungen

» Operationale Semantik ist nicht kompositional:
x= 3; > Semantik von Zeile (*) ergibt sich aus der Ableitung davor

y=x+ 7; // (*)

» Kann nicht unabhangig abgeleitet werden
z= xt+ vy,

» Denotationale Semantik ist kompositional.

» Wesentlicher Baustein: partielle Funktionen

Korrekte Software 7[39] LY

Partielle Funktion

Definition (Partielle Funktion)

Eine partielle Funktion f : X — Y ist eine Relation f C X X Y so dass wenn (x,y1) € f
und (x, y2) € f dann y; = y» (Rechtseindeutigkeit)

> Notation: fiir f : X = Y, (x,y) € f <= f(x) =y.
» Wir benutzen beide Notationen, aber fiir die denotationale Semantik die Paar-Notation.
» Zustande sind partielle Abbildungen (— letzte Vorlesung)

» Insbesondere Systemzustande © “loc—~V

Korrekte Software 8[39] Rl U




Beispiel
Als Beispiel betrachten wir die partielle Funktion div3: {0...10} - N
div3(x) =y gdw. 3-y=x

» Zuordnung: > Notation als Relation (Graph):

Arbeitsblatt 3.1: Relationen als Funktionen

Definiert wie im Beispiel eben die Funktion sqrt : {0, ..., 100} — N mit

— 2 _
0 =0 div3 # {(0,0), (3,1, (6,2),(9.3)} sartlx) =y gdw. y"=x
1
2 Was ist der Wert folgender Ausdriicke:
3 =1 » Wir schreiben
(64
4 t1 =5—sqrt(32) to = sqrt(49) + sqrt(0) t3 = V3 -sqrt(3) ta = %()
2 ) div3(3) =1 fir (3,1) € div3
—
7 div3(5) = L fiir es gibt kein y mit (5,y) € div3
8 div3(5) = L fir Yy.(5,y) & div3
9 — 3
10 > Achtung, Partialitat!
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Denotierende Funktionen (Denotate) Denotat von Aexp
[a]a : Aexp — (X — Z)
» Arithmetische Ausdriicke: a € Aexp denotiert eine partielle Funktion ¥ — Z
[r]a={(o,[n]) | 0 € X}
[x1a ={(e,0(x)) | 0 € ¥, x € Dom(c)}
» Boolsche Ausdriicke: b € Bexp denotiert eine partielle Funktion © — BB [ao + a1]a ={(o, no + m) | (o, mo) € [ao] 4 A (o, m) € [ar]a}
[20 — a1].4 ={(o, 0 — m) | (o, m0) € [20]a A (0, m) € [ar] 4}
> Anweisungen: ¢ € Stmt denotiert eine partielle Funktion ¥ — X [0 * a4 ={(o, no  m) | (0. no) € [a0]a A (o, m) € [ar].a}
[ao/a1]a ={(e, no + m) | (o, o) € [a0la A (o, 1) € [ar]a A my # 0}
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Rechtseindeutigkeit Kompositionalitat und Striktheit
Lemma (Partielle Funktion) » Die Rechtseindeutigkeit erlaubt die Notation als partielle Funktion:
[—1.4 ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.
: [3+ (x +y)La(0) = [8]a(0) - (IDa(o) + [Y] (o))
Eewes: =3+ ([x)a(o) + [ya(e))
z.z.: wenn (0, v1) € [a] 4, (0, v2) € [a]a dann vi = va. =3 (o(x) +o(y))
Strukturelle Induktion tiber Aexp:
» Induktionsbasis sind n € Z und x € Idt.
Sei a=x, dann v = o(x) = v. » Diese Notation versteckt die Partialitat:
» Induktionssschritt sind die anderen Klauseln.
Sei a = a; + ap. [1+x/0]a(c) =1+0(x)/0=1+1L =1
Induktionsannahme ist: wenn (o, n;) € [aj] 4, (o, m;) € [ai].4 dann n; = m;.
Sei vi = (0, ny + np) mit (o, m) € |[31]IA, (o,m) € [[az]lA, und vo = my + mp mit
(o,m) € [a1] 4, (0, m2) € [a2] 4. > Wenn ein Teilausdruck undefiniert ist, wird der gesamte Ausdruck undefiniert: [—] 4 ist
Aus der Annahme folgt n; = my und ny = my, deshalb v; = va. strikt fir alle arithmetischen Operatoren.
O
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Arbeitsblatt 3.2: Semantik | Losung
Hier tiben wir noch einmal den Zusammenhang zwischen den beiden Notationen. Gegeben sei
der Zustand s = (x + 3,y +— 4) und der Ausdruck a =7 % x + y.
Berechnen Sie die Semantik zum einen als Relation (fiillen Sie die Fragezeichen aus):
(s, ?) : [[7]1]
(s, 7 & [[x]]
(s, 7) : [[7%x]]
(s, 7 & [yl]
(s, ?) : [[7*x+ yl]
Berechnen Sie zum anderen die Semantik in der Funktionsnotation:
[[7xx+y]11(s) = [[7*x]]1(s)+[[yll(s) = ... =7
Ist das Ergebnis am Ende gleich?
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Denotat von Bexp

[a]5 : Bexp — (X — B)

[115 ={(o, true) | o0 € X}
[0]5 ={(o, false) | o € X}
[ao == ai1]z ={(0. true) | o € ¥, (0, no) € [ao].a, (o, n) € [a1].a, no = nm}
U{(o, false) | o € X, (0,n) € [ao]a, (o, n) € [a1].a, no # nm}
[ao < a1]s ={(o, true) | o € X,(0, no) € [a0]a, (o, m) € [ai1]a, no < i}
U{(o, false) | o € X,(0,no) € [ao]a, (0. n) € [a1]a, n0 > m}

Denotat von Bexp

[als : Bexp — (£ — B)

['6ls = {(o,true) | o € X, (0o, false) € [b] 5}
U{(o, false) | o € X, (o, true) € [b]s}
{(0, false) | o € X, (0, false) € [b1]5}
U{(o. t2) | o € T, (0, true) € [bi]s, (0, t2) € [b2] 5}
[by || bo]s = {(o.true) | o € T, (o, true) € [bi]s}
U{(o, ) | 0 € X, (0, false) € [b1], (0, t2) € [b2] 5}

[b1 && b2]5
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Kompositionalitat und Striktheit Arbeitsblatt 3.3: Semantik Il
Lemma (Partielle Funktion)
[13 ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion. J
Wir Giben noch einmal die Nichtstrikheit. Gegeben s = (x — 7) und
> Beweis analog zu [—] 4. b= (7T==x)|(x/0==1)
Berechnenen Sie die Semantik in den Notationen von oben:
» Ist [—]g strikt? Natirlich nicht:
> Sei [bu]5(0) = false, dann [by && bas(0) = [ba]ls(0) = false G, M LT =x Il &/0==11]
» Wir kénnen deshalb nicht so einfach schreiben [by && ba2]s(0) = [b1]s(0) A [b2]B(0) o
» Die normale zweiwertige Logik behandelt Definiertheit gar nicht. Bei uns missen die L @==x) Il x/0==1)71() = ... 7
logischen Operatoren links-strikt sein: Hilfreiche Notation: aAb=a /\ b,aVb=2a \/ b
LAha=1 false A\ a = false trueNa=a
lva=1 trueV a = true falseV a = a
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Losung Denotationale Semantik von Anweisungen
» Zuweisung: punktweise Anderung des Zustands o zu o[x > n]
(s, 7) : ([ 711
(s.3) : [[x1 » Sequenz: Komposition von Relationen
(s, True) : [[7 ==x1] Definition (Komposition von Relationen)
(s, True) = [[ (7 ==x) Il /0 ==1) 1] Fir zwei Relationen R C X x Y,S C Y x Z ist ihre Komposition
Alternativ: e
RoS¥{(x,2) |3y € Y.(x,y) € RA(y,2) € S}
[[ (7==x) 11 (x/0 == 1) 11(s) =
[[ (7 ==x) 11¢) \/ [[ (x/0 ==1 11(s) = Wenn R, S zwei partielle Funktionen sind, ist R o S ihre Funktionskomposition.
([711(s) = [[x11(s) \/ [[x/011(s) = [[111(s)) = » Leere Sequenz: Leere Funktion? Nein, Identitat. Fiir Menge X,
(7 =7 \/ \bot = 1) =
(True \/ \bot) = ldx £ X x X = {(x,x) | x € X}q
True
ist die Identitatsfunktion (ldx(x) = x).
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Arbeitsblatt 3.4: Komposition von Relationen

Zur Ubung: betrachten Sie folgende Relationen:

R={(1,7),(2,3), (3,9), (4,3)}
¢S ={(1,0), (2,0), (3,1), (3,5), (4,7), (5,9), (7,3), (8,15)}

Berechnen Sie Ro S ={(1,7),...}
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Denotat von Stmt

[lc : Stmt — (T — %)

[x = ale ={(o,0[x — n]) | ¢ € T A(0,n) € [a] 4}
[e1: e2]e =[ei]e o [e2]e
[{ He =lds
[if (b) co else cic ={(o,0") | (o, true) € [bls A (0,0") € [colc}
U{(0.0") | (0 fase) € [bs A (0.") € [}
Aber was ist
[while (b) c]e =77
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Denotationale Semantik von while
> Sei w = while (b) ¢ (und ¢ € ). Operational gilt:
w ~if (b) {c;w} else {}
» Dann sollte auch gelten
[wle £ [if (b) {c;w} else {}]e

» Das ist eine rekursive Definition von [w]c:

Fixpunkte

Definition (Fixpunkt)
Fiir £ : X — X ist ein Fixpunkt ein x € X so dass f(x) = x.

» Hat jede Funktion f : X — X einen Fixpunkt? Nein
» Kann eine Funktion mehrere Fixpunkte haben? Ja — aber nur einen kleinsten.
> Beispiele

> Fixpunkte von f(x) = v/ sind 0 und 1; ebenfalls fiir f(x) = x2.

x = F(x)
o » Fiir die Sortierfunktion sind alle sortierten Listen Fixpunkte
> Dasist ein Fixpunkt: > Die Funktion f(x) = x + 1 hat keinen Fixpunkt in Z
x = fix(F) » Die Funktion f(X) = P(X) hat iiberhaupt keinen Fixpunkt
> Was ist das? > fix(f) ist also der kleinste Fixpunkt von f.
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Konstruktion des kleinsten Fixpunktes (Kurzversion) Denotationale Semantik fiir die Iteration
» i - N N N
Gegeben Funktion " auf Denotaten [ : (X — X) = (X = X) > Sei w = while (b) ¢
> Wir konstruieren eine Sequenz " : £ — ¥ (mit i € N) von Funktionen:
» Konstruktion: “Auffalten” der Schleife (f ist ein Denotat):
ro(s) o , ,
1y N der I'(f) ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o f}
M (s) ZT(M)(s)
U {(o,0) | (o, false) € [bls}
» Dann ist
. et . » b und c sind Parameter von '
fix(N) € Jr
ieN » Dann ist
» Verkiirzte Version — der Fixpunkt muss so nicht existieren (er tut es aber fir alle [wle = fix(T)
Programme)
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Denotation fiir Stmt Der Fixpunkt bei der Arbeit (I)
[c: {Stmt - (X =~ %)
while (x < 0) { @f | O o(x) >0
Ix = ale ={(,0lx = nl) | o € £ A (0,7) € [a] 4} el T =1\ Flolx = o(x) +11) o(x) <0
[c1i co]e =[ecile o [e2]e }
[{ He =tds Wir betrachten den Zustand s = (x —7?) (nur eine Variable):
[if (b) co else ci]c ={(o,0") | (o, true) € [blg A (0,0") € [co]lc} s MO(s) (s (s) r3(s)
U {(0,0") | (o, false) € [b]g A (0,0") € [a]e} -2 1 Misx—-1)=1 T(sx—-1)=1 T(sx—-1])=0
[while (b) c]e =fix(T) -1 1 sk o)=L  Tslx=0))=0  M(s[x~0])=0
0 L 0 0 0
(s) ={(0,0") | (o, true) € [b]a A (0,0") € [c]c o s} L 1 1 1
U {(0,0) | (o, false) € [b]g}
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (Il) Der Fixpunkt bei der Arbeit (111)
5 Kleine Anderung im Beispielprogramm:
x= 0;
while (n > 0) { M) (o) = ° o(n) <0 = 0;
e (D) = f(olx > o(x) + o ([0 = o(n) — 1) o(n) > 0 while (n 1= 0) { FA)o) = 17 o(n) =0
n= n—1; X= x4n: f(o[x — o(x) + a(n)][n — o(n) — 1]) sonst
} n= n—1;
Wir betrachten Zustinde s = (x +7?,n —7?) (zwei Variablen). }
Der Wert von x im Initialzustand ist dabei unerheblich: Jetzt ergibt sich:
s ro(s) r(s) r2(s) r3(s) r(s) rs(s) s T9s) ri(s) r2(s) r3(s) r(s)
n x n X n X n x n x n x n n x n x n X n x n X n
-1 1 1L 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1 -2 1 L 1L 1 L1 1 L L1 1 1
0 1 L 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 L+ L 1 1 1 L 1 1 1
1 O 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1L L 0 0 0 0 00 0 0
2 1 1 1 1 1 1 3 0 3 0 3 0 1 1 1 1 1 10 10 10
3 1 1 1 1 1 1 1 1 6 0 6 0 2 1 1 1 1 11 3 0 30
4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 10 0 3 1 1 1 1 1 1 1 1 6 0
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (IV)

Arbeitsblatt 3.5: Semantik |1l

Wir betrachten das Beispielprogramm:

g r(F)(o) £ f 1 = 15
R 0 =t o e 0
} i X= X*n;
n= n—1;
Jetzt ergibt sich: }
s M%)  TY(s) TI%(s) TI3(s) - ) .
o N h N N Berechnen Sie wie oben den Fixpunkt:
-1 1 1 L 1 s G0 G"1 G2 G"3 G4
0 J— J— J— J— n X n X n X n X n X n
1 1 1 1 1 N
2 1 1 1 1 1
3 1 1 1 1 5
3
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Arbeitsblatt 3.5: Semantik 111 Der Fixpunkt bei der Arbeit (V)
x= 0; R
i= 0; r(f)(o) def ) O (i) > a(n)
while (i<=n) { f(o[x = o(x) + a(i)][i = o(i) +1]) sonst
. L X= x+i;

Wir betrachten das Beispielprogramm: i= i+1; Wir betrachten nur die while-Schleife

x= 1; } mit s = (n 7,0 7, x 7).

R L CRE () rs) r's)
x:x*nl,. n i n i x noiox n i x noi X n i x
S 00 L 1 L 1 1 1 01 x 01 x 01 «x
¥ 01 1 1 1 0 1 x 0 1 X 0 1 X 01 X

10 1 1 1 1 1L 1 1 L 1 1 2 x+1 1 2 x+1

11 1 1L 1 1 1 1 1 2 x+1 1 2 x+1 1 2 x+1

12 1 1 1 1 2 x 1 2 X 1 2 X 1 2 X

20 1 L 1 1 1L 1 1 1 €L 1 1 1 2 3 x+3

21 1 1 1 1 1 1 1 1L 1L 2 3 x+3 2 3 x+3

2 2 1 1 1 1 1L 1 2 3 x+2 2 3 x+2 2 3 x+2

2 3 1 1L 1 2 3 x 2 3 X 2 3 X 2 3 X
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Weitere Eigenschaften der denotationalen Semantik Beweis (1)

Lemma (Partielle Funktion) .

[1c ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion J [w]e = fidl)
¢ ¢ ? : =T((1))

» Beweis Uber strukturelle Induktion tiber ¢ € Stmt und iber Fixpunktinduktion: =T ([wlc)

» Zu zeigen: wenn s rechtseindeutig, dann ist I'(s) rechtseindeutig ={(0,0") | (o, true) € [b]5 A (0,0") € [c]c o [w]c}
» Dann ist fix([) rechtseindeutig. U {(0,0) | (o, false) € [b]s}
_ ’ ’ .
» Eigenschaften der Iteration: ={(0,0) | (0 true) € [B] s 1 (0, 0”) € e we}
S U {(0,0) | (o, false) € [ A (0, 0) € [{ }]c}
> Sei w = while (b) ¢ £ (b ) |
o = [ (6) {ciw} efse {}c
Note
[wle = [if (b) {c;w} else {}]c (1)
(0,0") € [w]le = (o', false) € [b]s () fix(l) = M (fix(N)F(s) = {(o.0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [clc o s} [if (b) co else c1]c =
U{(0,0) | (0, false) € [b]s)
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Zusammenfassung

» Die denotationale Semantik bildet Programme (Ausdriicke) auf partielle Funktionen

Y —~ % ab.

» Zentral ist der Begriff des kleinsten Fixpunktes, der die Semantik der while-Schleife

bildet.
» Undefiniertheit wird implizit behandelt (durch die Partialitdt von ¥ — X).

» Nicht-Termination und Undefiniertheit sind semantisch aquivalent.

» Genaues Verhiltnis zur operationalen Semantik?
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Operationale vs. denotationale Semantik Operationale vs. denotationale Semantik
Operational (a,0) = pexp 1 Denotational [a] 4
me Z (m, o) = pexp M {(o, m)|oc € T}
x € Dom(c) Operational (a,0) —pexp N Denotational [a] 4
x€ Loc 7@,0) Srop 70) {(0,0(x))|c € £,x € Dom(c)} (81,0) —exp 1 (22,0) > exp m
m#0 m,n# L
x & Dom(o) /o a - {(on/m)]o € %, (0,1n) €
(x,0) —aexp L (21022,0) “pep no"m [a1]a, (o, m) € [a2].a, m # 0O}
(@,0) ﬁAeX’; ’:ﬂ jéai ) hexp M (a1,0) D aep N (32,0) = pexp M
ajoay . ; {(o,no! m)|lo € ¥,(0,n) € n=1,m=1 oderm=0
(@10 22,0) = dexp 0" m [a1]a. (0, m) € [a2]a} (a1/22,0) e L
(a1,0) = aexp N (32,0) = pexp M
n=_1oderm=_1
(a10a2,0) = pexp L
o€ {+ %}
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik Induktionsprinzip
Noether'sche Induktion
Sei > eine wohlfundierte Ordnung iiber S und P eine Aussage iiber Elemente von S. Dann
gilt
» Fir alle a € Aexp, fiir alle n € Z, fir alle Zustande o
VveS.(VueSv=-unP(u))= P(v)
(a,0) 2 pep n < (0,n) € [a]la Vx € S.P(x)
(a,0) = pexp L & 0 & Dom([[a] 4) » Eine binire Relation =C S x S ist eine Ordnung wenn gilt
Vx € S.x i x (irreflexiv)
> Beweis Prinzip? Vx,yeS.x-y=y#x (asymmetrisch)
Vx,y,z€S.(x -y Ay -z)=>x>z (transitiv)
» Eine Ordnung < ist wohlfundiert, wenn es keine unendlich absteigenden Ketten gibt
ay - ay>-az> ...
S -
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Strukturelle Induktion Aexp | Aexp a > a genau dann, wenn
a’ ist Teilausdruck von a
Bspw: x Teilausdruck von (2 * x + 1)
Ebenso 2 % x und 1
Arbeitsblatt 4.1: Ubung zu struktureller Ordnung Aquivalenz operationale und denotationale Semantik
Die strukturelle Ordnung auf arithmetischen Ausdriicken ist definiert als:
Va,a € AExp.a - a’' < & ist Teilausdruck von a
» Fir alle a € Aexp, fiir alle n € Z, fur alle Zustande o:
Dabei ist “Teilausdruck” formalisiert als o € {+,x, —, /}:
_ (2,0) “aep 1 (0,) € [ala
a Teilausdruck-von(a; o 22) & a = a; V aTeilausdruck-von a;
1o a = ap V aTeilausdruck-von ay (a,0) = pexp L & 0 & Dom([a] 4)
> Argumentiert/beweist, dass die Relation “Teilausdruck-von”
. . > Beweis Prinzip?per struktureller Induktion tber a. (Warum?)
@ irreflexiv
@® asymmetrisch und
@ transitiv
ist.
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Beweis Vac Aexp.Vn € ZVo. (a,0) —pep n < (0,n) € [a]a
A {a,0) = pexp L & 0 & Dom([a] 4)
Induktionsanfiange
> a=mel:
(m. o) = aexp [m]
[mla={(".Im]) | o € T} = (o, [m]) € [m]4

> a=Xc loc:
® X € Dom(o):

(X,0) = pexp 0(X) ] -
[X1a ={(0", 0" (X))|o" € T, X € Dom(0)} = (7,0(X)) € [X]a

A X ¢ Dom(o):

(X,0) = pexp L

Beweis Vac Aexp.Vn € ZVo. (a,0) —pep n < (0,n) € [a] 4
A {a,0) = pep L & 0 & Dom([a] 4)
Induktionsschritte
> a=a;+ ap
©® Fal m# Lund n# L
Es gilt

[a1 + ax]a = {(0’, u+ v)|(0’,u) € [a1].a und (¢, v) € [a2] 4}

Induktionsannahme gilt fiir a; und a,.

(Def <,,.>AAEX,,,2 A fir 2
(a1 + @2, 0) = pexp M+ N<==>(a1,0) —>pexp M<—=> (0, m) € [a1]a
& &
IA fiir a

(32,0) = pexp N == (0, n) € [a2]a

]I(Der'.[.]A)

&
[X1a = {(c’,0'(X))|0’ € £,X € Dom(c)} = o & Dom([X].4) (o,m+n) € [ar+ 2]a
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Beweis Vac Aexp.Vn € Z.Yo. (a,0) —pep < (0,n) € [a]a Beweis Vac Aexp.Vn € ZYo. (a,0) —pep n < (0,n) € [a]a
A (8,0) = pep L & 0 ¢ Dom([a] 1) A (a,0) = pexp L & o ¢ Dom([a] 4)
) ) Induktionsschritte
Induktionsschritte > oo )
» a = a; + a: Induktionsannahme gilt fiir a; und ap. a=ar/ay:
O Fal:m#Lundn# L1, n#0
@® Fal m= 1 odern=_1 Es gilt
(a1,0) = pexp N (22,0) = pexp M m=_1 odern= L [ar/a2da = {(o", u/V)|(o", u) € [l 4, (0", v) € [as]a und v # O}
(a1 + a2,0) = pexp L
Induktionsannahme gilt fiir a; und a,.
> Falln= 1. (a1/a2,0) = pexp (r%e/fn(égwdal.{r) — Aexp m& (o.m) € [a1]a
Aus Induktionsannahme folgt, dass (a1,0) —raep L <> o & Dom([a1].4).
Weiterhin gilt & &
Lo + 220 = {(0/, 0+ V|0, 0) € [aada und (o', v) € [aal.a} (32,0) —nowp 1 L (5,0 € [22]
Somit gilt o ¢ Dom([a1 + a2].4)- (Def.[14)
> Fall 1,m=1: log.
AL = analos (0, m/n) € [os /o2l
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Beweis Va € Aexp.Vn € ZYo. (a,0) —pep 0 < (0,n0) € [a]4 Operationale vs. denotationale Semantik
A {210} e L 0 ¢ Dom([a].4)
Induktionsschritte
» a = a;/ao: Induktionsannahme gilt fiir a; und a,.
@ Fall:
(a1,0) 2aep M (@2.0) Hpepn  m=L.n=0odern=_ Operational (b,0) —gexp false | true | L Denotational [b]s
(a1/a2,0) = pexp L
1 (1,0) —Bexp true {(o, true)|o € ©}
> Fall n=0.
Aus Induktionsannahme folgt, dass (a2, 0) —>aexp 0 <> (0, 0) € [a2].4.
Weiterhin gt Aep A 0 (0,0) —Bexp false {(o, false)|o € ©}
[a1/a2]a = {(o", u/v)|(¢', u) € [a1]a, (0", v) € [a2]a und v # 0}
Somit gilt ¢ & Dom([a1/a2]4).
» Fall n= 1, m = 1: analog wie bei +
g.e.d.
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Operationale vs. denotationale Semantik Operationale vs. denotationale Semantik
Operat. (b,0) —gexp t Denotational [b]g Operational (a,0) —pgexp b Denotational [b]z
(20,0) aexp N (a1,0) —aexp M b1,0) —Bexp false
ot e bty b1, ) Zep Faloe. (0, alse) (o folse) € [br]s)
g ==a i {(o, true)|o € X, (b1&&by, o) — false
(a0 == a1,0) —Bexp true (0, mo) € [a0]as (b1,0) — Bexp true
(30,0) = aexp N (31,0) = pexp M (o, m) ) (b2,0) —Bexp b
) ’ vm) € [a1]a, TS TPew T o, b)|(o, true) € [b o,b) €
nmEl  ndm < kb b (l e € [l (01
(a0 == a1,0) —Bexp false U 215
(20,0) e 1 (a1,0) aexp M {(o, false) | 0 € %, ({b1,0) —Bexp L
n=_1 oderm= 1 (o, mo) € [ao] 4, (b1&&by,0) — L
(a0 == a1,0) —Bexp L (o, m) € [a1]a
no # m } by||bz analog
al < a2 analog In
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fir alle b € Bexp, fir alle t € B, for alle Zustande o:
(b,0) —gexp t & (0, t) € [b]5

(b,0) —Bexp L < o & Dom([b])

» Beweis Prinzip?per struktureller Induktion iiber b (unter Verwendung der Aquivalenz fiir
AExp). (Warum?)

Korrekte Software

Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gex t < (0,t) € [b]5
A (b,0) =Bexp L < o ¢ Dom([b]5)

Induktionsanfinge
> b=0:
(0,0) — Bexp false
[0].4 = {(¢’, false)|o’ € £} = (o, false) € [b]s

> b=
(1,0) = Bexp true -
[1]4 = {(¢’, true)|o’ € £} = (o, true) € [b]s
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Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]5 Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]5
A (b,0) = gexp L = o ¢ Dom([b]5) A (b,0) = pexp L < o ¢ Dom([b]5)
Induktionsschritte Induktionsschritte
> b= b&&by: > b= b&&by:
Es gilt Es gilt
[b1&&by] 3 ={(0, false)|(c”, false) € [b1]5} [b:1&&bo] s ={(0', false)|(, false) € [b1]5}
U {(o', t2)|(c”, true) € [b1]s und (o', t2) € [b2]5} U {(o', t2)|(c”, true) € [b1]s und (o', t2) € [ba]5}
Induktionsannahme gilt fiir by und b,. Induktionsannahme gilt fiir by und b.
> Fall (b1,0) —gexp L > Fall (b1, 0) — pex false
o (0) o o (Def. () 500:) ir by
(b1&&uby, o) S ) (b1,0) = oy L 2226 & Dom([b1]5) (b188&ebr, ) — oy Falie 2 (b1,0) ~+pexp false L2 (o, false) € [brls
Def. []s Def. []s
o ¢ [h1&&bo]s (0, false) € [b1&&b]s
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Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]5 Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gex t < (0,t) € [b]5
A (b,0) —gep L & o & Dom([b]3) A (b,0) —gep L & o & Dom([b]5)
Induktionsschritte Induktionsschritte
> b= b &&b;: » b= bi&&bs:
[b1&&by]5 ={(o’, false)|(o”, false) € [b1]5} [b1&&bo] s ={ (0, false)|(0, false) € [b1]5}
U {(0', 12)|(0, true) € [b1]s und (o, 12) € [ba]s} U {(o', 22)|(0", true) € [b1]5 und (o', 12) € [b2]5}
Induktionsannahme gilt fir by und bs. Induktionsannahme gilt fir by und bs.
> Fall (by,0) —gexp true, (ba, 0) —gexp false > Fall (b1,0) —Bexp true, (ba, 0) —pexp true
(b1&& by, 0) — Bexp (Paelgégy(»)bl‘rf) — Bexp i’rue<uk> (o, true) € [bi]s (b1&&b,, o) HBEXF(?fLéQg”(E.w — Bexp true& (o, true) € [b1]5
& & & &
IA fiir by IA fiir by
(b2, 0) —Bexp false > (0, false) € [b2] 5 (b2,0) —Bexp true === (o, true) € [by]
Def. []s Def. [.]E]I
(0, false) € [b1&&b2]5 (0, true) € [b1&&b] s
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Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]5

A (b,0) —gep L & o & Dom([b]3)
Induktionsschritte

> b= b&&b:

[b1&&by]5 ={(0’, false)|(o”, false) € [b1]5}
U {(¢', t2)|(c”, true) € [b1]s und (o', t2) € [b2]5}
Induktionsannahme gilt fir by und bs.
» Fall (by,0) —gexp true, (b2, 0) —gexp L
(b1 && by, o) ﬁseipmi g@l-@ —Bexp true L2 (0, true) € [b1]s
& @
(b2,0) —exp L <22 5 ¢ Dom([bs]s)
Def. []s

o ¢ Dom([b1&&by]s)

Korrekte Software
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Beweis Vb c Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]5
A (b,0) —gep L & o & Dom([b]5)

> (0, true) € [bn&8&b]ls 2" (o, true) ¢ [ba]s und (o, true) € [ba]s

> Siehe Folie 22

> (o, false) € [bl&&bzﬂg[i;{)ﬂﬁ (o, false) € [b1]5 oder
(0, true) € [b1] 5 und (o, false) € [b2]5
» Siehe Folie 20 und 21

> o ¢ Dom([b1&&bols) S o ¢ Dom([bu]s) oder o ¢ Dom([bs]s)

» Siehe Folie 19 und 23
Somit gilt dann auch <
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Arbeitsblatt 4.2: Beweis Induktionsanfang

1. (a1 == a,0) —exp true & (o, true) € [a1 == a]5
2. (a1 == a3,0) —pexp false & (o, false) € [a == a]5
3. (a1 == a,0) —gexp L & 0 ¢ Dom([a1 == ay]5)

Beweist obige drei Aussagen unter Verwendung des fiir arithmetische Ausdriicke geltenden
Lemmas

Beweis 1. (a; == a3,0) —pexp true < (o, true) € [a, == a5
RN 3,0) —rpexp false & (o, false) € [a == |5
3. (a == 2,0) e L & 0 & Dom([a; == a5]3)

[a1 == 22]5 ={(0', true) (o, m) € [ai]a, (0", n) € [a2]a, m = n}
U{(c’, false) (o, m) € [aila, (0", n) € [a2] 4, m # n}

> Fall (a1,0) —gexp M, (b2,0) —gexp N,m=n

Def. (.,.)—Bexp- "
Va € Aexp.Vn € Z.Yo. (a,0) —aexp n < (0, n) € [a]a (a1 == ap,0) ﬂBexE: ;ru%’gpeal,a> — Bexp mLfra, (o,m) € [a1]a
N (3,0) =Bexp L & 0 & Dom([[a] 4)
& &
A fiir 2
(a2,0) —Bexp M —= (0, m) € [a2]4
Def. [1s
(0, true)[a1 == a2]5
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Beweis 1. (a; == a3,0) —exp true & (o, true) € [ay == a5 Beweis 1. (a; == a3,0) —exp true < (o, true) € [a, == a5
2. (a1 == a&,0) —gexp false & (o, false) € [ay == a5 . ey 3,0) —pexp false & (o, false) € [a == |5
3. (a1 == @,0) —gexp L < 0 & Dom([a1 == ]) 3. (a1 == 2,0) 9pexp L © 0 ¢ Dom([a1 == 2] )
[a1 == a]5 ={(0’, true)|(c’, m) € [ai]a, (0", n) € [a2]a, m = n} [a1 == 22]5 ={(0, true) (o, m) € [ai]a, (0", n) € [a1]a, m = n}
U{(o', false) (o', m) € [k, (o', ) € [aalasm # ) U{(o', False) (', m) € [an]a (0", ) € [aals m # )
> Fall (a1,0) —Bexp M, (b2,0) —Bexp N,M # 1 > Fall (ay == a2,0) —Bexp L
Def. (...} Bexp- " Def. (.,.)—gex i
{31 == 22,0) 30 BIE 2 o1,0) ey HE 2, m) € [ar] s (a1 == 22,0) oy L 5h1, ) > pep L2 ¢ Dom([ar] )
& & v v
(22,0) = pep T2 (5 0 € [a]n (32,0) = pep L"E2 o Dom([a5].4)
Def. [1s Def. [1s
(o0, false)[a1 == a»]5 o & Dom([a1 == a»]B)
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Operationale vs. denotationale Semantik Operationale vs. denotationale Semantik
Operational (¢, ) —sm: 0’| L Denotational [c]¢
Operational (c,0) —>gtme 0’| L Denotational [c]¢
{1 e [{He=1Id
({},0) =stme 0
, (b,0) = Bexp L
(e1,0) Istme 0 #”l (c,0) = stme L
e (c2,0") —=stme @ lede o [e:] . , ,
1 @2 Ter1.0) S5m0 lc o lele if (b) co (b, 0) oy true {(c,0")|(0, true) € [b]5,(0,0") €
(c1,0) = stme L (c0,0) = stmt 0’ [cole}
(c1ic2,0) —rstme L (¢,0) =stme 0
(3,0) = pexp N (b, 0) —Bexp false
x=a {(o,0lx = n])|(o, n) € [ala} €1,0) —seme 0
(x = 2,0) = sume ox > 1] clse & {e0,0) Fseme o {(0,0")|(0, falsé) € [bs. (0,0") €
(a,0) = pexp L (c,0) —stme 0 lede}
(x=a,0) —stme L
Korrekte Software 29 [51] Rl U Korrekte Software 30 [51] DRI U
Operationale vs. denotationale Semantik Aquivalenz operationale und denotationale Semantik
Operational {c,0) —stme 0’ | L Denotational [c]¢
) (b, o) 5 Bexp false (b, o) e L ] » Fir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o,0":
while (b) ¢ T fix ()
—_— (W,0) =stme 0 (W, 0) —stme (6,0) —sumt 0 & (0,0") € [clle
(b,0) —Bexp true  (C,0) —stme 0’ # L (w,0") —stme 0" (c,0) —stme L = o & Dom([c]c)
(w,0) = stme 0"
(b,0) —Bexp true (c,0) —>seme L > = Beweis Prinzip?
(w,0) = stme L
mit > < Beweis Prinzip?
M) = {(o.0)| (0. true) € [b]5,(0.0") € [c]e o ¢}
U{(o,0) | (o, false) € [b]5}
Korrekte Software 31 [51] Rl U Korrekte Software 32 [51] Rl U




Operationale Semantik: C0 Programme

> Stmt ¢ == Idt = Exp | if (b) c1 else ¢ | while (b) c|ci;e2|{}
Regeln:

({},0) =stme o

(a,0) S pexp NEL

(x = a,0) = stme o[x > 1]

(c1,0) = stme o # L <C2-,‘7/> —stmt 0" # L
(et c2,0) —stme 0"

(c1,0) = stme L
(et 02,0) —rstme L

(c1,0) =stme 0’ # L
(c1;¢2,0) = stme L
33 [51]

(2,0") =stme L

Korrekte Software

(a,0) = pexp L

(x=a,0) —stme L

Operationale Semantik: C0 Programme

> Stmt ¢ == Idt = Exp | if (b) c; else ¢ | while (b) c|c;e [ {}
Regeln:

(b,0) = Bexp true (c1,0) = stme 0

(if (b) c1 else c,0) —>s5¢me 0

(b, ) —pexp false  (c2,0) =stme 0’
(if (b) c1 else c2,0) —stme 0

(b,0) —Bexp L

(if (b) c1 else c2,0) —sme L

Kl U Korrekte Software 34 [51] Rl U
Operationale Semantik: C0 Programme Ableitungstiefe fiir Programme
> Stmt ¢ == Idt = Exp | if (b) c1 else ¢, | while (b) c|ci;e2|{}
Regeln:
(b,0) = Bexp false
(while (b) ¢,0) = stme o » Die Ableitungstiefe einer
Programmauswertung mittels Regeln der : :
(b, o) —Bexp true (¢, ) —Stme 0’ (while (b) ¢,0") = stme 0" operationaler Semantik ist die Anzahl der Prémisse; Pramisse,
(while (b) ¢, o) —stme 0 Regelanwendungen mit Conclusion der Conclusion
Form (.,.) —stmt --
(b, 0) = Bexp true (c,0) —stme L (b, 0) = Bexp L
(while (b) ¢, ) —>stme L (while (b) ¢,0) —>stme L
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Operationale Semantik: CO0 Programme Aquivalenz operationale und denotationale Semantik
> Stmt ¢ == Idt = Exp | if (b) c1 else ¢ | while (b) c|ci;c2|{}
Regeln: Programmstruktur i i
& & Ableitungstiefe » Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, 0"
(e1,0) = stme 0/”# 1
{ene)) sim a” # L (€,0) —stme 0’ (0,0") € [cle
(1 2,0) —stme @
(c,0) —stmt L = 0 & Dom([c]c)
(b,0) = Bexp true  (c1,0) —simt 0’
(if (b) c1 else c2,0) —rstme 0
, » = Beweis Prinzip?per Induktion iiber die (Tiefe der) Ableitung in der operationalen
&, a>, ey false (c20) ﬁs","' 7 Semantik (Warum?)
(if (b) c1 else c2,0) —stme O
(b,0) —Bexp true  (¢,0) —stme o' » <« Beweis Prinzip?
(while (b) ¢, 0”) —>stmt 0" .
{(while (b) ¢, o) —stme 0"
(b,0) —Bexp true  (c,0) —stme L
Korrekte Software (while (b) ¢,0) —stme L 37 [51) 1Y Korrekte Software 38 [51] =LY
Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) = sime 0’ = (0,0”) € [c]c Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) —sime 0’ = (0,0”) € [c]c
2. (c,0) —smt L= o & Dom([c]c) 2. (c,0) =stme L = o & Dom([c]c)
Induktionsanfang — Ableitungstiefe 1 Induktionsschritt:
> Fallc=x=a: > Fall ¢ =if(b) c; else co:
[x = alc = {(0, o[x = m])|(o, m) € [a] 4} [if(b) c1 else c2]c ={(c,0")|(0, ") € [alc, (o, true) € [b]5}
> Fall (2,0) —aep m € Z U{(0,0")|(0,0") € [ele, (o, false) € [b]s}
X =a,o) — oglxX—=m
{ » s o ! > Fall (0, b) —gexp true, (c1,0) —seme 07
(Def. (.,.) = stme-) () stmt-
ﬂ o (if(b) cyelse o2, 0) — st & b 0} sy true LML (o yrie) € [b]s
(3,0) —pexp m € Z <2280 (5 m) € [a]a
& &
Def. [Je )
’ Lﬂ (c1,0) —simt 0 <D (5,07) € [ar]le
(0. 0lx = m) € [x = al “cﬂ
> Fall (a,0) = pexp L: , .
(x = 2,0) —rsime L (0.0") € [if(b) c1 else c]c
> Fall (0, b) —pexp false, (2, 0) —>stme 0’
Korrekte Software || (0E7 () sime) 39 [51] Rl U Korrekte Software - (Def. ()= st 40 [5Yamma fiir b - 1Y
- (b o= 5,5 Bexp 10l T b
(3,0) —pomp L Lemma firg s Dom([a].4) (D) crelsec;, a) —stmt 0 (b, G) — Bexp 1al5e (0, 1alse] € [b]5
& &
Def. [Jc e
i ¢
B A (c2,0) = seme 0 e—2=> (0, 0") € [c]c




Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) —sime 0’ = (0,0”) € [c]c
2. (c,0) = stmt L = o ¢ Dom([c]c)

Induktionsschritt:
» Fall ¢ = while(b) c:

> Fall (b,0) —gexp true, (c,0) —rseme 0, (while(b) ¢, 0") —seme 0"

Dgf. (., omt - i
(while(b) ¢, 0) —seme 07 S 1 o) g true <EM™E (5 ey € [b]s

& &
IH fi y -y
(€,0) > sume o' DEDTIT (1 51) € ]
& &

"

(while(b) ¢, ")t Ciielt) '\ 25y o [while(b)
Det. [1c

(0,0") € [while(b) c]¢

[while(b) c]c = fix(I)

Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustinde o, 0":

(,0) =stmt 0’ & (0,0") € [c]e

(¢,0) =stme L = o & Dom([c]c)

» = Beweis per Induktion tber die (Tiefe der) Ableitung in der operationalen Semantik
(Warum?)

> < Beweis Prinzip?per struktureller Induktion iiber ¢ (Verwendung der Aquivalenz fiir
arithmetische und boolsche Ausdriicke). Fiir die While-Schleife Riickgriff auf Definition des
Fixpunkts und Induktion iiber die Teilmengen [(()) des Fixpunkts. (Warum?)
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]c = (c,0) —stme 0 Beweis Vc € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]c = (c,0) —stme 0
Induktionsanfang: Induktionsschritt:
> Falc=x=a: > Fall if (b) ¢ else cp:
— _ " " "
[x = ale = {(¢”",0"[x — t])|(c”, t) € [a] 4} [if (b) crelse o] = {(o”,0™)|(0”, true) € [b]s, (0", 0") € [cille}
U{(c”,0")|(c”, false) € [b]s, (¢”,0") € [e2]c}
(0,0") € {(c".0"[x = t])|(c",t) € [a] 4} Induktionsannahme gilt fiir ¢; und c;
T > Fall: (0,0") € {(0”,0")|(c", true) € [b]s, (0", ") €
DU (0 ) ¢ [l ne oo 1 3l (0,/) € {(0”,0")(o”, tr0€) € [l (o7 ") € e}
_— (0.0") € {(c”,0")|(c" true) € [b]5, (0", 0"") € [arllc}
Le’““&i‘m (a,0) = pexp t A0' = 0[x 1] Def [e-- (o, true) € [b]s A (0,0") € [aile
Lemma BEx
Pef: )y seme (X = a,0) =stmt o[x = t] Ao’ = olx — t] TESEP(b,0) e true A (o,0) € [ar]e
= (x=2,0) stme 0’ RIS (b,0) —perp true A (1,0 rsime o
Def. <¥?5”" (if (b) crelse ¢, 0) —seme 0
» Fall c = {}
[{}Ic = {(0.0)lo € T} > Fall: (0,0") € {(¢"”,0")|(0”, false) € [b]5,(c",0") € [c]c}
Korrekte Software 4351 1Y Korrekte Software (0,0") € {(o", 5”1)'&ﬂ”~ true) € [b], (0”,0") € [e]c} Rl U
(0,0") € {(o",0")|0" € T} PeLlle (; faise) € [bls A (0,07) € [cale
Def. [Je-- o Lemma BExp ’
Ed o=0 = (b,0) = gexp false A (0,0") € [c2]c
Def. (-,.)—>stmt- i
© <£S' ‘ {},0) >stm o No =0’ fiea (b,0) = pexp false A (c2,0) —stme 0
/ ef. (. tmt - e, ’
= ({},0) —stme & Def. () o (if (b) cy else 2, 7) —sume @
Beweis Vc € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]c = (c,0) —stme 07 Beweis Vc € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]c = (c,0) —stme 0
Induktionsschritt: Induktionsschritt:
> Fall while (b) c: > Fall while (b) c:
[while (b) cJc = fix(T) [[Whll.e (l_b) e = ﬁX(/r) b /
mit [(s) ={(0,0") | (0 true) € [b]s A (0, 0") € [clc o s} mit [(s) ={(o. o) | (¢ trufe)/e [ ]]Bb/\ (o) €l o s}
U {(0,0) | (o, false) < [b]s} U Ao, 0) | (o fase) € [b]s}
Induktionshypothese gilt fiir ¢
Induktionshypothese gilt fiir ¢ Def. [Je
(0,0") € [while (b) cle == (0,0") € fix(T)
o,0") € [while (b) ¢ ; .
(o) € il (B) le PLED (g0 e Urio)
Def. [Jc.. , )
= (0,0") € fix(T') ieN
Unterbeweis: Vi € N.(0,0") € T'(0) = (while (b) ¢,0) —>stmt o' (UB)
Woraus dann folgt, dass (0.0") € Uien T'(0) = (while (b) c,0) —stme o' (1)
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Vi € N.(0,0) € F(0) = (while (b) ¢, ) —>sume o (UB) Vi € N.(0,0") € T'(0) = (while (b) ¢, ) —>sum o (UB)
Es gilt nach wie vor die Induktionshypothese fiir dieses c, dass Es gilt nach wie vor die Induktionshypothese fiir dieses c, dass
VU”, OJI/-(U'”‘ JI//) IS |[C]IC = <C7 UI/> *}Szmt a//l (’B) VU”. O””.(U”, U/II) c |[C]IC = <C, 0H> *}5“," JH/ (/B)
Beweis per Induktion iber i: Bewei§ per Ind.ukt.ion ‘?ber f:
Induktionsanfan Induktionsschritt i — i + 1:
> o0 g Induktionsannahme (UB) gilt fiir i
i=0:
, o Ned > Fall (0,0") € {(0”,0"") | (", true) € [b]s, (0", 0""") € [cle, (", 0"") € T(D)}
(o,0) €T°(0) = 5:7,0)6 (¢,0") € F(F(0))
I <
- LT o0y e {(0",0") | (0", true) € [bls, (0", 0™") € [l
Implikation trivialerweise erfiillt da false = F immer wahr (o, 0") € T(D)}
Induktionsschritt i — i+ 1: U{(c”,0") | (", false) € [b]s}
Induktionsannahme (UB) gilt fiir i Fall (0, true) € [bls A (0, 0") € [cle A (0", o) AT/(0)
- o e
, . Lemma BExp IH (1B) IH (UB) far i
(0,0') €TT(0) = (b,0) —Bexp trie A (€, ) —seme 0" A (while (b) ¢, 0”) —sume 0
’ i
= (0,0") €T(F'(0) Crlzgme (while (b) ¢, ) = stme o’
Korrekte Software PET (o) e (o a") | (a"trle) € [b]s.(a". ") € [c] 1 U Korrekte Software 1851 1 Y
(6",0") eT/(0)} N N e (o o | (o i
U{(o”, ") | (o false) € [b] )} Fall (0,0") € {(¢”,0") | (0, false) € [[bll.b}
(0.0") € T(T'(0))

Nef B -




Beweis Vc € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]c = (c,0) —stme 0
Induktionsschritt:
> Fall while (b) c:
[while (b) cJ¢ = fix(T)
mit T(s) ={(o,0") | (o, true) € [blg A (0,0") € [c]c o s}
U {(0,0) | (0, false) € [b]s}

Induktionshypothese gilt fiir ¢
(0.0") € [while () cle "= (4,0") € fix(T)

PLED (500 e JT(0)
ieN

Vi € N.(0,0") € T'(B) = (while (b) c,0) —stme o’ (UB)
(0,0") € Ujen T'(0) = (while (b) c,0) —stme o' (1)
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Unterbeweis:
Woraus dann folgt, dass

Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustinde o, 0":

<C1 0> —>Stmt o' (Uv U,) € |[C]IC

(¢,0) =stme L = o & Dom([c]c)

> Gegenbeispiel fiir <= in der zweiten Aussage: wahle ¢ = while(1){}: [c]c = 0 aber
(c,0) —seme L gilt nicht (sondern?).
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Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
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Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
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Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Riickblick
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Fahrplan

» Einfihrung
» Operationale Semantik
Korrekte Software: Grundlagen und Methoden » Denotationale Semantik
Vorlesung 5 vom 11/18.05.21 » Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Die Floyd-Hoare-Logik | » Der Floyd-Hoare-Kalkiil |
» Der Floyd-Hoare-Kalkil II: Invarianten
» Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Serge Autexier, Christoph Liith » Strukturierte Datentypen
» Verifikationsbedingungen
Universitit B
iversicat Bremen » Vorwarts mit Floyd und Hoare
Sommersemester 2021 > Modellierung
» Spezifikation von Funktionen
» Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Riickblick
09:08:37 2021-07-01 1[31] <19 Korrekte Software 231 K1 U
Drei Semantiken — Eine Sicht Floyd-Hoare-Logik: Idee
Operational » Was wird hier berechnet? p = n! p= i;
C s . . &= L
» Warum? Wie kénnen wir das beweisen? while (¢ <= n) {
» Wir berechnen symbolisch, welche Werte p=p*c;
Variablen iiber den Programmverlauf c=c+1;
annehmen. }
. while (¢ <=n) { . . - . . . . .
Denotational p=p*c; » Operationale/denotionale Semantik nicht fir Korrektheitsbeweise geeignet: Ausdriicke
c=Cc+1; werden zu groB, skaliert nicht — Abstraktion nétig.
> i
Programm Grundprinzip:
) 4 @ Zustandsabhingige Zusicherungen fiir bestimmte Punkte im Programmablauf.
Axiomatisch
@ Berechnung der Giiltigkeit dieser Zusicherungen durch zustandsfreie Regeln.
Korrekte Software 33 <19 Korrekte Software 431 K1 U
Bob Floyd und Tony Hoare Grundbausteine der Floyd-Hoare-Logik
» Zusicherungen (iber den Zustand
> Beispiele:
> (B): Hiergilt p=c=1 /] (A)
» (D): Hier ist c ist um eines gréBer als der Wert p=1;
von ¢ an Punkt (C) = 1;
> Gesamtaussage: Wenn bei (A) der Wert von \/M/h(illge) (c<=n) {
n >0 ist, dann ist bei (E) p = n! // (€
p=p * C
» Beobachtung: c=c+ 1
‘ > nist ein ,Eingabevariable", der Wert am Anfang // (D)
Bildquelle: Stanford University Bildquelle: Wikipedia des Programmes ist relevant;
> pist eine , Ausgabevariable”, der Wert am Ende // (E)
Robert Floyd Sir Anthony Charles Richard Hoare des Programmes ist relevant;
1936 — 2001 * 1934 > cist eine ,Arbeitsvariable”, der Wert am Anfang
und Ende ist irrelevant;
Korrekte Software 5 [31 LY Korrekte Software 631 K1 U
Arbeitsblatt 5.1: Was berechnet dieses Programm? Auf dem Weg zur Floyd-Hoare-Logik
o Betrachtet nebenstehendes Programm. » Kern der Floyd-Hore-Logik sind zustandsabhangige Aussagen
S Analog zu dem Beispiel auf der vorherigen Folie: o . . .
x=1; > Aber: wie kénnen wir Aussagen jenseits des Zustandes treffen?
= 1; @ Was berechnet das Programm?
//h(:?’) - @® Welches sind ,,Eingabevariablen”, welches ,, Ausgabevariablen”, » Einfaches Beispiel:
w /I/e(C()c =vy) { welches sind , Arbeitsvariablen“?
_ > i 5
X= 2%x; © Welche Zusicherungen und Zusammenhange gelten zwischen px = il Der Wert von x wird um 1 erhoht
c= c+1; den Variablen an den Punkten (A) bis (E)? » Der Wert von x ist hinterher groBer als vorher
// (D)
} » Wir benétigen zustandsfreie Aussagen, um von Zustanden vergleichen zu kénnen.
// (E)
» Die Logik abstrahiert den Effekt von Programmen.
1Y LY
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Grundbausteine der Floyd-Hoare-Logik

> Logische Variablen (zustandsfrei) und Programmvariablen (zustandsabhangig)
» Zusicherungen mit logischen und Programmvariablen
» Floyd-Hoare-Tripel {P} c{Q}

» Vorbedingung P (Zusicherung)

> Programm ¢

» Nachbedingung Q (Zusicherung)

» Floyd-Hoare-Logik abstrahiert von Programmen zu logischen Formeln.

Zusicherungen (Assertions)

» Erweiterung von Aexp and Bexp durch
» Logische Variablen Var vi=NMLUVXYZ
» Definierte Funktionen und Pradikate iiber Aexp nl,x, ...

» Implikation und Quantoren by — bp,Vv..b,3v.. b

» Formal:
Aexpv a:= Z|Ildt|Var|a+a|a—a|a xa|a/a
| fet,..., en)
Assn b= 1|0|ag==a|a1 < &

[1b| by && b2 | by || b

| by —— > by | p(er,. .., ep) | \forall v. b | \exists v. b
Assn b= true| false|a; =ay|a; < a

[ =b| by Ab2| by V by

| by — b2 | p(eq, ..., ep) | Vv.b|3v.b

Korrekte Software 931 Kl U Korrekte Software 10 [31] Rl U
Denotationale Semantik von Zusicherungen Erfiillung von Zusicherungen
» Erste Naherung: Funktion
> S . A -
[a]a : Aexpy — (£ — Z) Wann gilt eine Zusicherung b € Assn in einem Zustand o7
[b]5 : Assn — (= — B) > Auswertung (denotationale Semantik) ergibt true
» Belegung ist zusatzlicher Parameter
> Konservative Erweiterung von [a] 4 : Aexp — (¥ — Z)
Erfilltheit von Zusicherungen
» Aber: was ist mit den logischen Variablen?
b € Assn ist in Zustand o mit Belegung / erfiillt (o =/ b), gdw
» Zusitzlicher Parameter Belegung der logischen Variablen /: Var — Z
b]k(o) = true
[a].a : Aexpv — (Var — Z) — (¥ — Z) [E]is()
[6]5 : Assn — (Var — Z) — (X — B)
Korrekte Software 11 [31] Rl U Korrekte Software 12 [31] Rl U
Arbeitsblatt 5.2: Zusicherungen Floyd-Hoare-Tripel
Betrachte folgende Zusicherung:
3 = 2x—X-x<X Partielle Korrektheit (= {P} c{Q})
M b c ist partiell korrekt, wenn fiir alle Zustande o, die P erfillen, gilt:
. wenn die Ausfiihrung von ¢ mit ¢ in 7 terminiert, dann erfillt 7 Q.
Gegeben folgende Belegungen /1,. .., /3 und Zustande si, ..., s3:
1 !
s1=(x—0),5%=(xr1),55=(x+>5) E{P}c{Q} <= VIVo.oc E' PA3r.(0,7) E[cle =T FE' Q
h=(Xrm0),h=(X—2),k= (X~ 10) » Gleiche Belegung der logischen Variablen in P und @ erlaubt Vergleich zwischen
Unter welchen Belegungen und Zustanden ist a wahr? Zusténden
h bk [ Totale Korrektheit (= [P] ¢ [Q])
P g ajp 9 9|p 9 a c ist total korrekt, wenn fiir alle Zustande o, die P erfiillen, die Ausfiihrung von ¢ mit o in
S1 7 terminiert, und 7 erfiillt Q.
B
s3 E[PlclQ] <= VI.Vo.0 = P= 3r.(0,7) e [cJe AT E' Q
Wie kann man a so andern, dass a fir alle Belegungen und Zustande wahr ist?
Korrekte Software 13 [31] Rl U Korrekte Software 14 [31] Rl U
Beispiele Arbeitsblatt 5.3: Giiltigkeit
» Folgendes gilt:
[= {true} while(1){ } {true}
Welche dieser Hoare-Tripel ist semantisch giiltig?
» Folgendes gilt nicht:
; /] {x=XAx=>3} // {b=B} [/ {x=Xny=Y}
k= [true] while(1){ } [true] e X3 e e e sy
if (x <0) x=0; x= a+tb; y= x—y;
x= x+3; /] {x=a+B} X= x—y;
» Folgende gelten: /] {x=X} [/ {x=YAy=X}
k= {false} while (1) {} {true}
k= [false] while (1) { } [true]
Wegen ex falso quodlibet: false = ¢
Korrekte Software 15 [31] Rl U Korrekte Software 16 [31] Rl U




Giiltigkeit und Herleitbarkeit

» Semantische Giiltigkeit: = {P} c {Q}
» Definiert durch denotationale Semantik:
E{P}c{Q} <= VINYo.o = PAIr.(0,7) € [cle =T ' Q
» Problem: miissten Semantik von ¢ ausrechnen
» Syntaktische Herleitbarkeit: - {P} c {Q}
» Durch Regeln definiert
» Kann hergeleitet werden

» Muss korrekt beziiglich semantischer Gilltigkeit gezeigt werden

» Generelles Vorgehen in der Logik
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils

» Der Floyd-Hoare-Kalkiil erlaubt es, Zusicherungen der Form - {P} c {Q} syntaktisch
herzuleiten.

» Der Kalkiil der Logik besteht aus sechs Regeln der Form

F{Pi}a{Qi}...F{Pa} cn {Qn}
F{P}c{Q}

» Fiir jedes Konstrukt der Programmiersprache gibt es eine Regel.

Korrekte Software 18 [31]
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Zuweisung

F{Ple/x]} x = e{P} J

» Eine Zuweisung x=e adndert den Zustand so dass an der Stelle x jetzt der Wert von e steht.
Damit nachher das Pradikat P gilt, muss also vorher das Pradikat gelten, wenn wir x
durch e ersetzen.

> Es ist véllig normal (aber dennoch falsch) zu denken, die Substitution gehére eigentlich in
die Nachbedingung.

Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Sequenzierung

F{Ata{B} F{B}a{C}
F{A} c1; 2 {C}

» Hier wird eine Zwischenzusicherung B benétigt.

={A A
> Beispiele: {AH{}{A}
/] (2(x < 10)[5/x] < 5 < 10} J/{x+1<10 = x <9} > Trivial.
x =5 x = x+ 1
// {x < 10} //{x <10}
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Ein allererstes Beispiel Vereinfachte Notation fiir Sequenzen
r—_ » Was berechnet dieses Programm?
X=Yy; » Die Werte von x und y werden vertauscht. [y =YArx=X}
_ z= x;
y=z > Wie spezifizieren wir das? //ly=YAz=X}
> E{x=XAy=Y}p{y=XAx=Y} x=y;
Herleitung: /] {x=YNANz=X}
y=z;
F{x=XAy=Y} F{?z=XAy=Y} /] {x=YAy=X}
z=x, X =Yy,
{?2z=XANy=Y} {z=XAx=Y}
F{x=XAy=Y} F{?z=XAx=Y} » Die gleiche Information wie der Herleitungsbaum
Z=X;X=Y, y=2z
{?2z=XAx=Y} {y=XAx=Y} > aber kompakt dargestellt
F{x=Xny=Y} > Beweis erfolgt riickwirts (von der letzten Zuweisung ausgehend)
Z=xX;Xx=Yy,y=2
{y=XAx=Y}
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Arbeitsblatt 5.4: Ein erster Beweis

Betrachte den Rumpf des Fakultatsprogramms:

//(B)
p= p*x c;
// (A)
c= ct+ 1;

/] Ap=(c— 1)1}
» Welche Zusicherungen gelten
@ an der Stelle (A)?

@ an der Stelle (B)?
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Weakening

A=A F+{A}c{B} B=8
F{A}c{B}

» = {A} c{B}: Ausfiihrung von c startet in Zustand, in dem A gilt, und endet (ggf) in
Zustand, in dem B gilt.

» Zustandspradikate beschreiben Mengen von Zustanden: P C Q gdw. P = Q.

» Wir kénnen A zu A’ einschrinken (A’ C A oder A’ = A), oder B zu B’ vergréBern
(B C B oder B=> B'), und erhalten |= {A'} c{B'}.
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Arbeitsblatt 5.5: Ein zweiter Beweis

Wir betrachten noch einmal das Vertauschen ohne Hilfsvariable:

[ {x=XNy=Y}
/1 (A)

X= x+y;

/1 (B)

y= x—y;

/(€

x= x=y;

/1y =XAx=Y}

» Welche Zusicherungen gelten an den Stellen (A), (B), (C) und wie werden sie so
vereinfacht, dass die Vorbedingung entsteht?

Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Fallunterscheidung

= {ANA b} {B} F{AA-b}c {B}
= {A} if (b) co else ¢; {B}

» In der Vorbedingung des if-Zweiges gilt die Bedingung b, und im else-Zweig gilt die
Negation —b.

» Beide Zweige miissen mit derselben Nachbedingung enden.

® (O
@ (B)?
e (A)?
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Arbeitsblatt 5.6: Dreimal ist Bremer Recht Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Iteration
B hte fol, P :
etrachte folgendes Programm F{AAb}c A}
// (F) » Was berechnet dieses Programm? F {A} while(b) c {AA —b}
if (x <vy) { » Wie spezifizieren wir das?
% (E > Welche Zusicherungen miissen an den Stellen (A) — (F) > lteration korrespondiert zu Induktion.
5
z = x gelten:. ) . > Bei (natiirlicher) Induktion zeigen wir, dass die gleiche Eigenschaft P fiir 0 gilt, und dass
) /{ (C){ > Wo miissen wir welche logische Umformungen nutzen? wenn sie fir P(n) gilt, daraus folgt, dass sie fir P(n+ 1) gilt.
else
// (D) » Analog dazu benétigen wir hier eine Invariante A, die sowohl vor als auch nach dem
I Schleifenrumpf gilt.
=Y
// (B) » In der Vorbedingung des Schleifenrumpfes kdnnen wir die Schleifenbedingung b annehmen.
J;/ ) » Die Vorbedingung der Schleife ist die Invariante A, und die Nachbedingung der
Schleife ist A und die Negation der Schleifenbedingung b.
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Wie wir Floyd-Hoare-Beweise aufschreiben

> Beispiel zeigt: - {P} c{Q}
» Programm wird mit giiltigen Zusicherungen annotiert.

// {P}
/1 {P2le/x1}

Uberblick: die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils

F{Ple/x]} x = e{P}

F{AAb} o {B} I+ {AA-b}c{B}

x= e; . . . . .
7Py > \l\ﬁzﬁéledrinzgi:lne;teht die Vorbedingung, danach die F (A} if (b) co else c; {B}
chifle (< m) i » Muss genau auf Anweisung passen.
/] {Ps A x <n} F{AAb}c{A}
// {F’;[a/z]} » Implizite Anwendung der Sequenzenregel. F [A} while(b) c {AA b}
&= 8j » Weakening wird notiert durch mehrere Zusicherungen, und
i/ {Ps} muss bewiesen werden. F{A} i {B} F{B}a{C}
» Im Beispiel:P P , P. Ps, P3 A Py, EIAVIVIAY
1/ {Pa A=< ) e e e P Py Bohx <= B FAT AT F A aalc)
//{Q}
A= A F{A}c{B} B=— B
F{A}c{B}
Korrekte Software 29 [31] Rl U Korrekte Software 30 [31] DRI U

Zusammenfassung Floyd-Hoare-Logik

» Die Logik abstrahiert iiber konkrete Systemzustinde durch Zusicherungen
» Zusicherungen sind boolsche Ausdriicke, angereichert durch logische Variablen.
» Hoare-Tripel {P} c {Q} abstrahieren die Semantik von ¢

» Semantische Giiltigkeit von Hoare-Tripeln: |= {P} c {Q}.

> Syntaktische Herleitbarkeit von Hoare-Tripeln: - {P} c { Q}

» Zuweisungen werden durch Substitution modelliert, d.h. die Menge der giiltigen
Aussagen andert sich.

» Fiir Iterationen wird eine Invariante benétigt (die nicht hergeleitet werden kann).
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Die Floyd-Hoare-Logik bis hierher Uberblick: die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils
» Hoare-Tripel {P} c {Q} spezifizieren was ¢ berechnet (Korrektheit) " {Ple/x]}x = e {P}
F{AADb B F{AAN-b B
» Semantische Giiltigkeit von Hoare-Tripeln: |= {P} c {Q}. { bo { } { } e {B}
= {A} if (b) oo else c1 {B}
» Syntaktische Herleitbarkeit von Hoare-Tripeln: - {P} c { Q}
= {AA b} c{A}
» Zuweisungen werden durch Substitution modelliert, d.h. die Menge der giiltigen F {A} while(b) c {A b}
Aussagen andert sich.
¢ FAla(B)  F{Bla{C)
={A A = {A} a; C
» Fiir Iterationen wird eine Invariante benétigt (die nicht hergeleitet werden kann). (AHHA) (Ateie{c}
A=A F{A}c{B} B= B
F{A}c{B}
Korrekte Software 3[19] <19 Korrekte Software 4 [19] Rl U
Invarianten finden: die Fakultat Invarianten finden
Invariante:
Ei } p=(c-1!rnc—1<nnc>0 @ Initiale Invariante: momentaner Zustand der Berechnung
/1A
hil = . .
w /'/e{/(/\cci n}n) { » Kern der Invariante: Fakultat bis ¢ — 1 ® Invariante und negierte Schleifenbedingung muss Nachbedingung implizieren; ggf.
p=op * c: berechnet. Invariante verstarken.
c=c+ 1; » Invariante impliziert Nachbedingung
au; p=nl=(c—1)! L . . . )
} > ~(c<n) e c—12>n— was fehlt? © Beweise innerhalb der Schleife benétigen ggf. weiter Nebenbedingungen; Invariante
- N B arken.
% gl Aﬁ ISf}S m} » Nebenbedingung fir Weakening innerhalb verstarken
D= der Schleife.
» ¢l =cx(c—1)! gilt nur fir ¢ > 0.
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Zahlende Schleifen Arbeitsblatt 6.1: Summe |
1 //{0<n} @ Was ist die initiale Invariante?
2 x= 0; @® Was fehlt, um aus der initialen Invariante
= 1. <= n: i = 1; die Nachbedingung zu schlieBen?
. o . for (i= 1; i<=n; i++) { P e i ie Naci gung
> Fakultat ist Beispiel fiir zahlende Schleife (for). o :: W)(’!';éf <=n) { © Was fehlt, damit der Schleifenrumpf die
» Fir Nachbedingung ¢[n] ist Invariante: } . . C+1'; Invariante erhalt?
li—1/nAi-1<n ist syntaktischer Zucker fiir T} Annotiert das Programm mit den
- =1 o // {x=sum(0,n)} Korrektheitszusicherungen!
while (i<=b ) { Hierbei ist sum(a, b) die Summe der Zahlen von a bis b, mit folgenden Eigenschaften:
» Ggf. weitere Nebenbedingungen erforderlich |: P41 a> b= sum(a,b) =0
» Variante: i =0,...,n—1 } a< b= sum(a,b) = a+ sum(a+1,b)
a< b= sum(a, b) = sum(a,b—1)+ b
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Losungsblatt 6.1: Summe |

//{0<n}

// {0 = sum(0,0) A0 <1A0 < n}

// {0=sum(0,1-1)A0<1A1—-1<n}

x= 0;

/] {x=sum(0,1—1)A0<1AL1—1<n}

= 1;

// {x=sum(0,c —1)AO<cAc—1<n}
while (c <= n) {

// {x =sum(0,c —1)AO<cAc—1<nAc<n}
/] {x+c=sum(0,c —1)+cA0<cAc<n}
// {x+c=sum(0,c) ANO < cAc<n}

x= x+cC;

// {x = sum(0,c) A0 < cAc<n}

c= c+1;
/] {x = sum(0,c —1) A0 < cAc—1<n}

// {x = sum(0,c —1) A0 < nAc—1<nA—(c<n)}

// {x =sum(0,c —1)Ac—1<nAc—1>n}
/] {x= sum(0,m)}

Korrekte Software

7/ {x = sum(0, (c+1) ~1)A0O< c+1A(c+1)—1<n}

Invariante:

x =sum(0,c — 1)
Nc—1<n
ANO0<c

Bendtigte Eigenschaften von
sum:

sum(a,a) = a
a<b= sum(a,b)=
sum(a,b—1)+ b

9 [19] PRIy

Variante der zahlenden Schleife

//{0<y}
// {0=sum(0,0) A0 < y A0 < 0}
x= 0;

// {x =sum(0,0) A0 <y A0 <0}

= 0;

// {x =sum(0,c) Ac <y AO<c}

while (c < y) {

/] {x=sum(0,c) Ac<yAO<cAc<y}

/] {x+ (c+1) = sum(0,¢) + (c + 1) Ac <y AO < c}
[/ {x+c+1=sum0,c+1)Ac+1<yA0<c+1}

c= c+1;
// {x+c=sum(0,c)Ac<yA0<c}
X= x+c;

// {x = sum(0,c) Ac <y AO< c}
// {x = sum(0,c) Ac <y A0 < c A(c < y)}

[/ {x=sum(0,c)Ac<yAc>y}
// {x = sum(0,y)}

Korrekte Software

» Was ist hier die Invariante?

x =sum(0,c)Ac<yAO0<c

» Kein C-ldiom
> Startwert 0 wird ausgelassen

10 [19] K1 U

Arbeitsblatt 6.2: Summe ||

// {n=NAO< n}
x= 0;

while (n != 0) {
X= X+n;

n= n—1;

}
/1 {x = sum(0,N)}

Korrekte Software

» Was ist der erste Teil der Invariante?
» Der Rest ist wie vorher?

» Annotiert das Programm mit dem
Korrektheitszusicherungen.

11 [19] 219

Losungsblatt 6.2: Summe Il

[/ {n=NAO<n}

// {0=0An=N}

// {0 =sum(n+1,N) A n=N}

// {0=sum(n+1,N)An< N}

x= 0;

// {x =sum(n+1,N)An< N}

while (n 1= 0) {

/] {x=sum(n+1,N)An< NAn#0}
// {x+n=n+sum(n+1,N)An< N}
/] {x+n=sum(n,N)An< N}

x= x+n;

// {x=sum(n,N)An< N}

/] {x=sum((n—1)+1,N)An—1< N}
n= n—1;

/] {x=sum(n+1,N)An< N}

}

// {x=sum(n+1,N)An< NA-(n#D0)}
sum(n+1,N) A n =0}

sum(1, N)}

sum(0, N)}

Korrekte Software

Invariante:

sum(0, n) + x = sum(0, N)
x 4+ sum(0, n) = sum(0, n) + sum(n+ 1, N)
x =sum(n+1,N)

wenn n < N

12 [19] K1 U

Fakultat Revisited

Dieses Programm berechnet die Fakultat von n:

/] {n=NAO< n}

[/ {n'=N'An=NAO<n}
//{nl-1=N'An<NAOZ n}

= 1;

// {nl-p=NIAn<NAO< n}

while (0 < n) {

// {nt-p=N'An<NAO<nAO< n}
// {nt-p=N'An<NAO<n}
J/{(n=1)!n-p=NAR<NAO<n}
p= n*p;

// {(n=1)1-p=NIAR<NAO< n}
/) {(n=1)l-p=N'An=1<NAO<n-—1}
n= n—1;

// {nt-p=NIAnR<NAOSZ n}

J/ ' p=NIAR<NAO< A< n)}

// {n'-p=NIAO< nAn>0}
// {p=N'}

Korrekte Software

nl-p=NI!
ANO<n
An<n
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1

2

3 ;

4+ while (b<=r) {
5 r= r—b;

6 q= q+1;

7

8

}
//{a=b-q+rA0<rAr<b}

Korrekte Software

Arbeitsblatt 6.3: Nicht-zahlende Schleife

Was ist hier die Invariante?

» Hinweis: es ist ganz einfach.

14 [19] P U

Losungsblatt 6.3: Nicht-zahlende Schleife

//{0<a}

/] {a=b-0+an0<a)
7 Gomb-0trn0<n)
q= 0;

//{a=b-q+rrn0<r}
while (b <= r) {
//{a=b-q+rA0<rAb<r}

// {a q+rAb<r}
/) {a=b-q+b+(r—b)AO<r—b}
r=r—b;

{2 = b g+ b+ A< }
(q+1)+rA0< 1}

// {a=b-q+rn0<r}
}

//{a=b-q+rA0<rA=(b<r)}
//{a=b-q+rA0<rAr<b}

Korrekte Software

» Der Schlissel ist die Beobachtung, dass
der dritte Teil der Nachbedingung
genau die negierte Schleifenbedingung
ist.

» Der Rest ist also die Invariante.
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Beispiel 5: Jetzt wird’s kompliziert. . .

//{0<a}

= 13

s= 1;

= @3

while (s <= a) {
t= t+ 2;
S= st t;
i= i+ 1;

© ® < o o & w o o~

}
o //H{i*P<ana<(i+1)%}

Korrekte Software

» Was berechnet das? Ganzzahlige Wurzel
von a.

» Invariante:

s—t<aAt=2-i+1As=i+t

» Nachbedingung 1:
> s—t<as=iP+t=i’<a

» Nachbedingung 2:
> s=24+tt=2-i+1l=s=(i+1)?
> a<ss=(i+12=a<(i+1)?
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Beispiel 5: Jetzt wird’s kompliziert. . .

//{0<a}
//{1-1<aAl=2.0+1A1=0%+1}
t= 1;
J/{l-t<aAt=2-0+1A1=0%+1t}
s= 1;
//{s—t<aAt=2-0+1As=02+t}
i= 0;

/] {s—t<aAnt=2-i+1As=i+t}
while (s <= a) {
/] {s—t<ant=2-i+1As=i?+tAs<a}
//{t=2-i+1As=P+tAs<a}
/] {s<aAt+2=2.i+3As=PF+2.i4+1}
[/ {s+(t+2)—(t+2)<ant+2=2-(i+1)+1As+(t+2)=(i+1)>+(t+2)}

Zum Abschluss etwas Magie
Fast Inverse Square Root

(Quake 111, John Cormack)

float Q_rsqrt( float number )

long i;
float x2, y;
const float threehalfs = 1.5F;

x2 = numberx 0.5F;
= number;
= % (long ) &y;

Verkiirztes Newton-Verfahren

,Evil floating-point bit-level
hacking"

Nicht zu verifizieren (nicht
standard-konform)

y
t= t+ 2; !
[/ {s+t—t<ant=2-(i+1)+1As+t=(i+12+t} i = 0x5f3759df — (i > 1 );
s= s+ t; y = x (float x) &i;
_//(_sJ:zlgaAt:2~(i+1)+1/\s:(i+1)2+r} y =y * (threehalfs — (x2 x y * y));
i= it 1; _ .
J/{s—t<ant=2.i+1As=i2+1} //eyt,{‘*(threehalfs-(xz*y*y))l
return y;
/] {s—t<ant=2-i+1As=P+tA=(s<a)} }
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Zusammenfassung

» Der schwierigste Teil bei Korrektheitsbeweisen mit dem Floyd-Hoare-Kalkiil sind die
while-Schleifen.

» Die Regel fiir die while-Schleife braucht eine Invariante, die nicht aus der Anwendung
erschlossen werden kann.

» Wir kénnen die Invariante in drei Stufen konstruieren:
@ Algorithmischer Kern: was wird bis hier berechnet?
@ st die Invariante stark genug, um die Nachbedingung zu implizieren?

©® Wird die Invariante durch die Schleife erhalten? Werden noch Nebenbedingungen benétigt?

» Vereinfachender Sonderfall: zdhlende Schleifen (for-Schleifen)
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09:08:52 2021-07-01 1[12] <19 Korrekte Software 212 K1 U
Floyd-Hoare-Tripel: Giiltigkeit und Herleitbarkeit Uberblick: die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils
» Definition von letzter Woche: P, Q € Assn, ¢ € Stmt W
Plc{@ “Hoare-Tripel gilt” semantisch
F{Frel@ € ( ) F{AABY@{B} F{AA-blc{B)
F{P}c{Q} “Hoare-Tripel herleitbar” (syntaktisch) = {A} if (b) oo else c1 {B}
> Frage: +{P}c{Q} «» E{P}c{Q} F {AA b} c{A}
= {A} while(b) c{AA-b
> Korrektheit: - {P} ¢ {Q} == = {P}c{Q} {A} while(b) ¢ { }
> Wir kdnnen nur giiltige Eigenschaften von Programmen herleiten. F{A}a {B} F{B}{C}
? F{AH{ A} F{A}cii 2 {C}
» Vollstandigkeit: = {P} c{Q} =+ {P}c{Q}
/ )/
> Wir konnen alle giiltigen Eigenschaften auch herleiten. A=A F{A}c{B} =8
F{A}c{B}
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Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils Korrektheit der Zuweisung
Der Floyd-Hoare-Kalkul ist korrekt. W
Wenn - {P} c{Q}, dann = {P} c{Q}.
Zu zeigen: |= {P[e/x]} x = e{P}
Beweis: — ViYoo' Ple/x]A3o’ . (0,0)) €[x = el = o' = P
> Definition von [= {P} ¢ {Q}: = ViVo.o ' Ple/x] = o(lx = [ela(o)]) ' P
ith (o, = €[x=
E{P}c{Q) <= VI.Vo.0 ' PA 3o (0,0) € [cle = o' ' Q with (o, 0(fe = [eda()])) € b = ele
> Beweis durch Regelinduktion iber der Herleitung von - {P} ¢ {Q}. Wir benétigen folgende Lemma (Beweis durch strukturelle Induktion iiber B und a):
/ I
» Bsp: Zuweisung, Sequenz, Weakening, While. o ' Ble/x] <=0olx = [e]a(o)] E' B
I a7/ I
» While-Schleife erfordert Induktion iiber Fixpunkt-Konstruktion [ale/x]Nav (o) =[ala(o[x — [e]a, (o))
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Korrektheit der Sequenzenregel Vollstandigkeit der Floyd-Hoare-Logik
F{Ala{B} F{B}a{C}
F{A} ci; 2 {C}
Annahmen: Floyd-Hoare-Logik ist vollstandig modulo weakening.
(A1) = {A} e {B} < VIVo.o = AATd (0,0) € [a]e = o’ E' B Wenn |= {P} c{Q}, dann - {P} c{Q} bis auf die Bedingungen der Weakening-Regel. J
(A2) E{B}a{C} < VIVo.oc ' BATd' . (0,0') e [a]c = E'C
Zu zeigen: > Beweis durch Konstruktion einer schwéchsten Vorbedingung wp(c, Q).
E{Ala;0{C}<=VIVo.o = AAT0' . (0,0") € [a; a]c = o' E' C
(0,0") € [a1; e2le <= (0,0") € [a]c o [cle > Problemfall: while-Schleife.
= 3p.(0,0) € [aade A (. ") € [ale
Aus o =' A und 3p. (0, p) € [a]c folgt mit (Al) p ' B
Aus p =/ B und 30", (p, o) € [e]c folgt mit (A2) o' =/ € O
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Vollstandigkeitsbeweis

» Zu Zeigen:

Ve € Stmt.YQ € Assn.3wp(c, Q).VI.Vo.0 = wp(c, Q) = [c]co ' @

» Beweis per struktureller Induktion iber c:

> ¢ = {}: Wahle wp({}, Q) := Q

Vollstandigkeitsbeweis: while

> ¢ = while (b) co:

Wie missen eine Formel finden (wp(while (b) ¢, Q)) die alle o charakterisiert, so dass

o =/ wp(while (b) ¢, Q)
«— Yk > 0Voo,...,0k.

o =0g

VO<i<k(oi = bA  [aleoi = ois1
Sl s

cp terminiert auf o; in ojs1

ok E'bVvQ

» Es gibt so eine Formel ausdriickbar in Assn, die im Wesentlichen darauf aufbaut, dass

> c= X = a: wahl X =a, = -
¢ a: wahle wp( 2,Q):= Qla/x] @ jede Sequenz an Werten, die die Programmvariablen X in b und ¢y annehmen, mittels einer
> ¢ = ¢; c: Wahle wp(cp; c1, Q) := wp(co, wp(ct, Q)) Formel beschrieben werden kann (3-Pradikat)
> c=if b else c;: Wihle wp(c, Q) := (b Awp(co, Q) V (b Awp(cr, Q)) ® wp(co, X = ai+1(X)) die Formel beschreibt, was vor ¢y gelten muss, damit hinterher die
Programmvariablen X die Werte 0;.1(X) haben
> ¢ = while (b) ¢p: 77 X . . X .
© —wp(co, false) beschreibt was vor ¢y nicht gelten darf, damit ¢y nicht terminiert.
Korrekte Software 912 Kl U Korrekte Software 10 [12] Rl U

Vollistandigkeit der Floyd-Hoare-Logik Zusammenfassung

Floyd-Hoare-Logik ist vollstandig modulo weakening.

Wenn = {P} c{Q}, dann + {P} c{Q} bis auf die Bedingungen der Weakening-Regel. J

» Die Floyd-Hoare-Logik ist korrekt, wir kdnnen nur giiltige Zusicherungen herleiten.

> Beweis durch Konstruktion einer schwachsten Vorbedingung wp(c, Q).

» Problemfall: while-Schleife.
» Beweis durch Struktur iiber der Ableitung: wir beweisen jede Regel als korrekt.
» Vollstandigkeit (relativ):
E{PYc{Q} & P=wp(c,Q) » Die Floyd-Hoare-Logik ist vollstandig bis auf das Weakening.

» Wenn wir eine giiltige Zusicherung nicht herleiten konnen, liegt das nur daran, dass wir
eine Beweisverpflichtung nicht beweisen kénnen.

> Logik erster Stufe ist unvollstandig, also konnen wir gar nicht besser werden.
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Motivation Arrays
> Beispiele:
) B int six[6] = {1,2,3,4,5,6};
» Immer nur ganze Zahlen ist doch etwas langweilig. int a[3][2];
int b[][] ={ {1, 0},
> Weitere Basisdatentypen von C (Felder, Zeichenketten, Strukturen) {3, 7}, .
{5, 8} }; /* Ergibt Array [3][2] x/
» Noch rein funktional, keine Referenzen > b[2][1] liefert 8, b[1][0] liefert 3
» Index startet mit 0, row-major order
» Nicht behandelt, aber nur syntaktischer Zucker: enum > In CO: Felder als echte Objekte (in C: Felder = Zeiger)
» Allgemeine Form:
» Prinzipiell: keine union
typ name|[groessel][groesse2]...[groesseN] =
> Alle Felder haben feste GrdBe.
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Zeichenketten Strukturen
» Strukturen haben einen structure tag (optional) und Felder:
t t Vorl
» Zeichenketten sind in C (und CO) Felder von char, die mit einer Null abgeschlossen S Lr‘;r d;)zreensti:g[zﬁ [30];
werden. char titel [30];
int cp;
> Beispiel: } ksgm;
char hallo[6] = {'h’, "a’, "I", "I', "o’, "\0" } struct Vorlesung pi3;
» Zugriff auf Felder iiber Selektoren:
» Natzlicher syntaktischer Zucker: TR 0
int i = 0;
char hallo[] = "hallo"; char namel[] = "Serge Autexier";
while (i < strlen(namel))
X ksgm.dozenten [0][i] = namell[i];
» Auswertung: hallo [4] liefert o F= 4 il
}
> Rekursive Strukturen nur tiber Zeiger erlaubt (kommt noch)
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CO: Erweiterte Ausdriicke Werte und Zustande
> Lexp beschreibt L-Werte (I-values), abstrakte Speicheradressen > Zustande bilden strukturierte Adressen auf Werte (wie vorher) ab.
» Neuer Basisdatentyp C fiir Zeichen Systemzustande
» Locations: Loc ::= Idt | Loc[Z] | Loc.ldt
» Erweiterte Grammatik:
> Werte: V=75 C
Lexp /:=Idt | /[a] | /.1dt » Zustinde: ¥ £ Loc —~ V
Aexp a:=Z|C|lLexp|ai+a|a—a|axa|a/a
» Wir betrachten nur Zugriffe vom Typ Z oder C (elementare Typen)
Bexp b:=1|0|ai==a |a1 <a|!b| b && by | b1 || by
Exp e:= Aexp | Bexp » Niitzliche Abstraktion des tatsachlichen C-Speichermodells
Korrekte Software 7 [30] Iy Korrekte Software 8 [30] Rl U




Beispiel

Programm Zustand

struct A {

int c[2]; x[0].c[0] > 1 x[1].c[0] = 3
struct B { x[0]-c[1] 2 x[1].c[1] 4
CL‘?' name [20]; [0].b.name[0] - *n’ x(1].b.name[0] > ‘n'

}? ' x[0].b.name[1] — *a’ x[1].b.name[1] — ‘3’

x[0].b.name[2] » ‘m’

x[0].b.name(3] -+ ‘¢’

x[1].b.name[2] — ‘m’
struct A x[] = { x[1]-b.namel[3] - ‘¢

Operationale Semantik: L-Werte
> Lexp m wertet zu Loc / aus: (m, ) —jexp | | L
x € ldt

(X,0) = Lexp X

(M, o) Slep | # L (3,0) Daep i # L
(mla], o) = Lexp I[i]

(m, o) =Lexp ! (a,0) = pexp | i=_1 oder =L

{é{lgz}' T T A X[0].b.name[4] > 1’ x[1].b.name(4] — 2’ (mlal, o) = 1ep L
) TeEa et X[0].b.name[5] > "\0' X[1].b.name[5] > \0'
(3.4 (m.0) St 1 # L
{0n et mt e, 20 N0} (m.i,o) =pexp i
}
b (M, o) = Lexp L
(m.i, o) =rexp L
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Operationale Semantik: Ausdriicke
» Ein L-Wert als Ausdruck wird ausgewertet, indem er ausgelesen wird:

(M, o) = Lexp | I '€ Dom(c)

<m, U) — Aexp U(’)

(mo) 2iep!  1¢Dom(o)  (m,0) Siep L

(m, o) = pexp L (m, o) = pexp L

» Auswertung fiir C:

(¢ C,0) = pexp Ord(c)

wobei Ord : C — Z eine bijektive Funktion ist, die jedem Character eine Ordinalzahl
zuweist (zum Beispiel ASCII Wert).

Korrekte Software 11 [30] Rl U

Operationale Semantik: Zuweisungen

» Zuweisungen sind nur definiert fiir elementare Typen:

(m:7,0) =pexp | (exT,0) = v 7 elementarer Typ

(m=e,0) =stme o[l V]
In allen anderen Fillen (L, keine/unterschiedliche elementare Typen)

(m=e,0) —stme L

» Die restlichen Regeln bleiben

Korrekte Software 12 [30] Rl U

Denotationale Semantik
» Denotation fiir Lexp:

[-]z : Lexp — (X — Loc)
[x]c = {(0:x) [ e € T}
[mlallz = {(o. 1[1) | (0. 1) € [m]z, (o, /) € [a]a}
[m-ile ={(o.1i) | (o,1) € [m]c}
» Denotation fiir Characters c € C:

[c]a = {(o,Ord(c))lo € T}

» Denotation fiir Zuweisungen:

[m=ele = {(o.0ll = V]) | (0, )) € [m]z, (0, v) € [e]a}

Floyd-Hoare-Kalkiil

» Die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils berechnen geltende Zusicherungen

» Notige Anderung: Substitution in Zusicherungen wird zur Ersetzung von Lexp-Ausdriicken
F{Ple/x]} x = e{P}
> Jetzt werden Lexp ersetzt, keine Idt

F{Ple/NN} 1 =e{P}
Anmerkung: / und e enthalten keine logischen Variablen.

» Gleichheit und Ungleichheit von Lexp nicht immer entscheidbar
> Problem: Feldzugriffe
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Von der Substitution zur Ersetzung Beispiel
Assn b= true| false|ay =a | a1 < a | p(er,...,en) (Literale)
| =b|[biAby|biVby| by — by|VYv.b]|3v.b )
int a[3];
tr
truele/l] := true nle/l] = n (nezZwc) % E?) f}g}
false[e/l] := false e falls | — a[2] = 3;
(a1 = a)le/N] = (arle/1] = ale/N) e/ M= e/ { I sonst (I"€ Lexp) Y -
(b1 A Ba)le/N) = (balt/x] A bole/ ) e ot , ] =4 FAPle/ N} = e{P}
(vv. b)le/] := V. (ble/1]) (o1 + 2)le/f] = arle/l] + 2ale/l] 7] (o01] - 2] = 12)
//[0{]5 -a[1] - a[2] = 60}
a =5;
Beispiel Problemsituationen: . . _
(el O[5/ €[1] 0] =7 (A e
(c[L]-x[O)[B/c{1].x[]) =7
(clil.x[oD)(8/ 1] i1l =7
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Beispiel: Problem

Arbeitsblatt 8.1: Jetzt seid ihr dran

int a[3
int i [ li Annotiert die beiden folgenden Programme:
<5
§§§071<2} int a[2]; int a[3];
/7l #A1) int b[2]; int i;
alo] = 3 //{0<nA0< mAn< m} // {0 < n}
1 i#1) ] = A
/] {i#1AT=T7)} _— . //- .
a[1] = 7; - {Ple/N}1=e{P} et = Al = A
1Aal]=7
e b[1] = a[0] + n alo] = n;
7 A ina =7} /0 i
. a[l] = b[0] * b[1]; a[2] = a[2] * a[0];
i=1A7T=-1 i#1Aa[l]=7Hall=7
e R YR T ol
//{all] =7}
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Erstes Beispiel: Ein Feld initialisieren Beispiel: Suche nach dem maximalen Element
1/ {0<n)
: Y o im0 2 //{vi0Si<o el sl A0<on0<0<n)
Z f(avo /< L,]—/» o : //{(V/G*i/(rf«vah]&a[ﬂ]/\0<1/\0(0<n)
Z whnlejénéjn) { s 3 ,h{l(v/(0< J)<(r*>a[/] <a[)AO<iA0<r<n}
/ <j<i Ai<n while (i< n
7 Vi fvfogjé{ )< b 8 ,//'{(\'//05](rfﬂzu]ga[l])/\0§1<rv/\0<r<ﬂ)
g {vJAo((g/:<A. i» hy )/\,Aj[;]:,l) lg ir,’/(((:,[.ﬁé,:[lylﬁzm<a[r])»\og.+1<n»og <n}
10 {¥j.0<j<i+ > ((T=jAi=)V G #inal]=i) 11 JIA(9.0<j<i—al] <a[)AO<i+1<nAO0<r<nAalr]< alil}
1 AIF1 < n} 12 //((Vjﬁi/<!~>3[_/’]&3[r]/\a[]gz[r]/\ﬂgr+1§n/\0§r<n}
12 i 13 Vji0<j<i+l—aj]<alil)A0<i+1<nA0Zi<n}
13 ((VJO<//r+lf~>ab]71)/\l+]&n} 14 ;
14 15 { <j<i+1l »alj] <alr)A0<i+1<nA0<r<n}
i: //{(VJO<//!—»3[J]*/)/\!\I)} g
17 J/{(0<j<i—all=j)Ai<nAi>n} 18 <j<i—a] <) A0<i+1<nA0<r< /m(a[,]<a[]))
18 /) {¥.0<j<n—>al]=j} 19 <j<itl—af] <a)A0<it1<nA0<
20
> Wichtiges Theorem: ;; // ((vjo(,<171~»amg AN A0<i+1<nA0<r<n}
23 i {(V/O(j<rf~vah]<a[]AOS/S"/\OSr(n}
(%j.0<j<n— P[])AP[N] = Vj.0<j<n+1— P[j] 0% <1 s A ANNOS IS nAOS s <nAn< i)
26 //{(Vjo<j<n-—al]<al])A0<r<n}
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Vorgehensweise Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element
1 =0 Merkt euch folgende korrekten
i=0; : .
1 /{0 @ Finde/rate/formuliere Invariante / 2 r= —1; logischen Umformungen:
2 whil @ Beweise (/ A —b) — & 3 while (i< n > (F AH)V (G A H) ist aquivalent
@ (& 2u (FV G) A H
3 // {l A b} © Zeige mittels Floyd-Hoare-Regeln, 4 if (a[i] =0) { N
4 c dass Invariante durch 5 r=i; » —F V G ist aquivalent zu F — G
5 /1 {1} Schleifenrumpf ¢ erhalten bleibt 6 I
N 7 else
6 } @ Setze Beweis mit Floyd-Hoare 8 ) {
7 /[ {IA-b} Regeln vor der Schleife fort L
8 // {®} 9 i= i+1;
10 }
11 //{r#-1—0<r<nAa[r] =0}
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Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element Benutzte Logische Umformungen
; /2?%;} 1-—0<-1<0Aa[-1]=0A0<0<n} > Zeilen 11-12:
3 0;
: JI{(-1#-1—0< —1<iAna—1=0A0<i<n} » [DAC]=[C]und
= —1;
e Lr’hl{l(;#(;l;)ﬂo( r<inal]=0A0<i<n} > Erweiterung von C auf B(i) A C, weil C + B(i) gilt.
8 J{(r#-1—0<r<iAal=0)A0<i<nAi<n}
E 'r/ {2 oS r<inall=tAoS i1 n) > [¢] = [¢V ] in der Form
1 JIAr# —1-50<r<iAnal=0)A0<i+1<nAali]=0}
BI)AC i . R
v ey [(BI) A O = [(-AWM A C) v (B() A C))]
c - - B(i) c
—_——
13 <nnall=0)v(O<i \r—lAa[]f0/0<:+1 A al] = 0)} » DeMorgan:
14 i ali] = <i <nAali] = o - o o
15 S T N T Lt () [(FA@) A C) v (B(i) A C))] = [(=A() v B(i)) A C]
8() ¢
e ’,'T(i(} #-1-—0<r<i+1Aal=0A0<i+1<n} > Klassische Implikation:
18
19 else {
R/ A ime T IS ST I NE K PUVVIe U= V]
§§ ’/((l}‘717~>O<r(/+lﬁa[r]—0)/\0<r+1\n)
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27 TR((
28 // ((’#’lﬁéo/r<:/\g[r]:0)/\f:n)
29 //{r




Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

Allgemeine Regel bei Ersetzungen?

10 <n} o
Ll 0s0s0 b o) Wie sieht nun die allgemeine Regel aus fir
3 iln—)a‘é <1< i Aal-1] =0)A0<i<n} %
15 —
o fu (i:n?{fﬂ 0<r<inalr]=0)A0<i<n} s F{Ple/N} I =e{P}
18 1—0<r<inalr] =0 A0<i<nAi<n} s
19 Jer { (r#-1—0<r<iAalr] =0 A0<i+1<n } */
b "r(a[}]:fl]{f 0<r<inalr] —0)A0<i+l<nAali] —0} +/
2 ’"(l(‘lfgwlgan E[:]:‘ua;;,_/f s aeil e int a[3]; int a[3];
33 1‘\(|#717~>0§\<\+1Aa[\]:0)/\ﬂ;\+1§n}«, int i; int i:
25 {(r#-1—0<r< i+l Aafr] = 0) A0S i+I< n } #/ 3[01:3; i = 8;
26
27 a[l] = 7; a[0] = 3;
28 [x% Fr#£-1— 0<r<i Aalr] =0 0< i+l <nAali 0} = .
29 mfﬁriﬂ f‘*USrf i+1 ’\[a][r] :)U/]\A0§+l+1§/r:)[x]# } af2] = 9; a[l] = i;
¥ ) ala[2]—-a[1]] = —1; af2] = 9;
31 Jer { (r#—-1 — 0<r<i+lAa[r] =0)AO0< i+1<n } %/ ' '
e o necren) /] {al21 = -1} alal2]-a[1]] = —1;
Jan r#-1-—0<r<iAafr]=0)A0<i<n]} «/
) // {all] = =1}
35 fex { (r#—-1—0<r<iAalr]=0)A0<i<nA-(i<n)} *
36 fex { (r#£—1—0<r<iAalr] 0) <i<nAi>n} s
37 fex { (r#-1—0<r<iAalr 0) A i } o«
38 [ex{r#-1-—0<r<nAalr] =0}
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Allgemeine Regel bei Ersetzungen (Nur Arrays) Arbeitsblatt 8.2: Langeres Beispiel: Suche nach dem ersten
Wie sieht nun die allgemeine Regel aus fiir Null-Element
—_— Ausgehend von dem vorherigem Beispiel, annotiert folgendes
F{Ple/N|} I = e{P} usg Ve v ig ispi i g
1 0<n}
2
©® Wenn /| Programmvariable ist, wie gewohnt substituieren : "beforeloop — s/
5  while (i<n) {
® Wenn | = a[s]: o i staleor —
® Vorkommen der Form a[t] in Literalen L(a[t]) und s und t beide in Z oder Idt, 5 7
» dann ersetze L(a[t]) durch L(e), falls s = t e
12 jx — afterif — x/
% Vorkommen der Form a[t] in Literalen L(a[t]) und s oder t sind nicht aus Z, B ¥ )
— “endloop — /
» dann ersetze L(a[t]) durch (t = s A L(e)) V (t # s A L(a[t])) I }‘ _ atterloop — +/
17 fex {(r #-1 — (0 <r<nAalr] =0A (Vint j.0<j<r — a[j] #0)))
‘2.2 konnt ihr immer machen, 2.1 ist eine Optimierung 18 A(re=1 — (Vint j . 0<j<n — a[j] #0))} */
» Das ist jetzt immer noch nicht die ganz allgemeine Form, aber fiir unsere Belange reicht das.
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Modellierung

Spezifikation von Funktionen

VYYVYYYVYVYYVYVYYVYYY

Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Riickblick
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Idee

» Hier ist ein einfaches Programm:
[ X =xnY =y}

/X =xAY =2}
y = x;

[/ {X=ynY =2
/X =y AY =x)

» Wir sehen:

@ Die Verifikation erfolgt riickwérts (von hinten nach vorne).

@ Die Verifikation kann berechnet werden.

» Geht das immer?
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Berechnung von Vorbedingungen

» Die Riickwartsrechnung von einer gegebenen Nachbedingung entspricht der Berechnung
einer Vorbedingung.

» Gegeben CO-Programm c, Pradikat Q, dann ist
> wp(c, Q) die schwichste Vorbedingung P so dass = {P} c{Q};
> Pradikat P schwicher als P’ wenn P’ = P

» Semantische Charakterisierung:

Schwachste Vorbedingung
Gegeben Zusicherung Q € Assn und Programm ¢ € Stmt, dann

E {P}c{Q} < P = wp(c, Q)

> Wie kénnen wir wp(c, Q) berechnen?
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Riickwartsanwendung der Regeln

» Zuweisungsregel kann riickwarts angewandt werden, weil die Nachbedingung eine offene
Variable ist — P passt auf jede beliebige Nachbedingung

Arbeitsblatt 9.1: Eine Kleine Fallunterscheidung

Berechnet die Vorbedingung fiir folgendes Programm:

TPl — 1Py /7
F{Ple/N} 1 =e{P} if (y=1) {
» Was ist mit den anderen Regeln? >/<i BF
F{AA b} {B} F{AA-b}c {B} i/
F{A}{} {A} = {A} if (b) co else ¢; {B} else {
y= 0;
= {A} a {B} F{B} o {C} = {AA b} c{A} x= 10;
F (A} @ (C) F {A} while (b) < {AA b} V
/] x+y==10
A=A - {A}c{B} B= B
F{A}c{B}
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Riickwartsanwendung;: if

/)7 F{AAb}c{B} = {AA-b}c {B}

if (b) { - {A} if (b) o else c; {B}
/_(_{Pl} Regel in der Form nicht geeignet. Besser:
é/ Q) AE (P A b)YV (Py A—b)

else { (PLAb)V (P AN=b)Ab <= (PLAb)V false <= Py A b
17 {F2} (P1 A b)V (P2 A=b) A —b <= falseVV (P2 A =b) <= P> A —b
é/ (e} Kombiniert mit Weakening ergibt neue Regel:

/1 1} PiAb=>P F{P}c{B} PyA-b=>P, F{P}co{B}
F{P. A b} {B} F{P,A—b}c {B}
= {(P1 A b)V (P2 A—b)} if (b) co else c¢1 {B}
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Neue Regeln

» Wir kénnen aus dem Hoare-Kalkil neue Regeln ableiten, in dem wir
@ Existierende Regeln instantiieren, oder

@ existierende Regeln verkniipfen.

» Wir benétigen das hier, um die Regeln des Hoare-Kalkiil in eine Form zu bringen, welche
die Riickwartsrechnung ermdéglicht.

Das Hinzufiigen abgeleiteter Regeln ist eine konservative Erweiterung — es lassen sich
damit nicht mehr oder weniger Hoare-Tripel - {P} ¢ {Q} herleiten. J
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Regeln fiir die Riickwartsrechnung

@ Nachbedingung der Konklusion ist von der Form {Q} (offene Meta-Variable)

Regeln fiir die Riickwartsrechnung: while

> while-Regel (1) wird mit Weakening zu (2):

F{IAb}c{l}

- 1
@ Alle Vorbedingungen der Pramissen ist von der Form {P;} (unterschiedliche P;) F {1} while (b) c {/ A b}
’ ’ } ) . INb=R  F{R}c{l} IN-b= Q
© Alle Variablen in den Vorbedingungen der Konklusion, den Weakenings und F {I} while (b) c{Q} (2)
Nachbedingungen der Pramisse sind determiniert?. while ¢

Welche Regeln passen noch nicht? while-Regel passt noch nicht ...
» Implikationen / A b= R, | A =b => Q werden zu Beweisverpflichtungen
» Bedingung / (Invariante) muss vorgegeben werden.

*Entweder in der Nachbedingung oder dem Programmausdruck der Konklusion, oder den Vorbedingungen
der Pramisse enthalten.
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Ubersicht: Regeln fiir den Hoare-Kalkiil Riickwarts Annotierte Programme

» Wir helfen dem Rechner weiter und annotieren die Schleifeninvariante / am Programm.
F{A} ¢ {B} F{B}c{C} » Damit berechnen wir:
F{Ple/x]} x =e{P} F{AH}HA} F{A}aie{C} » die approximative schwichste Vorbedingung awp(c, Q)
F{Ao} e {B} + {Ai}c{B} » zusammen mit einer Menge von Verifikationsbedingungen wvc(c, Q)
F {(Ao A b) V (A1 A=b)} if (b) co else ¢ {B}
» Die Verifikationsbedingungen treten dort auf, wo die Weakening-Regel angewandt wird.
INb= B F{B}c{l} IN-b=C
F {/} while (b) c{C} > Es gilt:
Awve(c, Q) = {aw(c, Q)} c{Q} J
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Uberblick: Approximative schwachste Vorbedingung

awp({}, P
awp(/ =e, P
awp(ci; 2, & awp(cy, awp(cz, P))

(b A awp(co, P)) V (=b A awp(cy, P))

EI

< Ple/I] (Genauer: Folie 24 letzte VL)
awp(if (b) o else c1, P) =
ef

E

E
P)=

Py
awp(while (b) /xx inv i x/ ¢c,P)= &«

wve({ }, P) ”:‘w

wve(l = e, P) £

wve(cr; @, P) £ wve(er, awp(cz, P)) Uwve(c, P)

P)

)

)

f

wvc(if (b) co else ci, P) = wve(cp, P) Uwve(cr, P)
wvc(while (b) /xx inv i %/ ¢, P) Z wvc(c, i) U{i A b — awp(c, i)} U{i A ~b —s P}
wve({P} ¢ {Q}) Z {P —s awp(c, Q)} Uwvc(c, Q)
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Berechnung der Verifikationsbedingungen

Programmkorrektheit
> Gegeben: Annotiertes Programm ¢ mit Vorbedingung P und Nachbedingung Q.
> Gesucht: wve({P} c{Q})

@ Rekursiv von der Nachbedigung ausgehend berechnen wir fiir jede Zeile des Programmes
die giiltige approximative Vorbedingung awp(c, —).

® Dabei notieren wir alle auftretenden Verifikationsbedingungen wvc(c, —)

© Dabei werden keine Vereinfachungen vorgenommen.
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Beispiel: das Fakultatsprogramm

» Sei F das annotierte Fakultatsprogramm:

v //{0<n}

2 p= 1;

3 ¢c= 1;

4+ while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!Ac—1<n}*/
s {p=p*c;

6 c=c+ 1;

r 3

s /) {p=nl}

» Berechnung der Verifikationsbedingungen zur Nachbedingung wvc({0 < n} F {p = n!})
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Notation fiir Verifikationsbedingungen

AWP wird am Programm annotiert: WVC wird daneben notiert:

/] {0<
; /;%1*("1)—1)|/\1—1<n} 1lp=(c—1)!Ac—=1<nA=(c<n)
3 — p=n!
: éi{f;i(lil)!/\lilgn) 2|p=(c—1)!Ac—1<nAc<n
6 //{p=(c-1lnc-1<n} —p-c=((c+1)=1)A
7 while (¢ <= n) Do1<
8 | fa» inv p= (c—1)! A c=1 < n +/ { (c+1)-1<n

s //pre=((c+D-DIA(c+1)-1<n} 3/0<n—1=(1-1)IA(1-1)<n

1 //?pf((c+1)—1)|/\(c+l)—l<n}
12 c=c+
13 //{p*(c—l)'/\c—1<n}

5 /) {p=n)
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Vereinfachung von Verifikationsbedingungen

Wir nehmen folgende strukturelle Vereinfachungen vor:

@ Konjunktionen in der Konklusion werden zu einzelnen Verifikationsbedingungen
> Bsp: ALA A AAs — PAQ~ Al AAAAs — P ALAA A A — Q

@® Auswertung konstanter arithmetischer Ausdriicke, einfache arithmetische Gesetze
» Bsp. (x+1)—1~x,1-1~0

© Normalisierung der Relationen (zu <, <, =, #) und Vereinfachung

» Bsp: a(x <y)w x>y~ y < x, x <X~ true, 4 < 5~ true

O Alle Bedingungen mit einer Pramisse false oder einer Konklusion true sind trivial erfiillt.

Vereinfachung am Beispiel

> 1L p=(c—1)Ac—=1<nA—(c<n)—p=n!
~p=(c-1)lAc—1<nAn<c—p=n
> 2 p=(c—1)Ac—1<nAc<n—p-c=((c+1)—1)A(c+1)—-1<n

~ p=(c—1)Anc—-1<nAc<n—p-c=c!
p=(c—1)Ac—1<nAc<n— c<n~ true
>3 0<n—1=(1-1)A(1-1)<n
~ 0<n—1=0!
0<n—0<n~ true
Es bleibt zu zeigen:
> Lp=(c—1)!Ac—1<nAn<c—p=n!
Aus n > ¢ folgt n > ¢ —1, also ¢ — 1 = n, und mit p = (c — 1)! folgt die Behauptung.
> 2p=(c—1)lAc—1<nAc<n—p-c=c!
Aus p = (¢ —1)! folgt p- ¢ = c-(c —1)!, und mit ¢ - (c — 1)! = ¢! folgt die Behauptung.
» 3:1=0! folgt direkt aus der Definition der Fakultat.
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Arbeitsblatt 9.2: Da summt was. .. Weiteres Beispiel: Maximales Element
1 //{0<nAn=N} 1 //{0<n}
2 p= 0; 2 i= 0;
3 while (n>0) //**inv p=sum(n+1,N); */ 3 r=0;
s {p=p+n; @lisr)
s on=n-1 o+ while (il=n) //**inv{(%.0<j<i—salj]<a[r)AO<r<i}*
s} s { if (a[r] < ali]) {
v // {p=sum(1,N)} 6 r=i;
@ Berechnet zuerst die unvereinfachten VCs (fir sind die AWPs nétig) ; Llse {
}
® Danach vereinfacht die VCs schematisch wie oben beschrieben. 1Z i= i41;
11
© Welche VCs sind beweisbar? 1 //{(Vi0<j<n —af]<a[r])A0O<r< n}
0 S
Dabei gilt: sum(i,j) = { . . . I>J #(n,r)
i+sum(i+1,j) i<j
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Maximales Element (Schleifenrumpf) Maximales Element (Initialisierung)
while (il= n) Ve )
i) 1 @(i,r) N=(i # n) — @(n,r)
Jox iy {(.0<j<i—sal]<al)AO<r<i} +/ 2 v((iy[f)]/\/#[é]nﬁ( )
{ a[r] < a[i] Ap(i+1,i VC:
P i ’ // {0 < n} . .
{é {((:[[y]r]< i[y]aA[fgy)+{1,,))v( (alr] < alil) A (i +1,r))} Vi ; 7 {»0(01:’))} 1| o(i,r) A=(i # n) — o(n,r)
/] Leli+1,0} (=(alr] < alil) A pli +1,7)) 3= 0 2| (i.r)Nign—
r=i; o | // {(i,0)} . i1
i L (alr] < ali] A (i + 1.7))
} 6 //h{l»v(r‘,(r)}l ] \
7 = o .
T . wle (1= 0 oo (~(alr] < ali)) A (i +1,1)
< N
D el 1,0) 8 [#x v {(Vj.0<j<i—al]<a[r)AO<r<i} */ 3]0<n— ¢(0.0)
i= i+1;
;/ {(i, )}
JJA(Vi0<i< n —sal] <a[r)AO<r< n}
e(n,r)
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Maximales Element (Verifikationsbedingungen) Explizite Vorbedingungen
Unvereinfacht: . .
1 (Vjo<j<i—alj]<alr])A0<r<iAn=(i#n)— Vereinfacht: Lange Vorbedingung: Kurze Vorbedingung:
(Vjo<j<n—al]<alr])A0<r<n // {(PL Ab)V (Py A—b)} /] {A}
2 (Vjo<j<i—al]<a[)AO<r<iNi#n— if (b) { if (b) {
((alr] < ali]A(Vj.0<j<i+l-—alj]<al])A0<i<i+1)V /] {P1} /] {AN b}
(~(alr] < Al A (GO <j<i+1—all <al) AO< r<i+1))
3 0<n— (%.0<j<0—salj] <al0]) AD<0<0 g/e{g}e{ f/e{g}e{
11 (Vjo<j<i—aj]<alr)A0<r<iANi=n-—Vj0<j<n— a]j] <alr] // {Ps} // {AN—b}
12 (Vjo<j<i—alj]<a[r)A0<r<iANi=n—0<r<n
2 Vjo<j<i—afj]<a[r)AO<r<ini#n— /] {Q} /] {Q}
((alrl < alilA(Vjio<j<i+l—af]<ali)A0<i<i+1)V i }
(~(a[] <alrhA(Vj0<j<i+l—alj]<alr])A0<r<i+1)) Dazu VCs:
31 0<n—Vj.0<j<0— a[j] <al0]
32 0<n—0<0<0 AANb— Py
AN-b P,
» Sehr lange Verifikationsbedingungen (u.a. wegen Fallunterscheidung) 2
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» Wie konnen wir das beheben?




Spracherweiterung: Explizite Spezifikationen

» Erweiterung der Sprache CO um Invarianten fiir Schleifen und explizite Zusicherung

Assn a :=...— Zusicherungen
Stmt c = I=e|c;|{}]|if(b)c else
| while (b) / inv ax/c
| /ex{a}#/
» Zusicherungen haben keine Semantik (Kommentar!), sondern erzwingen eine neue
Vorbedingung.

» Dazu vereinfachte Regel fiir Fallunterscheidung:
awp(if (b) o else c1, P) 2 (b A awp(co, P)) V (=b A awp(cy, P))
Wenn awp(co, P) = b A Py, awp(c1, P) = =b A Py, dann gilt

(bABA PGV (=bA=bAPY)=(bAP)V(=bAP)=(bV-b)APy=P

Uberblick: Approximative schwéchste Vorbedingung

awp({},P) &
awp(l = e, P) Z Ple/] (Genauer: Folie 24 letzte VL)
awp(ci; &, P) £ awp(c1, awp(cz, P))
awp(if (b) ¢ else c1, P) “Q wenn awp(co, P) = b A Q,awp(ci, P) = b A Q
awp(if (b) o else c1,P) 2 (b A awp(co, P)) V (—b A awp(ci, P))

awp(/++ {q} +/,P) =
awp(while (b) /xx inv i«/ c,P) £
def
=0
“
wve(cr; @, P) Zwve(er, awp(e, P)) Uwve(c, P)
wvc(if (b) co else ci, P) £ wvc(co, P) Uwve(cr, P)
wee(/++ {q} +/,P) < {g— P}
wvc(while (b) /++ inv i x/ ¢, P) Zwve(c,i)U{iAb—s awp(c,i)} U{iA—b— P}

wve(l =e, P

)
)
)
)
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Maximales Element mit Zusicherung Maximales Element mit Zusicherung: Beweisverpflichtungen
1 //{0<n}

2 //{(¥j.0<j<0—>alj] <al0)) AO<0<0}
3 = 0;
= 0; .
, ;/ {(V.0<j<i—sal] <al)AO<r<i} Unvereinfacht:
hile (i'= i Vj.0<j<i 1< 0<r<i
s while (it=n) /e v {(V.0<j<i—a[]<al)AO<r<i} +/ (1) (4.0<)< i al]| <A AO< r < in(i#n)
il S S e S AR < L (j0<j<n—sall<aA)AO<r<n

10 J)A¥0<j<i—al] <a[]A0<r<iAald<alil} (2) (vio<j<i—al]<alr)A0<r<in=(alr] < alil)

u JJAVGOS ) <i+1—al] < al]) AO< i <i+1} — (V.0<j<i+l—al]<al)A0<r<i+l
12 r= 1, . . . o . o
1 [/ AMVL0<j<i+1—al]<al)A0<r<i+1} (3) (Vio<j<i—alj]<a[r)A0<r<iAalr] < ali]

14 }{ — (Vj.0<j<i+l—alj]<ali)A0<r<i+1
1 I . . e
o M0 <i—s ] S Al AO S £ < i A—(alr] < 2l (#) 0<n— (¥.0<j<0—al]<al0)A0<0<n
w J)A{(¥.0<j<i+1—al]<al)A0<r<i+1}

18
1 /A0S j<i+1l—al] <al])AO< r<it1}

20 i= i+1;

21 }

22 [/ {(Vj.0<j<n—a[j]<a[r])AO0<r<n}
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Maximales Element mit Zusicherung: Beweisverpflichtungen Beweismethoden

Vereinfacht: » Um Py A...A P, — Q zu zeigen, nehmen wir Py,..., P, an und zeigen Q.

(L1) (j.0<j<i—al<al)AO<r<iAni=n » Dabei nutzen wir u.a. folgende Regeln:

— (Vj.0<j<n—a[j] <alr]) Wenn P, dann P (Trivial)
(1.2) (Vji.0<j<i—aljJ<a[r)AO<r<iNi=n—0<r<n Wenn P und x = t, dann P[t/x] (Subst)
(2.1) (Vj.0<j<i—afj]<alr])A0<r<inali]<alr] x < x (Reflexitat)

— (Vj.0<j<i+1— al] <ar]) Wenn x <y und y < z, dann x < z (Transitivitt)
(22) (W}O Slj < ’ - a[/:] <ahnro<r< ’j/\ ali] < a[’J —0<sr<i+l Wenn x < y und y < x, dann x = y (Antisymmetrie)
o g

V> = Wenn Vx. P, dann P[t/x] (Instantiierun
(32) (4.0<j<i—al]<al)AO<r<inalr]<al] —0<r<it o (B o 7 ([E/X Eafso) e)
(41) 0<n—(v.0<j<0-— a[] < a[0]) Wenn a < b und x <y, dann a+ x < b+ y und Variation mit x = 0 etc.
(42) 0<n—0<0<n Umformungen mit (0, +) und (1,-)
Domaénenspezifische Regeln
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Arbeitsblatt 9.3: Beweisverpflichtungen Beweisen Arbeitsblatt 9.4: Kopien
Betrachtet die vereinfachten Verifikationsbedingungen:
(1.1) (Vj.o<j<i—alj]<a[f)AO<r<iAi=n
(12) (V_‘>0(zj“0<§‘j:>n F<3L’[-] ]?/?[Orli Cini o Dieses Programm kopiert ein Array: @ Spezifiziert die Funktionalitit.
. j.0<j<i alj] < ar <r<iANi=n <r<n o ; . .
(21) (.0<j<i—al]<al)A0<r<inal]<alr] T (e ® Findet die Invariante.
— (Vj.0<j<i+1—salj]<alr]) fies [ 902 ) 0 © Berechnet die Verifikationsbedingungen (VCs) und
(22) (Vio<j<i—al]<a[r)A0<r<iAagl]<alr] —0<r<i+1 bm-1—i]= a[il; schwéchste Vorbedingung.
(31) (Vji.o<j<i—aljl<alr])A0<r<iAalr]<a[i] i= i+1; @ Beweist die VCs.
— (Vj.0<j<i+1— a[j] <ali]) }
(32) (Vji.0<j<i—aljJ<ar)A0<r<inalrl<all] —0<r<i+1
(41) 0<n— (¥j.0<j<0— a[j] < a[0])
(42) 0<n—0<0<n
Wie wiirdet ihr sie beweisen? Was fiir Methoden verwendet ihr?
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Zusammenfassung
» Die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils lassen sich, weitgehend schematisch, riickwarts (vom
Ende her) anwenden — nur Schleifen machen Probleme.

» Wir annotieren daher die Invarianten an Schleifen, und kdnnen dann die schwichste
Vorbedingung und Verifikationsbedingungen automatisch berechnen.

» Dabei sind die Verifikationsbedingungen das Interessante.

» Um die Verifikationsbedingungen zu vereinfachen fithren wir explizite Zusicherungen in
CO ein

» Die Generierung von Verifikationsbedingungen korrespondiert zur relativen Vollstandigkeit
der Floyd-Hoare-Logik.

» Warum eigentlich immer riickwarts?
Jetzt gleich. ..
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Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Riickblick

09:00:16 2021-07-01 1 [36] <19 Korrekte Software 2 [36] K1 U
Idee Nachteile der Riickwartsberechnung
» Hier ist ein einfaches Programm:
[/ {X=xAY =y}
z=y; Errechnete Vorbedingung (AWP)
TS A= e (al3] == D)fs/alil = ((1==375:4l) ==7)
y = X3 o
J/AX=yAY =z} . // 400 Zeilen, die » Kann nicht vereinfacht werden, weil wir nicht
X = z; . // i nicht verandern wissen, ob i # 3
/X =yAY =x} (=5 » AWP wird sehr groB.
all|= H . R .
> Wir haben geschen: // {al31 =7} » Das Problem wachst mit der Lange der
Programme.
@ Die Verifikation erfolgt riickwérts (von hinten nach vorne).
@ Die Verifikation kann berechnet werden.
» Muss das riickwarts sein? Warum nicht vorwarts? Was ist der Vorteil?
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Regelanwendung riickwarts
» Um Regel riickwérts anwenden zu kdnnen:
©® Nachbedingung der Konklusion muss offene Variable sein
.o oo @ Alle Vorbedingungen der Pramissen missen disjunkte, offen Variablen sein.
|l. Der Floyd-Hoare-Kalkiul Vorwarts
© Gegenbeispiele: while-Regel, if-Regel
» Um Regeln vorwarts anwenden zu kénnen:
@ Vorbedingung der Konklusion muss offene Variable sein
@ Alle Nachbedingungen der Pramissen miissen disjunkte, offene Variablen sein.
© Gegenbeispiele: . ..
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Vorwiartsanwendung der Regeln Arbeitsblatt 10.1: If-Regel Vorwarts
» Zuweisungsregel kann nicht vorwarts angewandt werden, weil die Vorbedingung keine
offene Variable ist:
E{Ple/x]} x = e{P}
» Andere Regeln passen bis auf if-Regel (keine disjunkten Variablen)
> Wie k die If-Regel art hen?
b {AA b} o (B} b {AA b} (B} ie kann die egel vorwarts aussehen
F{A}{} {A} F {A} if (b) co else ¢ {B}
F{A} a {B} F{B}a{C} = {AA b} c{A}
F{A}c1; 2 {C} - {A} while (b) c{AA-b}
A= A = {A}c{B} B=B
F{A}c{B"}
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Zuweisungsregel Vorwarts

> Alternative Zuweisungsregel (nach Floyd):

V & FV(P)
F{P}x=e{3V.P[V/x]Ax=(e[V/x])}

» FV(P) sind die freien Variablen in P.

> Jetzt ist die Vorbedingung offen — Regel kann vorwérts angewandt werden

Arbeitsblatt 10.2: Das Leben mit dem Quantor

» Was bedeutet 3V.P?

» Die Formel ist wahr, wenn es irgendeinen Wert t fiir V gibt, so dass P[t/V/] wahr ist.

» Was bedeutet VV.P?

» Die Formel ist wahr, wenn fiir alle Werte t fir V P[t/V] wahr ist.

» Sind folgende Formeln wahr (fir x,y € Z)? (Finde Gegenbeispiele oder Zeugen)

Ix.x <7 Ix.x <3Ax>T7 Ix.x <7TVx<3
» Ist keine abgeleitete Regel — muss als korrekt bewiesen werden Jydx.x+3=y Vxdy.x-y =3 IWxVy.x-y=y
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Vorwartsverkettung Regeln der Vorwartsverkettung
v ¢ FU(P) Eigenschaften des Existenzquantors:
F{P}x=e{3V.P[V/x] Ax =e[V/x]}
P(V)AV =t=P[t/VINV =t V & FV(t) (1)
// {0 <x} IV.P(V)AV =t =P[t/V] V & FV(t) 2)
X= 2%y,
/] (B3V10< ViAx =2y} BV.PINQ<=3IV.PAQ V ¢ FUQ) (3)
x= x+1: FV.P =P V & FV(P) (4)
/] {3V (3V4.0 < Vi Ax = 2. y)[Va/x] A x = (x + )[Va/x]}
> Vereinfach der | Nachbedi ) Damit gelten folgende Regeln bei der Vorwartsverkettung:
ereinfachung der letzten Nachbedingung: @ Wenn x nicht in Vorbedingung auftritt, dann P[V /x] = P
VL. (V10 < VI AX =2 y)[Va/x] A x = (x + 1)[Va/x] o . .
= I BVI.0SVIAVa=2-y)Ax=Vo+1 @ Wenn x nicht in rechter Seite e auftritt, dann e[V /x] = e.
<= IV, V.0 VIAX=Vo+1A Vo =2y © Wenn beides der Fall ist, kann der Existenzquantor wegfallen (4)
Und jetzt...?
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Vorwartsverkettung Vorwartsverkettung bei der Arbeit
V¢ FV(P) Vereinfachung erst am Ende:
F{P}x =e{3V.P[V/x] Ax = e[V/x]} J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a}
= GaE2y
J)OT.(ii<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)T/t|At=(t+2)[T/t}
// {0 <x} [/ {3T.i i<aAT=2-i+1As=i-i+ TAs<aAt=T+2}
x= 2%y; s= s+t
/] {3V1.0< ViAx =2y} //{3S3T.i-i<aAT=2-i+1As=i- (+T/\s<a/\t7T+2)[5/s]/\57(5+r)[5/s]}
s il [/ {383T.i-i<aAT=2-i+1AS=i- i+ TAS<aAt=T+2As=5+t
; = i+l
[/ {3V2. (V1.0 S Vi Ax =2 y)[Va/x] Ax = (x + 1)[Va/x]} }/ {51.(35.3T.i.iga/\Tzz.iHAs:i»;JrTAsga/\z:T+2As:$+r)[l/;]/\;:(i+1)[l/;]}
[/ {313S3T0 - 1<aAT=2-1+1AS=1-I+TAS<ant=T+2As=S+tAi=1+1}
» Vereinfachung der letzten Nachbedingung: //{313S3T.0 - 1<aAS=1-1+TAS<ant=T+2As=S+tAi=I+1AT=2-1+1}
[/ {31350 1<anS=1-142-14+1AS<ant=2-1+1+2As=S+tAi=I+1}
—9. — // {31350 1<anS<aAt=2-1+1+2As=S+tAi=I+1AS=(I+1)-(I+1)}
V2. (BV1.0 S Vi Ax =2 y)[Va/x] Ax = (x +1)[V2/x] DT € AU LD U+ 1) Santms I r1g2nsm (Itt) (41t tAim 111}
= IV (FVI.0O<SVIAV, =2 y)Ax=Vo+1 /B I<an(+1)-(I+1)<aAt=2-1+3As=(+1) - (I+1)+tAl=i—1}
J/{(i—1) (i —1)<an((i-1)+1)-((-1)+1)<ant=2-(i—1)+3As=((i—1)+1)-((—1)+ 1)+ t}
= IVL. V1.0 VIAX=Vo+ 1A Vo =2y //{f~f§aAt:2vfil/\5:f-f+t} : :
= IVI.0O<ViAx=2-y+1
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Vorwiartsverkettung bei der Arbeit Il Arbeitsblatt 10.3: Vorwértsverkettung
Mit Vereinfachung on-the-fly:
J/{i-i<aNt=2-i+1As=i-i+tAs<a} Gegeben folgendes Programm. Berechnet die Vorwartsverkettung der Vorbedingung mit
t= t+2; i .
/] BT.(i-i<ant=2-i+1As=i-i+tAs<a)T/t]At=(t+2)[T/t]} Vereinfachung;:
[/ 3T.i-i<ans=i-i+ TAs<aAt=T+2AT=2-i+1 _ _
//}f-flg/aAsa:Sf-r'/+é-f+1is;am:(2.i+1)+2}’ b [[H=XNy =Y}
[/ di-i<anhs=(i+1)-(i+1)As<aAt=2-i+3} x= xty;
s= stt; // {777}
J/3S.(ii<ans=(i+1)-(i+1)As<ant=2-i+3)[S/s]As=(s+1t)[S/s]} = x—y;
//{3S.i-i<anS=(i+1)-(i+1)AS<aAt=2-i+3As=S5+t} // {277}
J/{i-i<an(i+1)-(i+1)<aAt=2-i+3As=(i+1)-(i+1)+t}
i= i+1; = XY
[/ 3G i<an(i+1)-(i+1)<ant=2-i+3As=(i+1)-(i+1)+ )/ Ai=(i+1)[I/i} /] {77}
[/ B I<an(+1)-(I+1)<ant=2-1+3As=(I+1)-(I+1)+tAi=1+1}
/)3 I<an(I+1)-(I+1)<ant=2-1+3As=(+1) - (I+1)+tAl=i—1 Was bewirkt das Programm?
JI(i-1)-(=1)<an((i-1)+1)-((-1)+1)<ant=2-(i—1)+3As=((i—1)+1)- (= 1)+ 1)+ ¢t}
J/{i-i<ant=2-i+1As=i-i+t}
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Beweis der Zuweisungsregel Vorwarts
Erinnert Euch an das Substitutionslemma:

o E' Ble/x] <= olx > [e]a(o)] E' B
Zu zeigen:

E{P}x=e{3V.P[V/x] Ax = (e[V/x])}
= VI.Yo.o = PAT0' (0,0") € [x = ele = o' = V. P[V/x] A x = (e[V/x])
= VIVo.o = P = o[x = [e]a] E' V. P[V/x] A x = (e[V/x])
= VIVo.o = P= o = 3V.P[V/x] A x = (e[V/X]))[e/x]
= ViVo.o ' P= o (3V.P[V/X] Ae=(e[V/x])
= ViYoo' P= o ! (P[x/x] A e = (e[x/x]))
—VivVook'P=oE'P O

Vorwartsverkettung

» Vorwartsaxiom aquivalent zum Riickwartsaxiom.

» Vorteil: Vorbedingung bleibt kleiner

» Nachteil: in der Anwendung umstandlicher

» Die entstehende Nachbedingung beschreibt die symbolische Auswartung
» Vereinfachung benétigt Rechnung mit Existenzquantor

Zwischenfazit: Der Floyd-Hoare-Kalkiil ist symmetrisch
Es gibt zwei Zuweisungsregeln, eine fiir die Riickwartsanwendung von Regeln, eine fiir die
Vorwartsanwendung.
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Starkste Nachbedingung
» Vorwartsberechnung von Verifikationsbedingungen: Nachbedingung
» Gegeben CO-Programm c, Pradikat P, dann ist
.e » sp(P,c) die starkste Nachbedingung Q so dass = {P} c{Q}
I I - VorwartSbereChn ung von > Pradikat Q stérker als Q" wenn Q = Q'.
Vel‘lfl katIOHSbEd | ngu ngen > Semantische Charakterisierung:
Starkste Nachbedingung
Gegeben Zusicherung P € Assn und Programm ¢ € Stmt, dann
E{P}c{Q} < sp(P,c)=Q
> Wie kénnen wir sp(P, ¢) berechnen?
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Berechnung von Nachbedingungen Uberblick: Approximative starkste Nachbedingung
asp(P.{}) = P
> Wir berechnen di imative stirkete Nachbedi asp(P,x =€) = 3V.PIV/x]Ax = (e[V/x])
t. T . e
ir berechnen die approximative stirkste Nachbedingung asp(Pciics) % asp(asp(P, c1), o)
. def
» Viele Klauseln sind ahnlich der schwichsten Vorbedingung. asp(P,if (b) ¢ else 1) - asp(b A\ P, co) V asp(=b A P, c1)
asp(P, [+ {q} +/) = ¢
» Ausnahmen: asp(P, while (b) /+x inv ix/c) Z in-b
> While-Schleife: andere Verifikationsbedingungen sve(P, {}) £y
) o sve(P,x=¢) £ 0
> |f-Anweisung: Weakening eingebaut sve(P, ci; c2) def sve(P, c1) Usve(asp(P, c1), c2)
> Zuweisung: Vorwirtsregel svc(P,if (b) ¢ else ¢) & svc(P A b, co) Usve(P A —b, cr)
sve(P, /s {q} #/) £ {P— q}
» Nach jeder Zuweisung Nachbedingung vereinfachen svc(P, while (b) /xx inv i %/ c) & sve(i A b,c)U{P — i} U{asp(i A b,c) — i}
sve({P} c{Q}) £ {asp(P,c) — @} Usvc(P,c)
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Beispiel: Fakultat

1 //{0<n)

2 p=1;

3 c=1;

4 while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!'Ac—-1<n};*/
5 p=p *cC;

6 c=c+ 1;

7

8 //{p=n}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung
Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1 //{0<n}
2 p=1;
7/ (3V.0 < nlV/p] Ap = (U[V/p))}
//{0<nnp=1}
3 c=1;
/] {3V.(0<nAp=1)[V/c]Ac=(1[V/c])}
//{0<nAp=1Ac=1}
4 while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!Ac—1<n}*/{
5 p=2p * c;

//

6 c=c+ 1;
//

7
J/{(c<n)Ap=(c-1)IAc—1<n}

8 //{p=nl}

VG ={asp3=p=(c—1)!'Ac—1<n}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung (Schleifenrumpf

1 //{0<n)
2 p=1;

// {0<nAp=1}
3 c=1;

//{0<nAp=1Ac=1}
4 while (c <= n) /*x inv p= (c—1)! A c—1 < n; %/ \{
5 p=p*c;

/] 3V (p= (c= 1! A(c—1) < nAc < m[Vi/pl Ap = (p- )Va/pl}

Beispiel: Fakultat, Verifikationsbedingungen

Notation: svc, = in Zeile x generierte Verifikationsbedingung

L //{o<n}
2 p=

/] sve2 =10
c= 1;
/] sves =0

4 while (c <=n) //**inv{p=(c—1)IAc—1<n}*/{

/] {3Vi.(Mi =(c—1)!'A(c—1)<nAc<n)Ap=(Vi-c)} /] sves =
//{c=1<nAc<nAp=(c—1)-c} 6 c=c+1
6 c=c+ 1; // sves =0
/] {3Vec(c=1<nAc<nAp=(c—1)c)[Va/c]Ac=(c+1)[Va/c]} 7}
/] {3Ve.(Va—1<nAVoa<nAp=(Vo—1)- Vo) Ac=(Va+1)} /] sves = {aspy = (p=(c—1)| Ac—1< n),
//{c=2<nhnc—1<nAp=(c—=2)! (c—1)} // aspy = (p=(c— 1) Ac—1<n)}
[ AP A P /] sva={0<nAp=1Ac=1)= (p=(c—1)Ac—-1<n),
//{ﬁ(‘-‘?”) p=(c—1)lAc—-1<n} // (c=2<nAc—-1<nAp=(c-2)-(c—1))
8 //{p=nl // = (p=(c-1'Ac—1<n)
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SchlieBlich zu zeigen Arbeitsblatt 10.4: Jetzt seid ihr dran!
Berechnet die starkste Nachbedingung und Verifikationsbedingungen fiir die ganzzahlige
Division:
svcg = {{aspg = p = nl} Usvgy
—{(p=(c—1)Ac—1<n&&~(c <=n)) = p=nl}, L fee f022) o/
(0O<nAp=1Arc=1)= (p=(c—1)IAc—1<n), 3 q= 0
(c—=2<nAc—1<nAp=(c—2) (c-1)) ‘; while (E<: r) /xx inv { a = bxqtr A 0 <=r } x/ {
r= r—b;
= (p=(c—1)!Ac—-1<n)} 6 = @l
~ {true} 7 }
8 /xx { a=bxqgt r AO<r Ar<bl} %/

Korrekte Software 27 [36] <19 Korrekte Software 28 [36] K1 U
Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element (Schleifenrumpf)
1 //{0<n} 1 while (i!= n)

2 = 0; 2 Jex v (Vj. 0< ] < i—a[j]< a[r])A 0< r< no#/ {

3 // {3h.(0 < n)llo/i] Ai = O[h/il} 3 if (a[r] < ali]) {

4 //{0<nni=0} 4 /] A(Vj0<j<i— alj]<alr))A0<r<nAalr] < ali]}

5 r=0; 5 r=i;

6 ;/ {0<nAi=0Ar=0} 6 /] {3Ro((%.0<j<i—»al] <alr) A0 < r<nAalr] < alil)[Ro/rl Ar=i[Ro/r]}
7 wh/ile (i!:(n) et . ! /7 BR.(Vi0 < j < i—> alj] < alRo) AO< Ro < n A alRo] < ali] Ar =i}

8 wx i Vj. 0< j < i—aljl< A0S r< n *

9 if (am[vr]<Ja[i])J( foretiE e e 9 else {

10 r=i; 10 [/ A0 <j<i—alj]l <alr) AO<r<nA—(alr] <al)}

11 11
12 }else { 12 // {(BRo.(Vj.0 <j <i—a[j] <a[R])AO< Ry <nAa[R] <al]Ar=i) }

13 V(7.0 <j<i—salj]<alr]) A0 <r<nAali] < a[r])

14 i= i+1; 13 i= i+1;

15 } 14 }/ {‘EHD.((ERD.(W.O <j<l—>alj]<a[Ro]) AO < Ro<nAalRo] < allo] Ar=h) }

16 // {vj,.()gj.<i~>a[/].§ a[r])A0<r<nA-(i#n)} V((Vj.0<j<l—all <a[])A0<r<nAall] <a[r]))Ai=1l+1
17 //{(Yj.0<j<n—al]<a[)A0<r<n} 15 }
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Verifikationsbedingungen Weitere Vereinfachungsregeln

Existenzquantoren und Disjunktionen kénnen mit folgenden Regeln vereinfacht werden:
@ Der Giiltigkeitsbereich des Existenzquantors kann verkleinert werden:
1 0<nAi=0Ar=0— (VjO0<j<i—alj]<a[r)A0<r<n > (xPVQ) - (I P)V(3xQ)
2 (V)0 E]j<< '[E\;[ILS aAao<r<an=(i#n) — (.0<j<n @ Disjunktionen in der Pramisse ergeben eine Fallunterscheidung:
— alj] < a[r <r<n
3 (Fh-((BRo-(Vj.0<j<l— a[j] <a[Ro]) A0 < Ry < nAa[Ro] <allo] Ar= 1) > AilVA, — B~ A — BA — B
V((V.0<j<ly—alj] <alr))ANO<r<nAall] <a[r]))Ai=1l+1) o o
L (W0<j<i—saj]<al)A0<r<n @ Konjunktion distributiert iber Disjunktion:
> (ALV A)AB~ (ALAB)V (A AB)
© ... und andersherum:
> (AL AA)V B~ (ALY B)A (A V B)
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Vereinfachte Verifikationsbedingungen

11 0<nAi=0Ar=0— (¥.0<j<i— afj]<a[r]) v

12 0<nAi=0Ar=0—0<r<nv

21 (Vo<j<i—al]<alr)A0<r<nA=(i#n)— (Vj.0<j<n— a[j]<a[r]) v

22 (Vjo<j<i—alj]<alr)AO<r<nA=(i#n)—0<r<nv

3.1 (3h.(3Ro-(Vj.0<j<lp— alj] <a[R]) N0 < Ry <nAalRo] <allo)Ar=1l)Ni=l+
— (Vj.0<j<i—alj] <a[r])

31 (Ro((Vji0<j<r—a[j]<a[R])ANO< Ry<nAa[Ro] <alr])Ai=r+1)
— (Vj.0<j<i—alj] <a[r]) v

32 (Fh.(Vjo<j<h—alj]<ar)A0<r<nAallp] <a[r]ni=1l+1)
— (Vj.0<j<i—alj] <a[r]) v

3.3 (3l.(3Ro-(Vj.0 <j < lp — a[j] < a[Ro]) N0 < Ry < nAa[Ro] < allo) Ar=1lo)Ni=lo+
—0<r<n

33 FRo(Vji0<j<r—al]<alR])AO< Ry<nAalR] <a[r)ANi=r+1

Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element (Schleifenrumpf)

1 while (i!= n)

2 /% inv (Vj. 0< j < i—a[j]< a[r])A 0< i< n A O r< n %/ {

3 if (alr] < ali]) {

4 /] A(Vj0<j<i—alj]<alr)A0<i<nAO0<r<nAalr] < ail}

5 r=i;

6 /] {BRo-((Wj.0<j<i—>alj] <alr)AO<i<nAO<r<nAalr] < alil)[Ro/r] Ar = i[Ro/r]}
7 /] {3R0.(Vj.0 <j<i—alj] <a[Ro]) AO<i<nAO0<Ry<nAa[R] < ali] Ar=i}

8

9 else {

10 /A0 <) <i— al] Sal) AO<i<nAO< r<nA~(alr < alil)}

11

12 //{ER(GO<j<i— al] <a[R])AO<i<nAO< Ry <nAalR]<alil]ar=i) }
V(.0 <j<i—all <alr)AO<i<nAO<r<nAali<alr])

13 i= i+1;

14 /) Bh(BRo(Y.0 < j < lo — alj] < a[Ro]) AO< lp < nAO < Ry < nAa[Ro] < allo] Ar=l) }

V((Vj0<j<l—alj]<ar)A0<lh<nAO<r<nAalb]<alr]))ANi=h+1

—0<r<nx 15 }
34 (Fh.(Vj0<j<lh—alj]<alr)AO<r<nAnall] <alr]ni=1l+1)
—0<r<nyv
ordNV@Fiante muss verstirkt werden: 0 <7< n 55 1 Y Korrekte Software 34.36] L)
Vereinfachte Verifikationsbedingungen Zusammenfassung
» Die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils sind symmetrisch: die Zuweisungsregel gibt
es"rickwarts” und “vorwarts”.
33 (3h.(GRo-(Vj.0<j<l— aj] <alR])A0O<Ilh<nAO<Ry<n . o . o .
Na[Ro] < allo] Ar=l)Ai=l+1) —0<r<n » Dual zu Beweis und Verifikationsbedingung riickwarts gibt es Regel und
33 (AR.(Vi0<j<r—a[]<alR])A0O<r<nAO<Ry<n Verifkationsbedingungen vorwarts.
nalRel <alAni=r+1—0<r<ny » Bis auf die Invarianten an Schleifen kénnen wir Korrektheit automatisch priifen.
» Kern der Vorwartsberechnung ist die Zuweisungsregel nach Floyd.
Lauft! » Vorwartsberechnung erzeugt kleinere Terme, ist aber umstandlicher zu handhaben.
> Riickwértsberechnung ist einfacher zu handhaben, erzeugt aber (tendenziell sehr) groBe
Terme.
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Fahrplan

» Einfihrung
» Operationale Semantik
Korrekte Software: Grundlagen und Methoden » Denotationale Semantik
Vorlesung 11 vom 22.06.21 » Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Modellierung und Spezifikation > Der Floyd-Hoare-Kalkil |
» Der Floyd-Hoare-Kalkil II: Invarianten
» Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Serge Autexier, Christoph Liith » Strukturierte Datentypen
» Verifikationsbedingungen
Universitit B
iversicat Bremen » Vorwarts mit Floyd und Hoare
Sommersemester 2021 > Modellierung
» Spezifikation von Funktionen
» Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Riickblick
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Beispiel: Suche nach dem maximalen Element Beispiel: Sortierte Felder
. //{0<n} » Wie formulieren wir, dass ein Array sortiert ist? Ggf. bis zu einem bestimmten Punkt n
b iz 0: sortiert ist?
s r=0; int a[8];
« while (i< n) { /] {¥j.0<j<n<8.alj] <alj+1]}
5 if (a[r] < a[i]) {
r=i; .
j ) » Alternativ wiirden man auch gerne ein Pradikat definieren kénnen
3 else { //{Va.sorted(a,0) «— true}
° } //{VaVi.i > 0 — (sorted(a, i + 1) «— (a[i] < a[i + 1] A sorted(a, i)))}
o i= i+1;
1 [/ AVj.0<j<i—a[j]<a[r])A0O<i<nAO0<r<n} . .
) » ...und damit beweisen dass:
s //{(Vji.0<j<n—al]<al])A0<r<n} //{VaVn.sorted(a,n) — Vi,j.0 <i<j<n— ai] < a[j]}
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Generelles Problem: Modellbildung Was brauchen wir?
Source code Modell ist abstrakte Reprisentation: > Expressive logische Sprache (Assn)
i=0; » Konzeptbildung auf der Modellebene
while (i< n) » Verhalten des Programmes kann
.a[i].= i; kiirzer beschrieben werden » Reichere Typen (bspw. Reprasentation von Feldern durch Listen)
i=i+1; » Einfachere Beweise
} » Mehr Funktionen (bspw. auf Listen)
Modell ist treue Représentation: > Beispiele:
» Eigenschaften des Modelles gelten .
a.out auch fiir das Programm » Separate Modellierungssprache, bspw. UML/OCL
Executable Developer > Modellierungskonzepte in der Annotationssprache (JML, ACSL)
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Modellierung von Typen: Integer Bindre Suche
1 int binary_search(int val, int buf[], unsigned len)
> |
0 </
» Vereinfachung: int wird abgebildet auf Z j i/lﬁt{ I;wej"}high . . ress
5 low = 0; high = len;
» Das kann sehr falsch sein 6 while (low < high) {
7 mid= (low+ high)/2;
8 if (buf[mid] < val)
» Manchmal unerwartete Effekte 9 low = mid + 1;
10 else
» Behebung: statisch auf Uberlauf priifen " ) oigh = @i
12
13 if (low < len && buf[low] = val)
» Nachteil: Plattformspezifisch 14 res= low;
15 else
16 res= —1;
17 // { res # =1 — buf]res| = val A
res = —1 — V.0 < j < len —» buf[j] # val
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Binare Suche, korrekt

1 int binary_search(int val, int buf[], unsigned len)
2
{
3 // {0 < len}
4 int low, high, mid, res;
5 low = 0; high = len;
6 while (low < high) {
7 mid= low+ (high—low)/2;
8 if (buf[mid] < val)
9 low = mid + 1;
10 else
1 high = mid;
2 }
13 if (low < len && buf[low] = val)
14 res= low;
15 else
16 res= —1;

17 // { res # —1 — buf][res] = val A
res = —1 — Vj.0 < j < len — buf|j] # val

Typen: reelle Zahlen

» Vereinfachung: double wird abgebildet auf R

» Auch hier Fehler und unerwartete Effekte moglich:
> Kein Uberlauf, aber Rundungsfehler
» FlieBkommazahlen: Standard |IEEE 754-2008

» Mogliche Abhilfe:

» Spezifikation der Abweichung von exakter (ideeller) Berechnung
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Typen: labelled records Typen: Felder
» Was reprasentiert Felder?
» Passen gut zu Klassen (Klassendiagramme in der UML)
> Sequenzen (Listen)
» Bis auf Methoden: impliziter Parameter self
» Modellierungssprache:
» Werden nicht behandelt
» Annotation + OCL
Korrekte Software 11 [39] Rl U Korrekte Software 12 [39] Rl U
Ein langeres Beispiel: reverse in-place reverse-in-place: die Invariante
1 i= 0;
2 [/ {Vi0<i<n— a[i] = bi]}
3 while (i< n/2) {
o J)m
5 tmp= a[n—1-i]; N
6 a[n—1-i]= a[i]; - - Tt
7 ali]= tmp; k"‘f“'“\\*é-k:\ i =
8 i= i+1;
o} ) ) . . Mathematisch:
o //{¥j0<j<n—al]=bn—1-i} {Vj0<j<i—alj]=bln—1-jA
Vin—1—i<j<n— alj]=bln—1—j]A
Vjii<j<n—-1—i—alj]=>b[] }
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Ein langeres Beispiel: reverse in-place Arbeitsblatt 11.1: Jetzt seid ihr dran
» Berechnet die Beweisverpflichtungen aus der While-Schleife bei reverse-in-place:
1i= 0; I'Nb— awp(c,I)
2 /) {¥i0 < i< n—s afi] = b[i]}
s while (i< n/2) {
o /{0 j<i—al]=bln—1-jA . :
Vim—1—i<j<n—salj]=bin—1—j » Dazu berechnet ihr awp(c, /), mit
Vjii<j<n—1—i—alj]=0b[] } €=
5 tmp= a[n—1-i]; tmp= a[n—1—i];
6 a[n—1-i]= a[i]; a[n—1-i]= a[i];
7 ali]= tmp; ali]= tmp;
8 i= i+1; i= i+1;
o} o - -
w /) {¥.0<j<n—>ali]=bln—1-1i]} I={Y0<j<i—alj]=bn-1-jA
Vjin—1—i<j<n—a[j]=>bln—1—j]A
Vjii<j<n—1-i-—a[j]=>b[] }
» |hr braucht noch nichts zu beweisen. ..
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Uberblick: Approximative schwachste Vorbedingung
awp({},P) =P

awp(/ = e, P) Z Ple/l] (Genauer: Folie 24 aus VL 8 bzw. nichste Folie)

def

= awp(cr, awp(c2, P))

£Q wenn awp(co, P) = bA Q,awp(c, P) = ~b A Q
2 (b A awp(co, P)) V (b A awp(cy. P))

def

awp(cy; &2, P)

awp(if (b) co else ci, P)

awp(if (b) co else ci, P)

awp(/+x {q} +/, P)

awp(while (b) /*x inv i x/ c,P)
wve({},P) Z0

)

)

)

)

)

def .
=1

£y

£ wve(cr, awp(cz, P)) Uwve(cp, P)

£ wve(co, P) Uwve(cy, P)

{q— P}

Ewve(c, i) U {i A b —s awp(c, )} U {i A—b — P}

wve(/ = e, P

wvc(ct; ¢, P

wvc(if (b) o else ci, P
wvc(/xx {q} =/, P

wvc(while (b) /++ inv i/ c, P
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Aligemeine Regel bei Ersetzungen (Nur Arrays)

Wie sieht nun die allgemeine Regel aus fir
F{Ple/N}]=e{P}

©® Wenn | Programmvariable ist, wie gewohnt substituieren
® Wenn | = a[s]:
% Vorkommen der Form alt] in Literalen L(a[t]) und s und t beide in Z oder Idt,
» dann ersetze L(a[t]) durch L(e), falls s = t
% Vorkommen der Form a[t] in Literalen L(a[t]) und s oder t sind nicht aus Z,
» dann ersetze L(a[t]) durch (t = s A L(e)) V (t # s A L(a[t]))

‘2.2 konnt ihr immer machen, 2.1 ist eine Optimierung

» Das ist jetzt immer noch nicht die ganz allgemeine Form, aber fiir unsere Belange reicht das.

Korrekte Software 18 [39] Rl U

Vereinfacht mit Modellbildung

> seq(a, n) ist ein Feld der Lange n reprisentiert als Liste (Sequenz)

n<0—sseq(a,n) =[]
n>0—> seq(a, n) = seq(a,n —1)++(a[n] : [])

» Aktionen auf Sequenzen:

a: as, [] — Listenkonstruktoren
rev(a) — Reverse

ali : j] — Slicing (a la Python)
++ — Konkatenation

[n] — Kurzform fiir n : []

YyYyVYYY
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Interaktion mit der Substitution

> set(a,i,v) ist der funktionale Update an Index i mit dem Wert v:

set([],i,v) ==
set(a:as,0,v) == v :as
i>0—set(a: as,i,v) == a:set(as,i —1,v)
i <0 —> set(as,i,v) == as

» Damit ist
seq(a, n)[v/a[i]] = set(seq(a, n),i,v)
» und es gilt
as = seq(a, n) A i > 0 = set(as, i, x) == as[0 : i]++[x]++as[i +1:n]
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Reverse-in-Place mit Listen

o . w4
[ A
Al Y
1 i= 0; 1 \\/4
> // {bs = seq(a, n)} ARpEnTE R 1
3 whiles (.si1 5/2) b?fm[,é;/; v Tk
4 [*x inv
5 */ {
6 tmp= a[n—1-i];
7 a[n—i—1]= a[i];
8 ali]= tmp;
9 i= i+1;
0}

u // {as =seq(a, n) => rev(as) = bs}

» Damit vereinfachte VCs und vereinfachter Beweis.
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Reverse-in-Place mit Listen

i= 0;
// {bs = seq(a, n)}
while (i< n/2)
Jxx inv  as=seq(a,n) => rev(as[n — i : n])++asli : n— i]++rev(as[0 : ) = bs

oo m W e

*/ {
// { as =seq(a,n)[0: il++[a[n — 1 — i]]++Seq(a, n)[i + 1 : n — 1 — i]++[a[i]]++seq(a, n)[n — i : n] }
= rev(as[n — (i + 1) : n])++as[(i + 1) : n— (i + 1)]++rev(as[0 : (i + 1)]) = bs

7 // {as = set(set(seq(a,n),i,a[n — 1 —i]),n— i — 1,a[i]) = rev(as[n — (i + 1) : n])++as[(i + 1) : n— (i +
1)]++ rev(as[0 : (i + 1)]) = bs}

8 tmp= a[n—1-i];

9 // {as = set(set(seq(a, n), i, tmp),n—i—1, a[i]) = rev(as[n— (i+1) : n])++as[(i+1) : n— (i+1)]++ rev(as[0
(i+1)]) = bs}

10 a[n—i—1]= a[i];

11 // {as = set(seq(a, n), i, tmp) = rev(as[n — (i + 1) : n])++as[(i + 1) : n — (i + 1)]++rev(as[0 : (i + 1)]) = bs}

12 ali]= tmp;

13 // {as = seq(a,n) = rev(as[n — (i + 1) : n])++as[(i + 1) : n— (i + 1)]++rev(as[0: (i + 1)]) = bs}

14 i= i+1;

15 // {as = seq(a, n) = rev(as[n — i : n])++as[i : n— i]++ rev(as[0 : i]) = bs}

17 // {as = seq(a, n) => rev(as) = bs}
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Arbeitsblatt 11.2: Beweise mit Listen

> Beweist durch strukturelle Induktion auf Sequenzen:

rev(as—++bs) == rev(bs)++ rev(as)

» Strukturelle Induktion heiBt:
@ Induktionsbasis: zeige Aussage fiir as &' [].
@ Induktionsschritt: Annahme der Aussage, zeige Aussage fiir as 2o as

» Beweis durch Umformung, Anwendung der Gleichungen fiir rev, +-+

rev([]) == ] (x @ xs)++ys == x : (xs++ys)
rev(x : xs) == rev(xs)++[x] as++(bs++cs) == (as++bs)++cs
yst+{l ==ys

Korrekte Software 23 [39]
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Fazit

» Die Abstraktion erméoglicht wesentlich kiirzere Vorbedingungen und
Verifikationsbedingungen.

» Die Beweise auf Ebene der Listen sind wesentlich einfacher.

» Die Theorie der Listen ist wesentlich reicher.
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Formelsprache mit Quantoren

» Wir brauchen Programmausdriicken wie Aexp

» Wir missen neue Funktionen verwenden kénnen
> Etwa eine Fakultatsfunkion

» Wir missen neue Pradikate definieren kdnnen
> rev, ++, sorted, ...

» Wir mussen Formeln bilden kénnen

» Analog zu Bexp
» Zusatzlich mit Implikation —, Aquivalenz +—

> Zusatzlich Quantoren ber logische Variablen wie in

(Vj.0<j<n— Pl])AP[n] —Vj.0<j<n+1— P[j]
Vi.i >0 — (sorted(a, i+ 1) «— (a[i] < a[i + 1] A sorted(a, i)))

Was brauchen wir?

» Definiere Terme als Variablen und Funktionen besimmter Stelligkeit

» Definiere Literale und Formeln

» Interpretation von Formeln

» mit und ohne Programmvariablen
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Zusicherungen (Assertions) Die bisherigen Funktionen
» Erweiterung von Aexp and Bexp durch
> Logische Variablen Var vi=N,MLUVXYZ Die bisherigen Funktionen selbst definiert:
> Definierte Funktionen und-Pradikate iiber Aexp I
> Funktionen und Pradikate selbst definieren nl == factorial(n)
» Implikation, Aquivalenzen, Quantoren by — by, by <— by, Vv.b,3v. b i <0 — factorial(i) == 1
» Formal: i >0 — factorial(i) == i - factorial(i — 1)
Lexp /= Idt | /[a] | /.1dt b
Aexpv a:= Z|Idt|Var|C|Lexp Z' == sum(a, b)
i=a
}?}:aﬂae])faﬂalxag a> b — sum(a,b) ==0
TP n
Assn b= 1]0]a == a | ol = 3 | 31 <= a<=b— sum(a,b) == a+sum(a+1,b)
[1b ] b && b2 | by || b Kombination aus eingebautem syntaktische Zucker und eigenen Definitionen.
| by — by | by <— b | plen, ..., en)
|Yv.b|3v.b
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Die bisherigen Funktionen Ein Zoo von Logiken
> 2 e ]2, e benstigen Funktionen hoherer Ordnung und anonyme Funktionen:
» Ganz allgemein: » Das grundlegende Dilemma:
a<b-—[a..bl==a:[a+1..b] Entscheidbarkeit Ausdrucksmachtigkeit
a>b-—la..b]==
[ ] 0 Entscheidbar  Vollstandig
foldl(f, ¢, a : as) == foldI(f, f(c, a), as) Aussagenlogik (OPL) v v (AAB)VC
foldI(f, c,[]) == ¢ Pressburger Arithmetik v v n<x-—n+a<x+a
. Pradikatenlogik (PL) x vV Vx.Jdy.x=y
> 760
b Der Logik-Zoo: Peano-Arithmetik x x n-0=0
>~ e(i) == foldI(Ax i .x + (i), 0,[a .. b]) PL mit Ind. & Fkt. x x Z3
i=a Pradikatenlogik 2. Stufe X x  VYP.P(0) — Vn. P(n)
b Logik hoherer Stufe (HOL) X x  Haskell
H e(i) == foldl(Ax i .x - e(i),0,[a.. b])
i=a > Auswahl der Logik: Kompromiss (sweet spot)
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Erfiillung von Zusicherungen Erfiillung von Zusicherungen
> Wann gilt eine Zusicherung b € Assn in einem Zustand o7 » Wann gilt eine Zusicherung b € Assn in einem Zustand o?
> Auswertung (denotationale Semantik) ergibt true . ) .
> Auswertung (denotationale Semantik) ergibt true
» Variablen denotieren:
» Zahlen und Characters wie bisher > Belegung der logischen Variablen: /: Var — (ZUCU Array U T)
> Arrays wie in seq(a, n) » Semantik von b unter der Belegung /:
> Listen iiber Zahlen/Character wie in rev(as), as[(i + 1) : n — (i + 1)] .
> Es konnten auch Strukturen sein (Datentypen wie in Haskell) HVV-b]IIBV = {(o, true) | fur alle i € Z gilt (o, true) € ﬂb]IB[IV/V]}
» Sei T die Menge aller anderen Werte wie Listen, Strukturen usw. U {(0. fa/se) I fireiniez gi|t (0. fa/se) c [b]gi/‘/]}
) ) v
» Belegung der logischen Variablen: / : Var — (ZU CU Array U T) ﬂﬂv.b]lgv = {(o, true) | fur ein i € Z gilt (o, true) € [b]g{//\/l}
»> Semantik von b unter der Belegung /: [b]3,, [a]'4, U {(o, false) | fiir alle i € Z gilt (o, false) € [[b]]gi//‘/]}
l[’]lkv ={(o,0(i) | (0,i) € |[/]|’va i € Dom(c)} Analog fiir andere Typen.
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Erfiilltheit von Zusicherungen

Erfilltheit von Zusicherungen

b € Assn ist in Zustand o mit Belegung / erfiillt (o |=' b), gdw

[b]%, (o) = true

Formeln ohne Programmvariablen, ohne Arrays, ohne Strukturen

» Eine Formel b € Assn ist pur, wenn sie weder Programmvariablen, noch Strukturen, noch
Felder enthalt (also keine Teilterme aus Lexp und Idt)

» Eine Formel ist geschlossen, wenn sie pur ist und keine freien logischen Variablen enthilt.

» Sei Assn® C Assn die Menge der geschlossenen Formeln

Lemma

Fiir eine geschlossene Formel b ist der Wahrheitswert [b]), (o) von b unabhingig von I und
o.

» Sei I eine endliche Menge von Formeln, dann definieren wir

/\I"* biA...Ab, firallebel,[ #0
] true falls T = ()
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Erfiilltheit von Zusicherungen unter Kontext Floyd-Hoare-Tripel mit Kontext

» Sei [ € Assn® und P, Q C Assn

Erfilltheit von Zusicherungen unter Kontext Partielle Korrektheit unter Kontext (I = {P} c {Q})

Sei ' C Assn® eine endliche Menge und b € Assn. Im Kontext I" ist b in Zustand o mit c ist partiell korrekt, wenn fiir alle Zustdnde o und alle Belegungen / die unter Kontext [ P

Belegung I erfiillt (T, o |=' b), gdw erfilllen, gilt:

, wenn die Ausfiihrung von ¢ mit o in ¢’ terminiert, dann erfiillen ¢’ und / im Kontext I auch
[(AT) — bl (o) = true Q.
F={P}c{Q} <= VI.Vo.T,o E' PAT0' . (0,0') € [c]le = T,0' E' Q
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Floyd-Hoare-Kalkiil mit Kontext Floyd-Hoare-Kalkiil mit Kontext
Y vyt r—(A—A) TrH{Alc{B} T —(B—B)
{Ple/xl}x = e (P} AT )
. , R ,
FE{AAb} o {B) [F{AA-b}c {B} und es muss gezeigt werden fiir alle Zustande o und Belegungen / dass I — (A" — A)
- wahr bzw. dass
I+ {A}if (b) o else c1 {B} Ir — (A — Ak (o) = true
',
- {Anbc{A} > [.1%,(c) im Allgemeinen nicht berechenbar wegen
I+ {A} while(b) c {AA -b}
[Vzv.bl%, = {(o,1) | fir alle i € Z gilt (0,1) € [[b]]giv/v]}
I+ {A} ?F{B/];‘ re i:B} a{C} U{(0,0) | fir ein i € Z gilt (o,0) € [6] 3/}
{Ataie{c} » Unvollstandigkeit der Pradikatenlogik
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Zusammenfassung

» Spezifikation erfordert Modellbildung
» Herangehensweisen:
» Modellbildung in der Annotation (*“ghost-code”)
> Separate Modellierungssprache
» Erweiterung der Annotationssprache um logische Anteile

» Quantoren, Typen, Kontexte

» Problem: Unvollstandigkeit der Logik

Korrekte Software 39 [39]
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Fahrplan

» Einfihrung
» Operationale Semantik
Korrekte Software: Grundlagen und Methoden » Denotationale Semantik
Vorlesung 12 vom 29.06.21 » Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Spezifikation von Funktionen > Der Floyd-Hoare-Kalkil |
» Der Floyd-Hoare-Kalkil II: Invarianten
» Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Serge Autexier, Christoph Liith » Strukturierte Datentypen
» Verifikationsbedingungen
Universitit B
iversicat Bremen » Vorwarts mit Floyd und Hoare
Sommersemester 2021 > Modellierung
» Spezifikation von Funktionen
» Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Riickblick
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Funktionen & Prozeduren Beispiel: Rekursion
) . . int factorial(int n)
» Funktionen sind das zentrale Modularisierungskonzept von C J#+ pre  0< n;
post \result = n!; x/
» Kileinste Einheit
if (n = 0) return 1;
»> NB. Prozeduren sind nur Funktionen vom Typ void } else ceturn 0 @ focterlal (@=1);
» In objektorientierten Sprachen: Methoden
» Funktionen mit (implizitem) erstem Parameter this '/';: ;i:toorgiarl‘fint m)
post \result = n!; x/
» Wie behandeln wir Funktionen? .
return n =0 7 1 : n x factorial(n—1);
Korrekte Software 3 [54] <19 Korrekte Software 4 [54] Rl U
Beispiel: Reverse mittels Swap Modellierung und Spezifikation von Funktionen
int swap(int a[], int i, int j) int rev(int a[], int a_len) Wir brauchen:
/*x pre i < a_len A j < a_len; /*x pre 0 < a_len;
post a[i]=a[j]@pre A a[j]=a[i]@pre; */ post ...; */ @ Von Anweisungen zu Funktionen: Deklarationen und Parameter
;'EE] bjfaTi E]’Fj I intiil; ® Semantik von Funktionsdefinitionen
a[i] = buf; i= 0; P .
} while (i< a_len/2) © Sperzifikation von Funktionsdefinitionen
return; Jxx inv Lo %/
O Beweisregeln fiir Funktionsdefinitionen
swap(a[], i, a_len—i);
) 0= Rl © Semantik des Funktionsaufrufs
return;
1 @ Beweisregeln fir Funktionsaufrufe
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Von Anweisungen zu Funktionen Riickgaben
» Erweiterung unserer Kernsprache um Funktionsdefinition und Deklarationen:
FunDef ::= FunHeader FunSpec™ Blk
FunHeader ::= Type Idt(Decl*) Neue Anweisungen: Return-Anweisung
Decl ::= Type Idt
P Stmt su=l=elc; | {}|if(b)c else
Blk ::= {Decl* Stmt} ) )
R . | while (b) /*x inv P x/ c| /xx {P} x/
Type ::= void | char | int | Struct | Array 5
? + | return 2’
Struct ::= struct Idt’ {Decl™}
Array ::= Type Idt[Aexp]
» Abstrakte Syntax
» GroBe von Feldern: konstanter Ausdruck
» FunSpec wird spater erlautert
Korrekte Software 7 [54] Iy Korrekte Software 8 [54] Rl U




Riickgabewerte

» Problem: return bricht sequentiellen Kontrollfluss:
if (x = 0) return —1;
y =y / x; // Wird nicht immer erreicht

» Losung 1: verbieten!

» MISRA-C (Guidelines for the use of the C language in critical systems):

Rule 14.7 (required)
A function shall have a single point of exit at the end of the function.

» Nicht immer méglich, uniibersichtlicher Code . ..

» Lésung 2: Erweiterung der Semantik von ¥ = ¥ zu ¥ — (X + X x V)

Erweiterte Semantik

> Denotat einer Anweisung: ¥ — (ZUZ x V) X — (ZUX x Vy)

» Abbildung von Ausgangszustand ¥ auf:
» Sequentieller Folgezustand oder Riickgabewert und Riickgabezustand;
> ¥ und X x V sind disjunkt.

» Was ist mit void?
> Erweiterte Werte: Vi 2V + {x}

» Komposition zweier Anweisungen f,g : ¥ — (X UX x Vy):

flo) =o'

et 2 [5)
gosf(o) {(01"/) (o) = (o', v)

» Und als Mengen/partielle Funktionen formuliert:

gosf={(0.p) |3 (0.0") € f A (o".p) € g} U{(0: (0", V) | (0, (0", V) € f}
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Semantik von Anweisungen Arbeitsblatt 12.1: Jetzt seid ihr mal dran. ..
Berechnet die Denotate der folgenden Programme:
[Jc:Stmt - ¥ — (XUX x Vy) o
Ix = ele = {(o. 0l al) | (0.1) € Xl (0 3) € [ela} b =3ix = 4Jc = [x = 4Jc os [x = 3]e
[e1; cole = [e2de os [eile  Komposition wie oben ={(0,0x = 4])} o5 {(0, o[x = 3])}
[{ He = 1ds Ids := {(0,0)|0 € T} ={(o,0[x = 4])}
lif (b) co else cile = {(0, ") | (o, true) € [b]5 A (o, ¢') € [collc}
U{(0.0) | (0. false) € [l A (0. ) € [er]c} )
[
mit p' € X UL x Vy [x = 3;return x;x = 4]¢c = [x = 4]c os ([return x]c os [x = 3]c)
return ele = {(c. (0. 2)) | (0. 3) € [e].1} — ({0 0lx > 4])Jos
[return]e = {(c. (0. %))} ({(0, (0, a)) | (0, a) € [x] 4} o5 {(o, o[x = 3])})
= ) > 4 s (o, s — 3
[while (b) cle = fix(T) {(o,0lx = 4])} o5 ({(0 (0, 0(x)))} 05 {(0, o[x = 3])})
O , = {(0.0x = 4])} 05 {(01 (o] = 3], ox = 3]()))}
F(¥) = {(o,p') | (0, true) € [Bls A (0, ) € ¥ o5 [c]e} I a—
U{(0.0) | (o, false) € [b]s}
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Semantik von Funktionsdefinitionen Semantik von Blocken und Deklarationen
Blécke bestehen aus Deklarationen und einer Anweisung.
[1# : FunDef - V" =~ ¥ —~ ¥ x Vy
Jbik s Blk = X — (X x V,
Das Denotat einer Funktion ist eine Anweisung, die iber den tatsichlichen Werten fir die Hblk wr (= W)
Funktionsargumente parametriert ist. [decls stmts]pi = {(o, (o', v)) | (o, (", v)) € [stmts]c}
[f(t1 p1,t2 p2,..., tn pn) bIKlgava, - .., vy =
{(olpr = 1] ..., [pn > Val, (0, v)) | (0, (0", v)) € [IK] b} } » Von [stmts]¢ sind nur Riickgabezustande interessant.
» Kein ,fall-through”
» Die Funktionsargumente sind lokale Deklarationen, die mit den Aufrufwerten initialisiert > Was passiert ohne return am Ende?
werden.
> Insbesondere kannen sie lokal in der Funktion verindert werden. > Keine Initialisierungen, Deklarationen haben (noch) keine Semantik.
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Spezifikation von Funktionen Beispiel: Fakultat
» Wir spezifizieren Funktionen durch Vor- und Nachbedingungen int fac(int n)
» Ahnlich den Hoare-Tripeln, aber vereinfachte Syntax /**% pre 0 < n;
» Behavioural specification, angelehnt an JML, OCL, ACSL (Frama-C) post \result — n!};
*/
» Syntaktisch: {
FunSpec ::= /** pre Assn post Assn */ int p;
int c;
Vorzustand
~~
Vorbedingung pre sp; X —-B p= 1;
e= 1;
Nachbedingung  post sp; \Z/ X (X xVy) —B while (c<=n) /% inv p = (c— 1)! A 0< ¢ A c—1< n; %/ {
Vorzustand  Nachzustand und Return-Wert P= PxcC
c= c+1;
eQpre Wert von e im Vorzustand ,etim p;
\result Riickgabewert der Funktion
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Beispiel: Suche

int findmax(int a[], int a_len)
/*x pre \array (a, a_len) A 0 < a_len;
post Vi. 0< i< a_len — a[i]< a[ \result ] A 0< \result < a_len; %/

{
int r; int j;
=0
r=0;

while (j< a_len)
J*x inv (Vj. 0< j < i—a[j]< a[r])A 0< i< n A0S r< n; %/

{
if (aljl> x) { r=17:}

Ziel: Giiltigkeit von Spezifikationen

> Ziel ist eine Semantik von Spezifikationen [.]s, zu definieren, um damit semantische
Giiltigkeit zu definieren:

pre p post q |= fd
= Vi, V. [fd]a T vi...va € [pre p post q]gsp

» [ enthilt globale Definitionen, insbesondere andere Funktionen.

j=j+L
} > Warum?
return r;
}
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Beispiel: Reverse mittels Swap Beispiel: Rekursion
int rev(int a[], int a_len) void swap(int a[], int i, int j) int factorial(int n)
/** pre 0 < a_len; J*x pre Jl. \array (a, |) A i< | A j< I3 /xx pre  0< n;
post ...; */ post a[i]=a[j]@pre A a[j]=a[i]Cpre; x/ post \result — n!; %/
int i; int buf; { int x:
i= 0; buf = a[j]; if =0
while (i< a_len/2) alj] = alil; ' ri:urn 1? !
[k iy K/ ali] = buf; '
return
. . else {
slwa?(a[], i, a_len—i); } x = factorial (n—1);
} i= i+1; return n * Xx;
return;
; }
}
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Semantik von Spezifikationen

» Vorbedingung: Auswertung als [sp]g [ tber dem Vorzustand
» Nachbedingung: Erweiterung von [.]s und [.].4
» Ausdriicke kénnen in Vor- oder Nachzustand ausgewertet werden.

» \result darf nicht in Funktionen vom Typ void auftreten.

21 [54] Rl U

Korrekte Software

Semantik von Spezifikationen

[1ssp : Env — Assn — (¥ x (X x Vy)) - B
[Jasp : Env — Aexpv — (¥ x (X x Vy)) = V
['6lssp T = {((e. (0", ), true) | (o, (o",v)), false) € [b]sspl'}
U {((o, (o', v)), false) | ((o, (0", v)), true) € [b]spl }
[xLaso T = {((e, (", v)), 0" (x))}

[e@pre]ss, = {((e. (¢, v)), b) | (o b) € [els T}
[e@pre]usp T = {((0, (0", v)), ) | (0, 2) € [e]a T}
[\result] 45, T = {((o, (D‘/, v)),v)}

[ore p post qlss, T ={(0. (0", v)) | (0 true) € [pls T A ((0, (o', v)), true) € [qlssp T}

=dY
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Giiltigkeit von Spezifikationen

» Die Semantik von Spezifikationen erlaubt uns die Definition der semantischen Giiltigkeit.

pre p post q |= fd

> [ enthilt globale Definitionen, insbesondere andere Funktionen.
» Wie passt das zu den Hoare-Tripeln |= {P} c {Q}?

> Wie beweisen wir das? Erweiterung des Hoare-Kalkiils

=AY
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Erweiterung des Floyd-Hoare-Kalkiils

[Jc:Stmt - ¥ — (XUX xVy)
Hoare-Tripel: zusatzliche Spezifikation fir Riickgabewert.
Partielle Korrektheit (= {P}c{Q | Qr})
c ist partiell korrekt, wenn fiir alle Zustiande o, die P erfiillen:
» die Ausfithrung von ¢ mit o in o’ regular terminiert, so dass o’ die Spezifikation Q erfiillt,

» oder die Ausfithrung von c in ¢’ mit dem Riickgabewert v terminiert, so dass (¢, v) die
Riickgabespezifikation Qg erfillt.

FE{Prc{Q| Qr} =
Vo. (o, true) € [Pls T A (30’. (0,0") € [c]le = ((0, (07, %)), true) € [Q]nsp T)
\%
(30’ v.(0,(0",v)) € [cle = ((0, (0", v)), true) € [QrlBsp T)
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Erweiterung des Floyd-Hoare-Kalkiils: return

I'={r} Q{return | P} I'={T} Q[e/ \result] {return e| P} J

» Bei return wird die Riickgabespezifikation @ zur Vorbedingung, die regulare
Nachfolgespezifikation wird ignoriert, da die Ausfithrung von return kein Nachfolgezustand
hat.

» return ohne Argument darf nur bei einer Nachbedingung Q auftreten, die kein \result
enthalt.

> Bei return mit Argument ersetzt der Riickgabewert den \result in der
Riickgabespezifikation.

Erweiterung des Floyd-Hoare-Kalkiils: Spezifikation

(FTAP)= P'[x;/x;@pre] T+ {I}P {c| false}
[ f(x1,...,xn)/** pre P post Q */ {ds c}

» Die Parameter x; werden in post Q per Konvention nur als x; referenziert, aber es ist
immer der Wert im Vorzustand gemeint (eigentlich x; @pre).

» Deswegen wird in Q im Hoare-Tripel ersetzt

» Variablen unterhalb von (.) @pre werden bei der Substitution (Zuweisungsregel) nicht
ersetzt!

> (.) @pre wird beim Weakening von der Vorbedingung P ersetzt

» Sequentielle Nachbedingung von c ist false
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Zusammenfassung: Erweiterter Floyd-Hoare-Kalkiil Erweiterter Floyd-Hoare-Kalkiil 11
Fr={r}P{a|R} TH{I}R{c|Q}
FE{ry P3P} FE{ryPiaic| @}
FTE{r}PAb{c|P} I+ {r} Q{return | P} I+ {I'} Qle/ \result] {return e | P}
Fr={r}Qle/x]{I=e| Q r={r} P{while (b) c| PA—-b
{1} Qle/xI{ e} i (b) el } (TAP)= P'Ixj/x;i@pre] T+ {T}P {c]| false}
TE{N}PAb{a|Q} TH{T}PA-b{c]|Q} I f(x1,...,%n)/** pre P post @ */ {ds c}
= {r} P{if (b) a1 else c» | Q}
(TAP)y— P TH{T}P{c|Q} (ThQ)— Q@ (TAR)—R
r={r}rP{c| @}
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Arbeitsblatt 12.2: Kurzbeispiel Losungsblatt 12.2: Kurzbeispiel
int f(int x)
/*x post \result = x+1; x/
Verifiziert folgendes Kurzbeispiel: {
// {x+1=x@pre+1}
int f(int x) x= x+1;
/*x post \result = x+1; %/ /] {x = x @pre +1}
return x;
(/12 // {false | \result = x @pre +1}
x= x+1; }
/) 17
return x; Weakening der Spezifikationsregel:
/] 17
1 true =>(x + 1 = x @pre +1)[x/x @pre]
x+1l=x+1 v
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Approximative schwachste Vorbedingung

» Erweiterung zu awp(l, ¢, Q, Qr) und wvc(T, ¢, Q, Qr) analog zu der Erweiterung der
Floyd-Hoare-Regeln.

> Es werden der Kontext I und eine Riickgabespezifikation Qg bendtigt.
» Esgilt:

Awve(l,c, @, Qr) = T = {awp(c, @, Qr)} c {Q | Qr} J

» Berechnung von awp und wvc:

def

awp(T, f(x1, ..., xn)/** pre P post Q */ {ds blk}) = awp(I”, blk, false, Q[x; @pre /x;])
we(T, £(x1. . .., xa)/** pre P post Q */ {ds blk}) & {(T A P) = P'[x;/x; @pre]}
U wve(, blk, false, Q[x; @pre /x;])
I &I Vxa, o X (P, Q)]

def

P’ = awp(I"', blk, false, Q[x; @pre /x;])
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Approximative schwéchste Vorbedingung (Revisited)

awp(T,{},@ Qr) £ @
awp(T,/=e,Q,Qr) £ Q[e/l]
awp(T, c1; 2, Q, Qr) £ awp(T, c1, awp(cz, Q, Qr), Qr)

awp(T,if (b) co else c1,Q, Qr) £ (bAawp(T,co, @ Qr)) V (=b A awp(T, c1, Q, Qr))

awp(T, /+* {q} */, Q, Qr)
awp(l, while (b) /** inv i %/ c, Qgr) i
awp(l, return e, Q, Qr) Qrle/ \result]
awp(l, return, Q, Qr) < Qr

q
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Approximative Verifikationsbedingungen (Revisited)

wve(l,{}, Q, Qr
wve(l, /I =e,Q,Qr

]
[
wvc(l, c1,awp(c2, Q, Qr), Qr) Uwvc(T, &2, Q, Qr|

wve(l,if (b) c1 else o, Q, Qr
wye(l, /++ {q} */, Q, Qr

& ch(r, a,Q, QR) U WVC(r, o, Q, QR)

)
)
wve(l, c1; e, Q, Qr)
)
) € {Thq= Q}
)

Beispiel: Fakultat

1 int fac(int n)

2 /xx pre 0 < n;

3 post \result = n!; =/
4 A

5 int p, c;

6 //{i=(-1)A0<1}

7 op= 1

8 //{p=(-1)1A0<1}

9 = 1;

10 //{p=(c—1)IA0<c}

11 while (1) /% inv p = (c— 1) A0< c; */ {

wve(T, while (b) /+ inv i %/ ¢,Q,Qr) £ wvc(T,c,i,QR) I e
; . if (c=n
U{rAinb = awp(T,c,i,Qr)} 14 return p;
U{TAiNn-b= Q} 15 }
wvc(l, return e, Q, Qg) £y i? = oth
18 7/ {false}
19 }
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Beispiel: Fakultat (Beweisverpflichtungen 1) Beispiel: Fakultat (Schleifenrumpf)
1
2 while (1) /*+ inv p = (c— 1) A 0< c; %/ {
Unvereinfacht: 3 // {lc=nAp-c=n@pre!)V(c#nAp-c=((c+1)-1)!A0<c+1)}
(1) 0<n—1=(1-1)A0<1 . P= pxc; -
= = = +1)—-1)AO0 +1
(3) p=(c—1)!IA0<cA~true — false 6 {{{((z :n/\n,; Y B oSG SRS ER A
. 7 // {p = n@prel}
Vereinfacht: 8 return p;
(11) 0<n—1=0 v 0 }
(12) 0<n—0<1 v 9 clag
=((c+1)-1)IA0<c+1
(3) false — false v 12 Jr O=(Er=tlad< e
13 //{p=((c+1)—1)A0O<c+1}
14 c= c+1;
15 // {p=(c—1)!A0<c}
16 }
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Beispiel: Fakultat (Beweisverpflichtung I1) Was fillt uns auf?
Unvereinfacht:
» Di i i = —1)! =
(2) p=(c—1)1A0<cA true Die Invariante ist p = (¢ —1)! A0 < ¢ A n = n@pre
— (c=nAp-c=n!)
V(c#nAp-c=((c+1)—1)IA0<c+1) » Da fehlt ¢ — 1 < n — wie kénnen wir ¢ — 1 = n am Ende beweisen?
Neue Vereinfachungsregel: > Mit der Schleifenbedingung 1 gilt jede Nachbedingung.
© Disjunktionen folgender Form in der Konklusion kénnen vereinfacht werden:
> P— (AAB)V(CA-B)~PAB— APA-B— C » Austritt aus der Schleife mit ¢ == n — vereinfacht den Beweis.
(21) p=(c—1)IA0<cAc=n— p-c=n0prel x Bendtigt n= n@pre
(22) p=(c—1)A0<cAc#n—p-c=c! Vv ((c=1)l-c=c) > Aber: miissen in der Invariante explizit spezfizieren, dass n sich nicht dndert.
(23) p=(c—-1IA0O<cAc#n—0<c+1 / (c<c+1)
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Modellierung und Spezifikation von Funktionen Funktionsaufrufe und Riickgaben
Wir brauchen: Neue Ausdriicke und Anweisungen:
» Funktionsaufrufe
@ Deklarationen und Parameter v/
> Prozeduraufrufe (mit Zuweisung eines Riickgabewertes)
® Semantik von Funktionsdefinitionen v/ Aexp ai= Z|C|Lexp|ai+ay|ai—ax|a*a|a/a
= == |
© Spezifikation von Funktionsdefinitionen v/ Bexp b:=1[0]a @la<a|lb|b&&b | b b
Exp e:= Aexp | Bexp
@ Beweisregeln fiir Funktionsdefinitionen v* Stmt c = I=el|c;a|{}|if(b)a else c
| while (b) /xx inv ax/ c| /xx{a} x/
© Semantik des Funktionsaufrufs | 1dt(a)
| 1= Idt(a*)
@ Beweisregeln fiir Funktionsaufrufe | return a’
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Zur Erinnerung: Semantik von Funktionsdefinitionen

[1# : FunDef — V" =~ ¥ —~ ¥ x Vy
» Das Denotat einer Funktion ist eine Anweisung, die tiber den tatsachlichen Werten fir die
Funktionsargumente parametriert ist.
[f(t1 p1,t2 P2, s ta Pn) bKli = {((x1, - .- s xn), 0, (0, V)
| (o, (0, v)) € [bIK]si o5 {(o, o[pi — xili=1,..n)} }

» Die Funktionsargumente sind lokale Deklarationen, die beim Aufruf initialisiert werden.

» Insbesondere konnen sie lokal in der Funktion verandert werden.
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Funktionsaufrufe

» Aufruf einer Funktion: f(t, ..., t,):
» Auswertung der Argumente ty,...,t,

> Einsetzen in die Semantik [f]wx

» Call by name, call by value, call by reference...?
» C kennt nur call by value (C-Standard 99, §6.9.1. (10))
> Was ist mit Seiteneffekten? Wie kénnen wir Werte dndern?

> In C: Durch Ubergabe von Referenzen als Werte
= Erfordert Modellierung des Speichermodells (nichste Vorlesung)

> Wir betrachten das hier/heute nicht, somit nur reine Funktionen!
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Arbeitsblatt 12.3: Funktionsaufrufe

Wie werden Parameter in folgenden Programmiersprachen iibergeben?

» C: Call-by-value fiir skalare Typen (arithmetische Typen und Referenzen), damit
call-by-reference fiir aggregierte Typen (struct, Felder);

» Java:
» Haskell:
» Python:

» Other: (specify)
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Funktionsaufrufe
» Um eine Funktion f aufzurufen, miissen wir (statisch!) die Semantik der Definition von
dem Bezeichner f zuordnen.

» Aufruf einer nicht-definierten Funktion f oder mit falscher Anzahl n von Parametern ist
nicht definiert

» Muss durch statische Analyse verhindert werden
» Deshalb brauchen wir eine Umgebung (Environment):

Env = /d — [FunDef]
=ld—=VN ¥ ~(ZxV,)

» Das Environment ist zusdtzlicher Parameter fur alle Definitionen
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Semantik von Funktionsaufrufen

[f(trs .-  ta)lel = {(o,0") | ((a1s-- -, an), 0, (0", v)) € T(F) A (0, a;) € [t:]aT}
[x = f(tr, ... ta)lel = {(o,0'[x = V]) | ((a1,---,an), 0, (0", v)) €T(F) A (0, a;) € [t:]aT}
» Aufruf von Funktion [f(ty,...,ts)].4 ignoriert Endzustand
» Aufruf einer Prozedur [f(ti,. .., t,)]c ignoriert Riickgabewert

» Somit: Kombination mit Zuweisung

Erweiterung des Kontext

» Der Kontext I muss Funktionsbezeichnern ihre Spezifikation (Vor/Nachbedingung)
zuordnen.

> [(f) =Vxi,...,x». (P, Q), fir Funktion f(xi,...,x,) mit Vorbedingung P und
Nachbedingung Q.

» Korrektheit gilt immer nur im Kontext, dadurch kann jede Funktion separat verifiziert
werden (Modularitat).
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Erweiterung des Floyd-Hoare-Kalkiils: Aufruf

F(f) =Vx1,..., % (P, Q)
IEA{T} Plti/xi] A yi @pre = y; {I = f(t1,...,ta) | Q[ti/x][//\result]}

» [ muss f mit der Vor-/Nachbedingung P, Q enthalten
» In P und @ werden Parameter x; durch Argumente t; ersetzt.
» \result in Q wird durch / ersetzt

» Fiir alle Variablen y in Q, die mit y @pre referenziert werden, wird eine Gleichung
y = y @pre in die Vorbedingung eingefiigt.

Beispiel: die Fakultatsfunktion, rekursiv

e (TFE) Verifikationsbedingungen:
[** pre 0 < x;

post \result = x!; */ (1) 0<xAx=x0@pre
— (x =0A1=x0@pre!)

1

2

3

4

2 int r = 0; V(x#0A0<x—1)
7

8

/" {((X:O/\Ol):X@pre!)v(x#OAogxfl)} (11) 0<xAx=x@prerx=0

if (x — =

9 // {1 = x0pre!} — 1=x0prel v

10 return 1; (1.2) 0<xAx=x0@preAx #0

11 // {0 < x — 1| \result = x @pre!} —50<x—-1v

12 } else { =

13 () W= =1 (2) r=(x—1)! — r-x = x @pre!

15 //{0<x—1}

16 r = fac(x— 1);
17 /) {r=(x-1)}

18 // {r-x = x@prel}

Problem: Beweis von (2) benétigt
Voraussetzung x = x @pre!

» z.Zt. nur fir global Variablen sinnvoll 19 return r¥ x;
20 // {false| \result = x @pre!}
21 }
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Beobachtung

» Bei der Verifikation von f muss die Spezifikation von f Teil des Kontextes sein.
» Der Aufruf einer Funktion ersetzt die momentane Nachbedingung — das ist ein Problem!
» Wir brauchen gar keine Invariante — ist durch die Nachbedingung gegeben

» Rekursion benétigt keine Extrabehandlung

» Termination von rekursiven Funktionen wird extra gezeigt

Frame Rule

> Konstanzregel (Rule of Constancy):

F{P}c{Q}
F{PAR}c{QAR}

» Nebenbedingung:

» ¢ verandert keine Variablen in R, oder

> fiir alle Programm-Variablen x, die in R vorkommen, gibt es keine Zuweisung x = ... in ¢
» Das ist eine neue Regel, die bewiesen werden muss
» Schwierig zu handhaben bei Riickwarts/Vorwartsrechung

» R muss annotiert weerden
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Funktionsaufrufe und Riickgaben Approximative schwichste Vorbedingung &
Verifikationsbedingung
N Ausdriick d Anwei : .
eue u-s riicke un - nwelsu-ngen - ) Sei T(F) = ¥x1, . xm. (P, Q)
» Funktionsaufrufe mit Zuweisung eines Rickgabewertes
Stmt c = I=el|c;|{}]|if(b)ca else r
| while (b) /x inv ax/ c| /++ {a} */ awp(l, /+xconst R +/I = f(t1,....ta), U, Ur) = R A P[ti/xi]
\ wenn | € FV(R)
| /xxconst R x/ | =ldt(a*)
| return a’
wye(l, /xx const R x/I = f(t1,...,ta), U, Ug) = {R A Q[t;/x][l/ \result] — U}
wenn | ¢ FUR)
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Beispiel: die Fakultdtsfunktion Zusammenfassung
1 int fac(int x) Verifikationsbedingungen: » Funktionen sind zentrales Modularisierungskonzept
i [ ';':St O\is[x“; =zl of (1) 0<xAx=xG0pre » Behandlung von Funktionen erfordert vielfiltige Erweiterungen
; int r = 0: — (x =0A1= x0Qpre!) » Erweiterung der Semantik:
6 ' V(x#0A0<x—1 > Erweiterung der Semantik um Riickgabezustand ¥ — (ZU X x Vy)
; {( {((); ::OAOI) =5 (R (EF O =1 Ax = Cra)) Ax = x @pre) » Die Semantik einer Funktion ist parametrisiert V' — ¥ — ¥ x Vy
9 1= x Qpre! . e s
10 {ét{um Eea ' (11) 0<xAx=x0preAx =0 » Erweiterung der Spezifikationen:
E ;/ {IO < X{* 1A X = x@pre | \result = x @pre!} —1l=x!v » Spezifikation von Funktionen: Vor-/Nachzustand statt logischer Variablen
else
13 [/ {0 < x—1AXx=x@pre} (12) 0<xAx=x@prenx#0 » Erweiterung des Hoare-Kalkiils:
14 } —0<x—-1v . N
15 //{0<x—1Ax=xG@pre} (1.3) 0<xAx=x@preAx #0 » Gesonderte Nachbedingung fiir Riickgabewert/Endzustand
ig jj*hczr\:stx é;eT}@ pre x/ r = fac(x— 1); ; x = x@pre v » Aufruf einer Funktion ersetzt Vor/Nachbedingung, daher Framing
18 Eetuine RN | » Einschrankungen: nur call-by-value
19 // {false | \result = x @pre!} (2) X = x @pre/\r — (X _ 1)!
2} —s r-x = x@pre! v » Fazit: ohne Referenzen sind Funktionen wenig brauchbar
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Korrekte Software: Grundlagen und Methoden

Vorlesung 13 vom 06.07.21

Referenzen und Speichermodelle

Serge Autexier, Christoph Liith
Universitat Bremen

Sommersemester 2021

Priifungstermine

» Fr, 16.07.2021: Onlineprifungen (9:00- 16:00, alle 30 Minuten)
» Di, 27.07.2021: Onlinepriifungen (9:00- 12:00, alle 30 Minuten)
> Mi, 28.07.2021: Onlineprifungen (10:00- 17:00, alle 30 Minuten)
» Do, 02.09.2021: Onlineprifungen (9:00- 17:00, alle 30 Minuten)

» Fr, 03.09.2021: Onlinepriifungen (9:00- 17:00, alle 30 Minuten)
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Priifungsmodalitaten Fahrplan
» Einfihrung
> Anmeldung iber stud.ip. » Operationale Semantik
» Onlinepriifung: » Denotationale Semantik
. i . . . » Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
@ Fir die Prifung misst ihr euch zwingend mit eurem Uni-Bremen-Zoom-Account anmelden, > .
sonst kommt ihr nicht in den Zoom-Raum. Bitte ruhig zehn Minuten vor der Priifung den Der Floyd-Hoare-Kalkil |
Zoom-Raum betreten, ihr konnt dann im Warteraum warten. » Der Floyd-Hoare-Kalkil II: Invarianten
@ Haltet einen Lichtbildausweis (Studentenausweis, Perso, Fiihrerschein 0.3.) bereit, um Eure > Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Identitat nachzuweisen. » Strukturierte Datentypen
© Die Kamera ist Pflicht, und bitte wahrend der der gesamten Priifung eingeschaltet zu lassen. (lhr > Verifikationsbedingungen
konnt gerne einen virtuellen Hintergrund wahlen, wenn ihr wollt, aber ohne Kamera kénnen wir » Vorwarts mit Floyd und Hoare
keine Priifung abnehmen.) > Modellierung
O Bitte sucht euch einen ruhigen Ort, ohne Hintergrundgerausche (insbesondere Stimmen) im » Spezifikation von Funktionen
Hintergrund. Wir wollen héren kénnen, ob ihr mit jemand anders redet. .
» Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Riickblick
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Motivation Refenzen in C
» Warum Referenzen? » Pointer in C (“pointer type"):
> Nétig fur call by reference » Schwach getypt (void * kompatibel mit allen Zeigertypen, Typumwandlung)
» Funktionen kénnen sonst nur globale Seiteneffekte haben > Eingeschrankte Zeigerarithmetik (Addition, Subtraktion)
» Effizienz > Felder werden durch Zeigerarithmetik implementiert
» Kurze Begriffsklarung: » Pointer sind first-class-values
> Referenzen: getypt, eingeschrinkte Arithmetik » C-Standard 4Bt das Speichermodell relativ offen
> Zeiger: ungetypt, Zeigerarithmetik > Reprasentation von Objekten
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Referenzen in anderen Sprachen Ausdriicke
» Java:
> Neue Operatoren: Addressoperator (&) und Derefenzierung (*)
> (Fast) alles ist eine Referenz
Lexp /= Idt | /[a] | [.ldt | a2
» Schwach getypt (Subtyping und Typumwandlung) Aexp a:=Z|C|Lexp | &/
. |a1+ a2 | a1 — a2 | a1 % a | a1/a | 1dt(Exp”)
Haskell, SML, OCaml: Bexp b= ...
» Stark getypt (typsicher) Exp e:= Aexp | Bexp
Stmt c:u=...
> Scriptsprachen (Python, Ruby): Type t ::=char | int | #t | struct Idt’ {Decl*} | t Idt[a]
> Ahnlich Java
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Das Problem mit Zeigern

» Bisheriges Speichermodell: ¥ = Loc — V

» Aliasing:
Verschiedene Bezeichner (Lexp) fiir die gleiche Lokation / € Loc

» Wert von a dndert sich ohne dass a

Erweiterung des Zustandmodells

» Bisheriger Zustand X £ Loc — V mit
> Locations: Loc ::= Idt | Loc[Z] | Loc.ldt

> Werte: V=7

int a; 5h ird
int xp; erwahnt wird. » Ansatz reicht nicht mehr:
» An der Stelle (*) zwei Bezeichner fir die
p= &a; gleiche Loc: a und *p ® Werte miissen auch Locations sein: V %' Z + Loc
a= 0; . .
// {a=0} > GroBes Pm?lem fr Semantik und @ Idt als Location nicht ausreichend fiir Referenzen und Funktionen
S Hoare-Kalkaiil.
[/ {a=71(%) > Modellierung der Zuweisung durch » Man kann den Zustand modellbasiert oder axiomatisch beschreiben.
Substitution nicht mehr méglich
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Speichermodelle I: Konkret (Compiler) Speichermodelle II: Abstrakt (C-Standard)
Beispieldeklarationen: Beispieldeklarationen:
int a; int a;
struct { struct {
int x; int x;
int y[3]} bl2]; it y[3]} b[2];
int c[3]; int c[3];
Ubersetzung in konkretes Speicherlayout: Ubersetzung in abstraktes Speicherlayout:
B0 : \ G g |
b[0] B[] EOIE0IER] b[0] B[1] |<lOTc2][<r2]]
b[0]x[p[0].y B[1] X[y b[0].b[0].y b[1]xb[1].y
Ib[o]y[O]BlOTy (IO (2] EONUEDEDR0ER) [b[0].y[0T]b[0].y[1]b[0].y[2] [b[Z]-y[OJ[oI]-y[L][b[I]y[2]
Gl - [ 5 [ = s o [ 7 ] 5 [o]w]n] [ [mo] mea [ mez [ mes [mea ]| mes | mes | mez ] n [ne1]ns2]
Denotation von b[0].y[1] ist 3 Denotation von b[0].y[1] ist m + 3, mit m unbestimmte Adresse
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Speichermodelle I1l: Symbolisch Abstrakte Zeigerarithmetik
Beispieldeklarationen: » Adressen sind ein abstrakter Datentyp Loc so dass:
e @ » Es gibt unbestimmte Adressen
Is':ru(a:é { » Operation off addiert Offset (Feldzugriff)
int x: » Operation fld selektiert Feld (struct)
int y[3]} b[2]; » Problem: Gleichheit und Ungleichheit
int c[3];
Ubersetzung in symbolische Adressen: off: Loc — Z — Loc fid: Loc — Idt — Loc
[a]b e |
b[0] b1] EOIERER] off(1,0) = I fld(1, F) # 1
b[0] x[b[0].y B[] xb[A].y of{off(1, a), b) = off(/, a+ b) fld(l, £) = fid(I f=
,a),b) = off(/, ) ="fld(l,g) = f=g¢g
b[0].y[0][b[0].y[1]|b[0].y[2 b[1].y[0]|b[1].y[1][b[1].y[2
0L [OBlOy B0 [blaLy{OblILsblTs2] oL o) a0 87— i ) — 1 — m
(1, a) = ofl, b =b f fld(1, f) # fld(m,
Denotation von b[0].y[1] ist m[0].y[1], mit m unbestimmte Adresse offtl, a) = offil, b) = # g = fld(l,f) # fld(m. g)
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Arbeitsblatt 13.1: Jetzt mit Zeigern! Arbeitsblatt 13.2: Jetzt mit noch mehr Zeigern!
Hier eine weitere Folge von Deklarationen: Hier eine weitere Folge von Deklarationen:
int xa[l]; int xa[l];
struct { struct {
int p[2]; int p[2];
struct { struct {
int x; int x;
int y; } q[2]; int y; } xq[2];
b } b;
» Skizziert hier das Speichermodell — konkret, abstrakt, symbolisch. » Skizziert hier das Speichermodell — konkret, abstrakt, symbolisch.
» Welches sind die jeweiligen Adressen (Loc)? » Welches sind die jeweiligen Adressen (Loc)?
» Was sind die Denotationen fiir a[1], b.p[1], b.q[0], b.q[1].y? » Was sind die Denotationen fiir a[1], b.p[1], b.q[0], (xb.q[1]).y?
» Welche davon sind definiert/undefiniert? > Welche davon sind definiert/undefiniert?
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Axiomatisches Zustandsmodell

» Der Zustand ist ein abstrakter Datentyp ¥ mit zwei Operationen und folgenden
Gleichungen:

read: ¥ — Loc =V
upd: ¥ - Loc -V —~X

def

V =Z+ Loc

read(upd(a, I, v),l) = v
| # m = read(upd(c, 1, v), m) = read(c, m)
upd(upd(o, I, v),1,w) = upd(c, I, w)
I # m = upd(upd(c, I, v), m,w) = upd(upd(c, m,w), 1, v)

» Diese Gleichungen sind vollstandig.

Axiomatisches Speichermodell
> Es gibt einen leeren Speicher, und neue (“frische”) Adressen:
empty : ¥
fresh : ¥ — Loc
rem:¥ — Loc — X

» fresh modelliert Allokation, rem modelliert Deallokation
» dom beschreibt den Definitionsbereich:

dom(c) = {I | 3v.read(c,l) = v}
dom(empty) = 0
» Eigenschaften von empty, fresh und rem:
fresh(c) & dom(o)
dom(rem(o, 1)) = dom(o) \ {I}
| # m = read(rem(c, ), m) = read(c, m)
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Erweiterung der Semantik: Umgebung Kurze Frage
> Wieso modellieren wir Loc nicht als Datentyp (so wie bisher):
» Fir Funktionen brauchten wir eine Umgebung (Environment):
[ = 1dt | /[Z] | I.1dt
Env = Idt — [FunDef]
Slde VN ST (T V) Dann wire off(/, n) 2 I[n], fld(l, i) £ I.i.
» [a] ware immer a. Damit funktionieren drei Dinge nicht:
@ Wir kénnen globale nicht von lokalen Variablen unterscheiden.
X . . X @ Beim rekursiven Aufruf wird keine neue Instanz erzeugt.
> Diese muss erweitert werden fiir Variablen: © Generell funktioniert call-by-reference nicht, z.B.
Env = Idt — ([FunDef] ¥ Loc)
void f(int xx) void g()
{
int a; int a;
> Insbesondere: gleicher Namensraum fiir Funktionen und Variablen (C99 Standard, §6.2.3) a= *x; f(&a);
} }
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Erweiterung der Semantik: Problem Erweiterung der Semantik: Lexp
» Problem: Loc haben unterschiedliche Semantik auf der linken oder rechten Seite einer
Zuweisung.
[-]z : Env — Lexp — £ — Loc
» x = x+1 — Links: Addresse der Variablen, rechts: Wert an dieser Adresse
[xIz T ={(e.T(x)) | o € T}
> Losung in C: “Except when it is (...) the operand of the unary & oprerator, the left [lexplallz T ={(o, of1,i)) | (c.1) € [lexp]c T, (0. i) € [a]a T}
operand of the . operator or an assigment operator, an lvalue that does not have array lexp.flz T ={(o, fid(1, £)) | (o, 1) € [lexp]c T}
type is converted to the value stored in the designated object (and is no longer an Ivalue)” [eele T =[ela T
C99 Standard, §6.3.2.1 (2) xe[c I =[efa
» Nicht spezifisch fir C
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Erweiterung der Semantik: Aexp(1) Erweiterung der Semantik: Aexp(2)
[-]4:Env— Aexp > £ =~V
[-]4:Env— Aexp - X =V
[n]a T ={(co,n)|c€ex} firneN
[ela T ={(o, read(o, 1)) | (0, 1) € [e] T} [a0 + a1]a T ={(o, no + n1 | (o, mo) € [a0]la T A (0, m) € [ar]la T}
e € Lexp und e kein Array-Typ [ao — 1] T ={(o,n0 — m) | (o, n0) € [a0]a T A (0, m) € [an]a T}
[ela T ={(o.1) | (1) € [elc T} [ao * a1]a T ={(o, no * m) | (5, m0) € [ao]a T A (o, m) € [ar]a T}
e € Lexp und e ist Array-Typ [a0/a]a T ={(,m0/m) | (o, n0) € [0l T A (0,m) € [ar]a T
An #0
[eela T =l | (0.1 € [¢]. T} 0
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Erweiterung der Semantik: Stmt

Arbeitsblatt 13.3: Pop-Quiz

Gegeben folgende Funktionen:

int f(int *x) int a[3] = {0, 0, 0};

{ void g()
[x = elc T ={(o, upd(c,/,a)) | (c,1) € [x]c T int a; {
A(o,a) € [e]a T} a= *X; int x= 1;
*x= a+1; a[x]= f(&x);
return a;
Ix = (t1, .., t)le = {(o, upd(@, 1, V)) | (. (o', V) € F(F)(vt,- ., vi) } ’
A (o, vi) € [ti]al Was ist der Wert des Feldes a am Ende von g?
Ao, 1) € [x]cl} ®a2==1{001}
®a==1{002
®a==1{01,0}
0 2 ==1{0,20}
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Arbeitsblatt 13.4: Kurze Semantik Und jetzt?
Gegeben folgende Deklarationen: » Zustand erweitert, so dass wir Zeiger modellieren kénnen.
struct {
int x; » Semantik entsprechend erweitert.
_int y; }op[5];
Lnichal » Was machen wir mit dem Hoare-Kalkiil, speziell der Zuweisung?
mit folgender Umgebung
def
F=(p—harmrb)h#b » Vorherige Modellierung — Zuweisung durch Substitution modelliert — nicht mehr
Berechnet die denotationale Semantik von ausreichend.
a= a+ p[3].x; .
» Dabher: explizite Zustandspradikate
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Explizite Zustandspradikate Explizite Zustandspradikate
> Erweiterung von Aexpv um read, neue Sorte State mit Operation upd:
Lexp, /::=...| *a
» Zusicherungenen (Assn) sind zustandsabhangige Pradikate Assn; b: -
Aexp, a:=read(S,I)|Z|C|/| & |...|e@pre]...
» Mit anderen Worten, Pradikate iiber Programmvariablen. State S = 5tateVar| upd(S, I, e)
» Zustandsvariablen StateVar:
> Aktueller Zustand o, V. tand porg, Zwisch tand
» Axiomatische Beschreibung des Zustandes erforderte neue Modellierung auf der Ebene der ueller £ustand @, Vorzustand poig, Swischenzustande Lo, p1. p2
Pradikate » Explizite Zustandspradikate enthalten kein % oder &
» Im Gegensatz zur Semantik rechnen wir mit symbolischen Namen
» Explizite Zustandspradikate modellieren die Zustandsoperationen read und upd explizit » Damit Semantik:
[15sp : Env — Assng — (X x (X x Vy)) = B
[1asp : Env — Aexp, — (X x (X x Vy)) = V
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Hoare-Triple

F={Prc{QIR}
» P, Q,R € Assn; sind explizite Zustandspradikate

» Deklarationen (Decl) allozieren fiir jede Variable eine Location (fresh), und ordnen diese in
[ dem Namen zu.

> Gilltigkeit von Hoare-Tripeln (partielle, totale Korrektheit) wie vorher
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Floyd-Hoare-Kalkiil

Alte Regel

= {r} Qlupd(c,x,e)/a]{x =e| Q}

» Ein Lexp / auf der rechten Seite e wird durch read(a, /) ersetzt.!
» & dient lediglich dazu, diese Konversion zu verhindern.
» « erzwingt diese Konversion, auch auf der linken Seite x.

> Beispiel: xa = *&b;

*AuBer | ist ein Array-Typ.

Korrekte Software 32 [44]
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Formal: Konversion in Zustandspradikate

Angepasste Regeln des Hoare-Kalkiils

(=)' : Lexp — Lexp, (=) : Aexp — Aexp, I+ {T} Qupd(o, x",e#)/0] {x = e | Q} J
it=1i (ieldt) e = read(o, ') (e € Lexp)
Lid' = It.id n#=n . J
r=A{r | P
Ie]f = I"[e?] v# =v (v logische Variable) BCCA U bl L)
wff = 1# (&e)* = ef Insbesondere gilt (int x, y, *z;):
(@ +e)f—at+et > T (1) Qlupdlo, . readio,y)) /o] (x = v | Q}
\result? = \result > [ F{I} Qupd(c,y,x)/o] {y = &x | Q}
@pre” = e@pre
eep eep > [+ {T} Qlupd(c, read(o, z), read(c, x)) /o] {*z = x | Q}
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Arbeitsblatt 13.5: Ein kurzes Beispiel Ein Beispiel mit Zeigern
Betrachtet folgendes Beispiel:
void foo (){
int x, y, z;
= il void foo (){
7= x; int x, y, xz;
y= X; z= &x;
7= 3 x= 0;
// {0<y} o= B3
} y= X;
//{0<y}
@ Konvertiert das Pradikat 0 < y in ein explizites Zustandspradikat.
@® Berechnet (riickwarts) die jeweils giiltigen Zwischenzustande.
© Vereinfacht nach jedem Schritt die Zwischenzustande.
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Ein Beispiel mit Zeigern Ein problematisches Beispiel
B
void foo ()] i G
int x, y, *z;
// {read(upd(upd(s, x,7), read(s, p),99), x) = 7}
Jex { 0< 5 } %/ 7/ {read(upd(upd(s, x,7), read(upd(s, x, 7), p), 99), x) = 7}
J+x { 0< read (upd (... . x L 5), x) } o/ s o
/% { 0< read (upd(upd(upd(s, z, x), x, 0), x L 5), x) ) */ // {read(upd(s, read(s, p), 99), x) = T}
/#% { 0< read (upd(upd(upd(s, z, x), x, 0), read(upd(s, z, x), z), 5), x) } */ *p= 90;
= &x; /] {read(s,x) =T}
/+% { 0< read(upd(upd(s, x, 0), read(s, z), 5), x) } */ /] {x=1}
J#x { 0< read (upd(upd(s, x, 0), read( s, z), 5), x) } * }
/% { 0< read(upd(upd(s, x, 0), read(upd(s, x, 0), z), 5), x) } */
=8 oo | s > Konnen weder beweisen, dass read(s, p) = x noch read(s, p) # x
i;; i 0= seel{eeEis, @i, 2o B =) b » Erfordert Spezifikation: wenn xp auf ein giiltiges Objekt zeigt, dann xp # x da x lokale
?** % 0< read(s, x) } */ " : - Variable.
wx { 0< read(s, x * . .
/#% { 0< read(upd(s, y, read(s, x)), y) } */ » Generelles Problem — was ist mit
v= = void foo(int *p, int xq)
Jex { 0< read(s, y) } */ H ) '
» Konnen weder beweisen, dass #p = *q noch xp # xq
Korrekte Software 37 [44] Rl U Korrekte Software 38 [44] Rl U
Weitere Beispiele: Felder Felder und Zeiger revisited
int findmax(int a[], int a_len)
/+% pre \array(a,a_len) ANO < a_len; x/ » In C sind Zeiger und Felder schwach spezifiziert
/*% post Vi.0<i<a_len— ali] <\result; */
{ » Insbesondere:
int x; int j;
» a[j]= *(a+j) fiir a Array-Typ
x= INT_MIN; j= 0;
while (j< a_len) » Derefenzierung von #x nur definiert, wenn x “giiltig” ist (d.h. auf ein Objekt zeigt) C99
[xx inv (Vi.0<i<j—a[]<x)Aj<a_len; x/ Standard, §6.5.3.2(4)
{
J'i J(j»[lJ']> =) == allil: » Bisher in den Hoare-Regeln ignoriert — partielle Korrektheit.
}
return x; » Ist das sinnvoll? Nein, bekannte Fehlerquelle
}
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Spezifikation von Zeigern und Feldern

Das Pradikat \valid(x)
\valid(x) <= read(c, x') ist definiert J

» Insbesondere: \valid(xx) <= read(o, read(c, x)) ist definiert.

» Felder als Parameter werden zu Zeigern konvertiert, deshalb miissen wir spezifizieren
kénnen, dass ein Zeiger ein Feld ist.

» \array(a, n) bedeutet: a ist ein Feld der Lange n, d.h.

\array(a, n) <= (Vi.0 < i < n = \valid(a[i]))

> Giiltigkeit kann abgeleitet werden:

Was noch fehlt. ..

» Vorwdrtsrechung mit expliziten Zustandspradikaten.

> Statt Existenzquantoren iiber Variablenwerte unbestimmte Zwischenzustande pq, pa, ...

pi & FV(P)
T ={r} P{x = e| Plpi/o] A o = upd(p;, x"[pi/0], e¥[pi/0])}

» Zwischenzustande sind existenzquantifiziert, d.h. das Pradikat gilt fiir irgendeinen Zustand p;
(aber fiir alle o).

» Schwichste Vorbedingung und starkste Nachbedingung:

» Ergibt sich aus den Hoare-Regeln.

x= &e \array(a,n) 0<i i<n » Erfordert durchgingige und agressive Vereinfachung.
\valid(*x) \valid(ali])
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Zusammenfassung Fahrplan
. . . . . . » Einfihrun
» Um Referenzen (Pointer) in C behandeln zu kénnen, bendtigen wir ein erweitertes X 8 .
Zustandsmodell » Operationale Semantik
. . » Denotationale Semantik
» Referenzen werden zu Werten wie Zahlen oder Zeichen. - . . )
. A 4 Struk nd keine first.c] | » Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
rrays und Strukturen sind keine first-class values. .
> G By Probl liasi » Der Floyd-Hoare-Kalkiil |
robes Froblem: aliasin
& » Der Floyd-Hoare-Kalkil II: Invarianten
» Erweiterung der Semantik und der Hoare-Tripel nétig: > Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
» Vor/Nachbedingungen werden zu expliziten Zustandspréadikaten. » Strukturierte Datentypen
» Zuweisung wird zu Zustandsupdate. > Verifikationsbedingungen
> Problem: » Vorwarts mit Floyd und Hoare
> Zustinde werden sehr groB > Modellierung
» Riickwartsrechnung erzeugt schnell sehr groBe ,unbestimmte” Zustande, die nicht vereinfacht werden > Spezifikation von Funktionen
kénnen
» Referenzen und Speichermodelle

» Hier ist Vorwértsrechnung vorteilhaft
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» Ausblick und Riickblick
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Fahrplan

» Einfihrung
» Operationale Semantik
Korrekte Software: Grundlagen und Methoden » Denotationale Semantik
Vorlesung 14 vom 13.07.21 » Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Riickblick & Ausblick » Der Floyd-Hoare-Kalkiil |
» Der Floyd-Hoare-Kalkiil II: Invarianten
» Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Serge Autexier, Christoph Liith » Strukturierte Datentypen
» Verifikationsbedingungen
Universitat Bremen » Vorwarts mit Floyd und Hoare
Sommersemester 2021 > Modellierung
» Spezifikation von Funktionen
» Referenzen und Speichermodelle
> Ausblick und Riickblick
10:13:21 2021-07-15 1[31] <19 Korrekte Software 231 Rl U
Was gibt’s heute?
» Riickblick
> Ausblick . Ruickblick
» Feedback
» Prifungsvorbereitung
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Semantik Floyd-Hoare-Logik
> - - ik: i
» Operational — Auswertungsrelation (c,o) — o’ Floyd-Hoare-Logik: partiell und total
> F{P}c{Q} vs. P} c{Q}: Vollstandigkeit, Korrektheit
» Denotational — Partielle Funktion [c] : ¥ — ¥ {Prei{Qhvs = {Prei®)
» Die sechs Basisregeln
» Axiomatisch — Floyd-Hoare-Logik
> Zuweisungsregel: vorwirts (Floyd) vs. riickwérts (Hoare)
» Welche Semantik wofiir?
» VCG: Schwachste Vorbedingung und starkste Nachbedingung
» Beweis: Aquivalenz von operationaler und denotationaler Semantik
> Beweis: Korrektheit und Vollstandigkeit der Floyd-Hoare-Logik
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Zusammenhang der Semantiken Erweiterungen der Programmiersprache
Operational
» Fiir jede Erweiterung:
c: 1';
while (¢ <=n) { » Wie modellieren wir semantisch?
Denotational D%
p=p~ ¢
c=Cc+1;
} » Wie andern sich die Regeln der Logik?
Programm
Axiomatisch
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1. Erweiterung der Programmiersprache

» Strukturen und Felder
> Lokationen: strukturierte Werte Lexp
> Erweiterte Substitution in Zuweisungsregel

> Sonstige Regeln bleiben

2. Erweiterung der Programmiersprache

» Prozeduren und Funktionen
» Modellierung von return: Erweiterung zu ¥ = X + X x Vy
» Spezifikation von Funktionen durch Vor-/Nachbedingungen
» Spezifikation der Funktionen muss im Kontext stehen
> Unterscheidung zwischen zwei Nachbedingungen

» Regeln fiirr den Funktionsaufruf
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3. Erweiterung der Programmiersprache
» Referenzen
» Konversion zwischen Lexpund Aexp
» Lokationen nicht mehr symbolisch (Variablennamen), sondern abstrakt I I - AUSbI le
X=Loc—V,V=Z+Lloc
» Zustand als abstrakter Datentyp mit Operationen read und upd
» Zuweisung nicht mehr mit Substitution, sondern explizit durch upd
> Spezifikationen sind explizite Zustandspridikate, Konversion (—)', (—)%
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Was geht noch? Die Sprache C: Was haben wir ausgelassen?
Semantik:
» Die Sprache C » Nichtdeterministische Semantik: Seiteneffekte, Sequence Points
— Umsténdlich zu modellieren, Effekt zweitrangig
> Andere Programmiersprachen » Implementationsabhingiges, unspezifiziertes und undefiniertes Verhalten
— Genauere Unterscheidung in der Semantik
» Logik und Spezifikation Kontrollstrukturen:
> switch — Ist im allgemeinen Fall ein goto
» Success Stories . .
» goto, setjmp/longjmp
— Allgemeinfall: tiefe Anderung der Semantik (continuations)
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Die Sprache C: Was haben wir ausgelassen? Die Sprache C: Was haben wir ausgelassen?
Typen:
» Funktionszeiger — Fir “saubere” Benutzung gut zu modellieren Fiir realistische C-Programme:
» Weitere Typen: short/long int, double/float, wchar_t, und Typkonversionen — FleiBarbeit > Compiler-Erweiterungen (gcc, clang)
» FlieBkommazahlen — Spezifikation nicht einfach
» Biichereien (Standardbiicherei, Posix, .. .)
» union — Kompliziert das Speichermodell
> volatile — Bricht read/update-Gleichungen > Nebenlaufigkeit
> typedef — Argernis fiir Lexer/Parser, sonst harmlos
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Andere Sprachen: Wie modelliert man Java?

» Die Kernsprache ist dhnlich zu CO.
» Java hat erschwerend:

» dynamische Bindung,
> Klassen mit gekapselten Zustand und Invarianten,
> Nebenlaufigkeit, und

> Reflektion.

» Java hat dafiir aber
» ein einfacheres Speichermodell, und

> eine wohldefinierte Ausfiihrungsumgebung (die JVM).
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Andere Sprachen: Wie modelliert man C++7

» Sehr vorsichtig (konservativ)

» Viele Features, fehlende formale Semantik, ...

» Mehrfachvererbung theoretisch anspruchsvoll

> Es gibt keine Formalismen/Werkzeuge, die C++ voll unterstiitzen

» Ansitze: Ubersetzung nach C/LLVM, Behandlung dort
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Andere Sprachen: Wie modelliert man PHP?

Gar nicht.

> Wir generieren Verifikationsbedingungen, wie kann man sie beweisen?
» Automatische Beweiser:
» SAT-Checker I6sen Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik (MiniSAT, Chaff)

» SMT-Beweiser beweisen Aussagen der Pradikatenlogik mit linearer Arithmetik, Funktionen und
Induktion (Z3, Yices, CVC)

» Interaktive Beweiser:
> Beweisfiihrung durch Benutzer, Uberpriifung durch Beweiser

> Sehr michtige Logiken, aber nicht vollautomatisch (Isabelle, Coq)
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Beispiel: Z3 Beispiel: Isabelle
» SMT-Beweiser versuchen Gegenbeweis zu konstruieren
» Daher: um ¢ zu beweisen, versuchen wir —=® zu widerlegen ' xCoae Zxe0 [¢
Beweis einer VC: Unerfiillbare VC: ("o ey T e e
Xx>0Ay>0=x=0%y+x x>0ANy>0=x2>y
Input Z3: Input Z3:
(declare-const x Int) (declare-const x Int)
(declare-const y Int) (declare-const y Int)
(assert (assert
(not (=> (and (>= x 0) (> y 0)) (not (=> (and (>= x 0) (> y 0))
(=x (+ x0y) ) =x )
) )
(check-sat) (check-sat)
Antwort: Antwort: By
unsat sat
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Korrekte Software in der Industrie

> Meist in speziellen Anwendungsgebieten: Luft-/Raumfahrt, Automotive,
sicherheitskritische Systeme, Betriebssysteme

» Ansatze:

@ Vollautomatisch: statische Analyse (Abstrakte Interpretation) fiir spezielle Aspekte: Freiheit
von Ausnahmen und Unter/Uberlaufen, Programmsicherheit, Laufzeitverhalten (WCET) (nicht
immer korrekt, meist vollstandig)

» Werkzeuge: absint
® Halbautomatisch: Korrektheitsannotationen, Uberpriifung automatisch

> Werkzeuge: Spark (ADA), Frama-C (C), JML (ESC/Java, Krakatao; Java), Boogie und Why
(generisches VCG), VCC (C)

© Interaktiv: Einbettung der Sprache in interaktiven Theorembeweiser (Isabelle, Coq)

> Beispiele: L4.verified, CompCert, SAMS
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l1l. Priifungsvorbereitung
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Priifungsvorbereitung

» Miindliche Modulpriifung, 20— 30 Minuten
» Schwerpunkte:

> Verstandnis des Stoffes, weniger Folien auswendig lernen

> Stoff der Vorlesung und Ubungsblatter, weniger eure Lésungen
> Bewertung

» Sicherheit/Beherrschung des Stoffes

» covered ground
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Struktur des Stoffes

@ Basisstoff:
» Operationale Semantik
» Denotationale Semantik
> Floyd-Hoare-Kalkiil

@ Erweiterungen:
» Datentypen
» Funktionen

> Referenzen
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Mogliche Fragen |

» Was haben wir in KSGM gemacht?
» Wie funktioniert die operationale Semantik und wozu?
» Wie funktioniert die denotationale Semantik und wozu? Was ist ein Fixpunkt, und wozu?

> Was bedeutet die Aquivalenz der Semantiken? Wie haben wir das bewiesen? Was ist der
Unterschied zwischen struktureller und Regelinduktion?

> Was ist der Floyd-Hoare-Kalkiil? Was bedeutet - {P} c {Q} und = {P} c{Q}?
» Wieviele Regeln hat der Floyd-Hoare-Kalkiil und warum?

» Wie beweisen wir die Korrektheit dieses Programmes?

Korrekte Software 27 [31] Rl U

Mogliche Fragen 11

» Welche Probleme tauchen bei folgenden Erweiterungen der Programmiersprache auf, und
wie behandeln wir sie:
» Felder und Strukturen,
» Funktionen und Funktionsaufrufe,

> Referenzen.

» Was ist der Unterschied zwischen dem Kalkil vorwarts und riickwarts? Wie sind die
Regeln?

» Wie funktioniert die Generierung von Verifikationsbedingungen?
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IV. Feedback
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Deine Meinung zahlt

» Was war gut, was nicht?

» Arbeitsaufwand?

» Mehr Theorie oder mehr Praxis?

» Programmieraufgaben?

» Leichtgewichtiger Ubungsbetrieb — mehr oder weniger?

» Bitte auch die Evaluation auf stud.ip beantworten!
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TschuB!
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