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Floyd-Hoare-Tripel: Giiltigkeit und Herleitbarkeit Uberblick: die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils
» Definition von letzter Woche: P, Q € Assn, ¢ € Stmt W
Plc{@ “Hoare-Tripel gilt” semantisch
F{Frel@ € ( ) F{AABY@{B} F{AA-blc{B)
F{P}c{Q} “Hoare-Tripel herleitbar” (syntaktisch) = {A} if (b) oo else c1 {B}
> Frage: +{P}c{Q} «» E{P}c{Q} F {AA b} c{A}
= {A} while(b) c{AA-b
> Korrektheit: - {P} ¢ {Q} == = {P}c{Q} {A} while(b) ¢ { }
> Wir kdnnen nur giiltige Eigenschaften von Programmen herleiten. F{A}a {B} F{B}{C}
? F{AH{ A} F{A}cii 2 {C}
» Vollstandigkeit: = {P} c{Q} =+ {P}c{Q}
/ )/
> Wir konnen alle giiltigen Eigenschaften auch herleiten. A=A F{A}c{B} =8
F{A}c{B}
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Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils Korrektheit der Zuweisung
Der Floyd-Hoare-Kalkul ist korrekt. W
Wenn - {P} c{Q}, dann = {P} c{Q}.
Zu zeigen: |= {P[e/x]} x = e{P}
Beweis: — ViYoo' Ple/x]A3o’ . (0,0)) €[x = el = o' = P
> Definition von [= {P} ¢ {Q}: = ViVo.o ' Ple/x] = o(lx = [ela(o)]) ' P
ith (o, = €[x=
E{P}c{Q) <= VI.Vo.0 ' PA 3o (0,0) € [cle = o' ' Q with (o, 0(fe = [eda()])) € b = ele
> Beweis durch Regelinduktion iber der Herleitung von - {P} ¢ {Q}. Wir benétigen folgende Lemma (Beweis durch strukturelle Induktion iiber B und a):
/ I
» Bsp: Zuweisung, Sequenz, Weakening, While. o ' Ble/x] <=0olx = [e]a(o)] E' B
I a7/ I
» While-Schleife erfordert Induktion iiber Fixpunkt-Konstruktion [ale/x]Nav (o) =[ala(o[x — [e]a, (o))
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Korrektheit der Sequenzenregel Vollstandigkeit der Floyd-Hoare-Logik
F{Ala{B} F{B}a{C}
F{A} ci; 2 {C}
Annahmen: Floyd-Hoare-Logik ist vollstandig modulo weakening.
(A1) = {A} e {B} < VIVo.o = AATd (0,0) € [a]e = o’ E' B Wenn |= {P} c{Q}, dann - {P} c{Q} bis auf die Bedingungen der Weakening-Regel. J
(A2) E{B}a{C} < VIVo.oc ' BATd' . (0,0') e [a]c = E'C
Zu zeigen: > Beweis durch Konstruktion einer schwéchsten Vorbedingung wp(c, Q).
E{Ala;0{C}<=VIVo.o = AAT0' . (0,0") € [a; a]c = o' E' C
(0,0") € [a1; e2le <= (0,0") € [a]c o [cle > Problemfall: while-Schleife.
= 3p.(0,0) € [aade A (. ") € [ale
Aus o =' A und 3p. (0, p) € [a]c folgt mit (Al) p ' B
Aus p =/ B und 30", (p, o) € [e]c folgt mit (A2) o' =/ € O
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Vollstandigkeitsbeweis

» Zu Zeigen:

Ve € Stmt.YQ € Assn.3wp(c, Q).VI.Vo.0 = wp(c, Q) = [c]co ' @

» Beweis per struktureller Induktion iber c:

> ¢ = {}: Wahle wp({}, Q) := Q

Vollstandigkeitsbeweis: while

> ¢ = while (b) co:

Wie missen eine Formel finden (wp(while (b) ¢, Q)) die alle o charakterisiert, so dass

o =/ wp(while (b) ¢, Q)
«— Yk > 0Voo,...,0k.

o =0g

VO<i<k(oi = bA  [aleoi = ois1
Sl s

cp terminiert auf o; in ojs1

ok E'bVvQ

» Es gibt so eine Formel ausdriickbar in Assn, die im Wesentlichen darauf aufbaut, dass

> c= X = a: wahl X =a, = -
¢ a: wahle wp( 2,Q):= Qla/x] @ jede Sequenz an Werten, die die Programmvariablen X in b und ¢y annehmen, mittels einer
> ¢ = ¢; c: Wahle wp(cp; c1, Q) := wp(co, wp(ct, Q)) Formel beschrieben werden kann (3-Pradikat)
> c=if b else c;: Wihle wp(c, Q) := (b Awp(co, Q) V (b Awp(cr, Q)) ® wp(co, X = ai+1(X)) die Formel beschreibt, was vor ¢y gelten muss, damit hinterher die
Programmvariablen X die Werte 0;.1(X) haben
> ¢ = while (b) ¢p: 77 X . . X .
© —wp(co, false) beschreibt was vor ¢y nicht gelten darf, damit ¢y nicht terminiert.
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Vollistandigkeit der Floyd-Hoare-Logik Zusammenfassung

Floyd-Hoare-Logik ist vollstandig modulo weakening.

Wenn = {P} c{Q}, dann + {P} c{Q} bis auf die Bedingungen der Weakening-Regel. J

» Die Floyd-Hoare-Logik ist korrekt, wir kdnnen nur giiltige Zusicherungen herleiten.

> Beweis durch Konstruktion einer schwachsten Vorbedingung wp(c, Q).

» Problemfall: while-Schleife.
» Beweis durch Struktur iiber der Ableitung: wir beweisen jede Regel als korrekt.
» Vollstandigkeit (relativ):
E{PYc{Q} & P=wp(c,Q) » Die Floyd-Hoare-Logik ist vollstandig bis auf das Weakening.

» Wenn wir eine giiltige Zusicherung nicht herleiten konnen, liegt das nur daran, dass wir
eine Beweisverpflichtung nicht beweisen kénnen.

> Logik erster Stufe ist unvollstandig, also konnen wir gar nicht besser werden.
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