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Die Floyd-Hoare-Logik bis hierher Uberblick: die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils
» Hoare-Tripel {P} c {Q} spezifizieren was ¢ berechnet (Korrektheit) " {Ple/x]}x = e {P}
F{AADb B F{AAN-b B
» Semantische Giiltigkeit von Hoare-Tripeln: |= {P} c {Q}. { bo { } { } e {B}
= {A} if (b) oo else c1 {B}
» Syntaktische Herleitbarkeit von Hoare-Tripeln: - {P} c { Q}
= {AA b} c{A}
» Zuweisungen werden durch Substitution modelliert, d.h. die Menge der giiltigen F {A} while(b) c {A b}
Aussagen andert sich.
¢ FAla(B)  F{Bla{C)
={A A = {A} a; C
» Fiir Iterationen wird eine Invariante benétigt (die nicht hergeleitet werden kann). (AHHA) (Ateie{c}
A=A F{A}c{B} B= B
F{A}c{B}
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Invarianten finden: die Fakultat Invarianten finden
Invariante:
Ei } p=(c-1!rnc—1<nnc>0 @ Initiale Invariante: momentaner Zustand der Berechnung
/1A
hil = . .
w /'/e{/(/\cci n}n) { » Kern der Invariante: Fakultat bis ¢ — 1 ® Invariante und negierte Schleifenbedingung muss Nachbedingung implizieren; ggf.
p=op * c: berechnet. Invariante verstarken.
c=c+ 1; » Invariante impliziert Nachbedingung
au; p=nl=(c—1)! L . . . )
} > ~(c<n) e c—12>n— was fehlt? © Beweise innerhalb der Schleife benétigen ggf. weiter Nebenbedingungen; Invariante
- N B arken.
% gl Aﬁ ISf}S m} » Nebenbedingung fir Weakening innerhalb verstarken
D= der Schleife.
» ¢l =cx(c—1)! gilt nur fir ¢ > 0.
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Zahlende Schleifen Arbeitsblatt 6.1: Summe |
1 //{0<n} @ Was ist die initiale Invariante?
2 x= 0; @® Was fehlt, um aus der initialen Invariante
= 1. <= n: i = 1; die Nachbedingung zu schlieBen?
. o . for (i= 1; i<=n; i++) { P e i ie Naci gung
> Fakultat ist Beispiel fiir zahlende Schleife (for). o :: W)(’!';éf <=n) { © Was fehlt, damit der Schleifenrumpf die
» Fir Nachbedingung ¢[n] ist Invariante: } . . C+1'; Invariante erhalt?
li—1/nAi-1<n ist syntaktischer Zucker fiir T} Annotiert das Programm mit den
- =1 o // {x=sum(0,n)} Korrektheitszusicherungen!
while (i<=b ) { Hierbei ist sum(a, b) die Summe der Zahlen von a bis b, mit folgenden Eigenschaften:
» Ggf. weitere Nebenbedingungen erforderlich |: P41 a> b= sum(a,b) =0
» Variante: i =0,...,n—1 } a< b= sum(a,b) = a+ sum(a+1,b)
a< b= sum(a, b) = sum(a,b—1)+ b
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Losungsblatt 6.1: Summe |

//{0<n}

// {0 = sum(0,0) A0 <1A0 < n}

// {0=sum(0,1-1)A0<1A1—-1<n}

x= 0;

/] {x=sum(0,1—1)A0<1AL1—1<n}

= 1;

// {x=sum(0,c —1)AO<cAc—1<n}
while (c <= n) {

// {x =sum(0,c —1)AO<cAc—1<nAc<n}
/] {x+c=sum(0,c —1)+cA0<cAc<n}
// {x+c=sum(0,c) ANO < cAc<n}

x= x+cC;

// {x = sum(0,c) A0 < cAc<n}

c= c+1;
/] {x = sum(0,c —1) A0 < cAc—1<n}

// {x = sum(0,c —1) A0 < nAc—1<nA—(c<n)}

// {x =sum(0,c —1)Ac—1<nAc—1>n}
/] {x= sum(0,m)}
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7/ {x = sum(0, (c+1) ~1)A0O< c+1A(c+1)—1<n}

Invariante:

x =sum(0,c — 1)
Nc—1<n
ANO0<c

Bendtigte Eigenschaften von
sum:

sum(a,a) = a
a<b= sum(a,b)=
sum(a,b—1)+ b
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Variante der zahlenden Schleife

//{0<y}
// {0=sum(0,0) A0 < y A0 < 0}
x= 0;

// {x =sum(0,0) A0 <y A0 <0}

= 0;

// {x =sum(0,c) Ac <y AO<c}

while (c < y) {

/] {x=sum(0,c) Ac<yAO<cAc<y}

/] {x+ (c+1) = sum(0,¢) + (c + 1) Ac <y AO < c}
[/ {x+c+1=sum0,c+1)Ac+1<yA0<c+1}

c= c+1;
// {x+c=sum(0,c)Ac<yA0<c}
X= x+c;

// {x = sum(0,c) Ac <y AO< c}
// {x = sum(0,c) Ac <y A0 < c A(c < y)}

[/ {x=sum(0,c)Ac<yAc>y}
// {x = sum(0,y)}
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» Was ist hier die Invariante?

x =sum(0,c)Ac<yAO0<c

» Kein C-ldiom
> Startwert 0 wird ausgelassen
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Arbeitsblatt 6.2: Summe ||

// {n=NAO< n}
x= 0;

while (n != 0) {
X= X+n;

n= n—1;

}
/1 {x = sum(0,N)}
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» Was ist der erste Teil der Invariante?
» Der Rest ist wie vorher?

» Annotiert das Programm mit dem
Korrektheitszusicherungen.
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Losungsblatt 6.2: Summe Il

[/ {n=NAO<n}

// {0=0An=N}

// {0 =sum(n+1,N) A n=N}

// {0=sum(n+1,N)An< N}

x= 0;

// {x =sum(n+1,N)An< N}

while (n 1= 0) {

/] {x=sum(n+1,N)An< NAn#0}
// {x+n=n+sum(n+1,N)An< N}
/] {x+n=sum(n,N)An< N}

x= x+n;

// {x=sum(n,N)An< N}

/] {x=sum((n—1)+1,N)An—1< N}
n= n—1;

/] {x=sum(n+1,N)An< N}

}

// {x=sum(n+1,N)An< NA-(n#D0)}
sum(n+1,N) A n =0}

sum(1, N)}

sum(0, N)}
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Invariante:

sum(0, n) + x = sum(0, N)
x 4+ sum(0, n) = sum(0, n) + sum(n+ 1, N)
x =sum(n+1,N)

wenn n < N
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Fakultat Revisited

Dieses Programm berechnet die Fakultat von n:

/] {n=NAO< n}

[/ {n'=N'An=NAO<n}
//{nl-1=N'An<NAOZ n}

= 1;

// {nl-p=NIAn<NAO< n}

while (0 < n) {

// {nt-p=N'An<NAO<nAO< n}
// {nt-p=N'An<NAO<n}
J/{(n=1)!n-p=NAR<NAO<n}
p= n*p;

// {(n=1)1-p=NIAR<NAO< n}
/) {(n=1)l-p=N'An=1<NAO<n-—1}
n= n—1;

// {nt-p=NIAnR<NAOSZ n}

J/ ' p=NIAR<NAO< A< n)}

// {n'-p=NIAO< nAn>0}
// {p=N'}

Korrekte Software

nl-p=NI!
ANO<n
An<n
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1

2

3 ;

4+ while (b<=r) {
5 r= r—b;

6 q= q+1;

7

8

}
//{a=b-q+rA0<rAr<b}
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Arbeitsblatt 6.3: Nicht-zahlende Schleife

Was ist hier die Invariante?

» Hinweis: es ist ganz einfach.

14 [19] P U

Losungsblatt 6.3: Nicht-zahlende Schleife

//{0<a}

/] {a=b-0+an0<a)
7 Gomb-0trn0<n)
q= 0;

//{a=b-q+rrn0<r}
while (b <= r) {
//{a=b-q+rA0<rAb<r}

// {a q+rAb<r}
/) {a=b-q+b+(r—b)AO<r—b}
r=r—b;

{2 = b g+ b+ A< }
(q+1)+rA0< 1}

// {a=b-q+rn0<r}
}

//{a=b-q+rA0<rA=(b<r)}
//{a=b-q+rA0<rAr<b}
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» Der Schlissel ist die Beobachtung, dass
der dritte Teil der Nachbedingung
genau die negierte Schleifenbedingung
ist.

» Der Rest ist also die Invariante.
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Beispiel 5: Jetzt wird’s kompliziert. . .

//{0<a}

= 13

s= 1;

= @3

while (s <= a) {
t= t+ 2;
S= st t;
i= i+ 1;

© ® < o o & w o o~

}
o //H{i*P<ana<(i+1)%}
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» Was berechnet das? Ganzzahlige Wurzel
von a.

» Invariante:

s—t<aAt=2-i+1As=i+t

» Nachbedingung 1:
> s—t<as=iP+t=i’<a

» Nachbedingung 2:
> s=24+tt=2-i+1l=s=(i+1)?
> a<ss=(i+12=a<(i+1)?
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Beispiel 5: Jetzt wird’s kompliziert. . .

//{0<a}
//{1-1<aAl=2.0+1A1=0%+1}
t= 1;
J/{l-t<aAt=2-0+1A1=0%+1t}
s= 1;
//{s—t<aAt=2-0+1As=02+t}
i= 0;

/] {s—t<aAnt=2-i+1As=i+t}
while (s <= a) {
/] {s—t<ant=2-i+1As=i?+tAs<a}
//{t=2-i+1As=P+tAs<a}
/] {s<aAt+2=2.i+3As=PF+2.i4+1}
[/ {s+(t+2)—(t+2)<ant+2=2-(i+1)+1As+(t+2)=(i+1)>+(t+2)}

Zum Abschluss etwas Magie
Fast Inverse Square Root

(Quake 111, John Cormack)

float Q_rsqrt( float number )

long i;
float x2, y;
const float threehalfs = 1.5F;

x2 = numberx 0.5F;
= number;
= % (long ) &y;

Verkiirztes Newton-Verfahren

,Evil floating-point bit-level
hacking"

Nicht zu verifizieren (nicht
standard-konform)

y
t= t+ 2; !
[/ {s+t—t<ant=2-(i+1)+1As+t=(i+12+t} i = 0x5f3759df — (i > 1 );
s= s+ t; y = x (float x) &i;
_//(_sJ:zlgaAt:2~(i+1)+1/\s:(i+1)2+r} y =y * (threehalfs — (x2 x y * y));
i= it 1; _ .
J/{s—t<ant=2.i+1As=i2+1} //eyt,{‘*(threehalfs-(xz*y*y))l
return y;
/] {s—t<ant=2-i+1As=P+tA=(s<a)} }
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Zusammenfassung

» Der schwierigste Teil bei Korrektheitsbeweisen mit dem Floyd-Hoare-Kalkiil sind die
while-Schleifen.

» Die Regel fiir die while-Schleife braucht eine Invariante, die nicht aus der Anwendung
erschlossen werden kann.

» Wir kénnen die Invariante in drei Stufen konstruieren:
@ Algorithmischer Kern: was wird bis hier berechnet?
@ st die Invariante stark genug, um die Nachbedingung zu implizieren?

©® Wird die Invariante durch die Schleife erhalten? Werden noch Nebenbedingungen benétigt?

» Vereinfachender Sonderfall: zdhlende Schleifen (for-Schleifen)

Korrekte Software 19 [19] <19




	Vorlesung 6: Floyd-Hoare-Logik II: Invarianten

