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Operationale vs. denotationale Semantik Operationale vs. denotationale Semantik
Operational (a,0) = pexp 1 Denotational [a] 4
me Z (m, o) = pexp M {(o, m)|oc € T}
x € Dom(c) Operational (a,0) —pexp N Denotational [a] 4
x€ Loc 7@,0) Srop 70) {(0,0(x))|c € £,x € Dom(c)} (81,0) —exp 1 (22,0) > exp m
m#0 m,n# L
x & Dom(o) /o a - {(on/m)]o € %, (0,1n) €
(x,0) —aexp L (21022,0) “pep no"m [a1]a, (o, m) € [a2].a, m # 0O}
(@,0) ﬁAeX’; ’:ﬂ jéai ) hexp M (a1,0) D aep N (32,0) = pexp M
ajoay . ; {(o,no! m)|lo € ¥,(0,n) € n=1,m=1 oderm=0
(@10 22,0) = dexp 0" m [a1]a. (0, m) € [a2]a} (a1/22,0) e L
(a1,0) = aexp N (32,0) = pexp M
n=_1oderm=_1
(a10a2,0) = pexp L
o€ {+ %}
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik Induktionsprinzip
Noether'sche Induktion
Sei > eine wohlfundierte Ordnung iiber S und P eine Aussage iiber Elemente von S. Dann
gilt
» Fir alle a € Aexp, fiir alle n € Z, fir alle Zustande o
VveS.(VueSv=-unP(u))= P(v)
(a,0) 2 pep n < (0,n) € [a]la Vx € S.P(x)
(a,0) = pexp L & 0 & Dom([[a] 4) » Eine binire Relation =C S x S ist eine Ordnung wenn gilt
Vx € S.x i x (irreflexiv)
> Beweis Prinzip? Vx,yeS.x-y=y#x (asymmetrisch)
Vx,y,z€S.(x -y Ay -z)=>x>z (transitiv)
» Eine Ordnung < ist wohlfundiert, wenn es keine unendlich absteigenden Ketten gibt
ay - ay>-az> ...
S -
Korrekte Software 5 [51) 1Y korekVBatli@Matische Induktion N sy n—n+1l Rl v
Strukturelle Induktion Aexp | Aexp a > a genau dann, wenn
a’ ist Teilausdruck von a
Bspw: x Teilausdruck von (2 * x + 1)
Ebenso 2 % x und 1
Arbeitsblatt 4.1: Ubung zu struktureller Ordnung Aquivalenz operationale und denotationale Semantik
Die strukturelle Ordnung auf arithmetischen Ausdriicken ist definiert als:
Va,a € AExp.a - a’' < & ist Teilausdruck von a
» Fir alle a € Aexp, fiir alle n € Z, fur alle Zustande o:
Dabei ist “Teilausdruck” formalisiert als o € {+,x, —, /}:
_ (2,0) “aep 1 (0,) € [ala
a Teilausdruck-von(a; o 22) & a = a; V aTeilausdruck-von a;
1o a = ap V aTeilausdruck-von ay (a,0) = pexp L & 0 & Dom([a] 4)
> Argumentiert/beweist, dass die Relation “Teilausdruck-von”
. . > Beweis Prinzip?per struktureller Induktion tber a. (Warum?)
@ irreflexiv
@® asymmetrisch und
@ transitiv
ist.
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Beweis Vac Aexp.Vn € ZVo. (a,0) —pep n < (0,n) € [a]a
A {a,0) = pexp L & 0 & Dom([a] 4)
Induktionsanfiange
> a=mel:
(m. o) = aexp [m]
[mla={(".Im]) | o € T} = (o, [m]) € [m]4

> a=Xc loc:
® X € Dom(o):

(X,0) = pexp 0(X) ] -
[X1a ={(0", 0" (X))|o" € T, X € Dom(0)} = (7,0(X)) € [X]a

A X ¢ Dom(o):

(X,0) = pexp L

Beweis Vac Aexp.Vn € ZVo. (a,0) —pep n < (0,n) € [a] 4
A {a,0) = pep L & 0 & Dom([a] 4)
Induktionsschritte
> a=a;+ ap
©® Fal m# Lund n# L
Es gilt

[a1 + ax]a = {(0’, u+ v)|(0’,u) € [a1].a und (¢, v) € [a2] 4}

Induktionsannahme gilt fiir a; und a,.

(Def <,,.>AAEX,,,2 A fir 2
(a1 + @2, 0) = pexp M+ N<==>(a1,0) —>pexp M<—=> (0, m) € [a1]a
& &
IA fiir a

(32,0) = pexp N == (0, n) € [a2]a

]I(Der'.[.]A)

&
[X1a = {(c’,0'(X))|0’ € £,X € Dom(c)} = o & Dom([X].4) (o,m+n) € [ar+ 2]a
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Beweis Vac Aexp.Vn € Z.Yo. (a,0) —pep < (0,n) € [a]a Beweis Vac Aexp.Vn € ZYo. (a,0) —pep n < (0,n) € [a]a
A (8,0) = pep L & 0 ¢ Dom([a] 1) A (a,0) = pexp L & o ¢ Dom([a] 4)
) ) Induktionsschritte
Induktionsschritte > oo )
» a = a; + a: Induktionsannahme gilt fiir a; und ap. a=ar/ay:
O Fal:m#Lundn# L1, n#0
@® Fal m= 1 odern=_1 Es gilt
(a1,0) = pexp N (22,0) = pexp M m=_1 odern= L [ar/a2da = {(o", u/V)|(o", u) € [l 4, (0", v) € [as]a und v # O}
(a1 + a2,0) = pexp L
Induktionsannahme gilt fiir a; und a,.
> Falln= 1. (a1/a2,0) = pexp (r%e/fn(égwdal.{r) — Aexp m& (o.m) € [a1]a
Aus Induktionsannahme folgt, dass (a1,0) —raep L <> o & Dom([a1].4).
Weiterhin gilt & &
Lo + 220 = {(0/, 0+ V|0, 0) € [aada und (o', v) € [aal.a} (32,0) —nowp 1 L (5,0 € [22]
Somit gilt o ¢ Dom([a1 + a2].4)- (Def.[14)
> Fall 1,m=1: log.
AL = analos (0, m/n) € [os /o2l
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Beweis Va € Aexp.Vn € ZYo. (a,0) —pep 0 < (0,n0) € [a]4 Operationale vs. denotationale Semantik
A {210} e L 0 ¢ Dom([a].4)
Induktionsschritte
» a = a;/ao: Induktionsannahme gilt fiir a; und a,.
@ Fall:
(a1,0) 2aep M (@2.0) Hpepn  m=L.n=0odern=_ Operational (b,0) —gexp false | true | L Denotational [b]s
(a1/a2,0) = pexp L
1 (1,0) —Bexp true {(o, true)|o € ©}
> Fall n=0.
Aus Induktionsannahme folgt, dass (a2, 0) —>aexp 0 <> (0, 0) € [a2].4.
Weiterhin gt Aep A 0 (0,0) —Bexp false {(o, false)|o € ©}
[a1/a2]a = {(o", u/v)|(¢', u) € [a1]a, (0", v) € [a2]a und v # 0}
Somit gilt ¢ & Dom([a1/a2]4).
» Fall n= 1, m = 1: analog wie bei +
g.e.d.
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Operationale vs. denotationale Semantik Operationale vs. denotationale Semantik
Operat. (b,0) —gexp t Denotational [b]g Operational (a,0) —pgexp b Denotational [b]z
(20,0) aexp N (a1,0) —aexp M b1,0) —Bexp false
ot e bty b1, ) Zep Faloe. (0, alse) (o folse) € [br]s)
g ==a i {(o, true)|o € X, (b1&&by, o) — false
(a0 == a1,0) —Bexp true (0, mo) € [a0]as (b1,0) — Bexp true
(30,0) = aexp N (31,0) = pexp M (o, m) ) (b2,0) —Bexp b
) ’ vm) € [a1]a, TS TPew T o, b)|(o, true) € [b o,b) €
nmEl  ndm < kb b (l e € [l (01
(a0 == a1,0) —Bexp false U 215
(20,0) e 1 (a1,0) aexp M {(o, false) | 0 € %, ({b1,0) —Bexp L
n=_1 oderm= 1 (o, mo) € [ao] 4, (b1&&by,0) — L
(a0 == a1,0) —Bexp L (o, m) € [a1]a
no # m } by||bz analog
al < a2 analog In
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fir alle b € Bexp, fir alle t € B, for alle Zustande o:
(b,0) —gexp t & (0, t) € [b]5

(b,0) —Bexp L < o & Dom([b])

» Beweis Prinzip?per struktureller Induktion iiber b (unter Verwendung der Aquivalenz fiir
AExp). (Warum?)

Korrekte Software

Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gex t < (0,t) € [b]5
A (b,0) =Bexp L < o ¢ Dom([b]5)

Induktionsanfinge
> b=0:
(0,0) — Bexp false
[0].4 = {(¢’, false)|o’ € £} = (o, false) € [b]s

> b=
(1,0) = Bexp true -
[1]4 = {(¢’, true)|o’ € £} = (o, true) € [b]s
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Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]5 Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]5
A (b,0) = gexp L = o ¢ Dom([b]5) A (b,0) = pexp L < o ¢ Dom([b]5)
Induktionsschritte Induktionsschritte
> b= b&&by: > b= b&&by:
Es gilt Es gilt
[b1&&by] 3 ={(0, false)|(c”, false) € [b1]5} [b:1&&bo] s ={(0', false)|(, false) € [b1]5}
U {(o', t2)|(c”, true) € [b1]s und (o', t2) € [b2]5} U {(o', t2)|(c”, true) € [b1]s und (o', t2) € [ba]5}
Induktionsannahme gilt fiir by und b,. Induktionsannahme gilt fiir by und b.
> Fall (b1,0) —gexp L > Fall (b1, 0) — pex false
o (0) o o (Def. () 500:) ir by
(b1&&uby, o) S ) (b1,0) = oy L 2226 & Dom([b1]5) (b188&ebr, ) — oy Falie 2 (b1,0) ~+pexp false L2 (o, false) € [brls
Def. []s Def. []s
o ¢ [h1&&bo]s (0, false) € [b1&&b]s
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Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]5 Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gex t < (0,t) € [b]5
A (b,0) —gep L & o & Dom([b]3) A (b,0) —gep L & o & Dom([b]5)
Induktionsschritte Induktionsschritte
> b= b &&b;: » b= bi&&bs:
[b1&&by]5 ={(o’, false)|(o”, false) € [b1]5} [b1&&bo] s ={ (0, false)|(0, false) € [b1]5}
U {(0', 12)|(0, true) € [b1]s und (o, 12) € [ba]s} U {(o', 22)|(0", true) € [b1]5 und (o', 12) € [b2]5}
Induktionsannahme gilt fir by und bs. Induktionsannahme gilt fir by und bs.
> Fall (by,0) —gexp true, (ba, 0) —gexp false > Fall (b1,0) —Bexp true, (ba, 0) —pexp true
(b1&& by, 0) — Bexp (Paelgégy(»)bl‘rf) — Bexp i’rue<uk> (o, true) € [bi]s (b1&&b,, o) HBEXF(?fLéQg”(E.w — Bexp true& (o, true) € [b1]5
& & & &
IA fiir by IA fiir by
(b2, 0) —Bexp false > (0, false) € [b2] 5 (b2,0) —Bexp true === (o, true) € [by]
Def. []s Def. [.]E]I
(0, false) € [b1&&b2]5 (0, true) € [b1&&b] s
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Beweis Vb € Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]5

A (b,0) —gep L & o & Dom([b]3)
Induktionsschritte

> b= b&&b:

[b1&&by]5 ={(0’, false)|(o”, false) € [b1]5}
U {(¢', t2)|(c”, true) € [b1]s und (o', t2) € [b2]5}
Induktionsannahme gilt fir by und bs.
» Fall (by,0) —gexp true, (b2, 0) —gexp L
(b1 && by, o) ﬁseipmi g@l-@ —Bexp true L2 (0, true) € [b1]s
& @
(b2,0) —exp L <22 5 ¢ Dom([bs]s)
Def. []s

o ¢ Dom([b1&&by]s)
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Beweis Vb c Bexp.Vt € B.Vo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]5
A (b,0) —gep L & o & Dom([b]5)

> (0, true) € [bn&8&b]ls 2" (o, true) ¢ [ba]s und (o, true) € [ba]s

> Siehe Folie 22

> (o, false) € [bl&&bzﬂg[i;{)ﬂﬁ (o, false) € [b1]5 oder
(0, true) € [b1] 5 und (o, false) € [b2]5
» Siehe Folie 20 und 21

> o ¢ Dom([b1&&bols) S o ¢ Dom([bu]s) oder o ¢ Dom([bs]s)

» Siehe Folie 19 und 23
Somit gilt dann auch <

Korrekte Software
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Arbeitsblatt 4.2: Beweis Induktionsanfang

1. (a1 == a,0) —exp true & (o, true) € [a1 == a]5
2. (a1 == a3,0) —pexp false & (o, false) € [a == a]5
3. (a1 == a,0) —gexp L & 0 ¢ Dom([a1 == ay]5)

Beweist obige drei Aussagen unter Verwendung des fiir arithmetische Ausdriicke geltenden
Lemmas

Beweis 1. (a; == a3,0) —pexp true < (o, true) € [a, == a5
RN 3,0) —rpexp false & (o, false) € [a == |5
3. (a == 2,0) e L & 0 & Dom([a; == a5]3)

[a1 == 22]5 ={(0', true) (o, m) € [ai]a, (0", n) € [a2]a, m = n}
U{(c’, false) (o, m) € [aila, (0", n) € [a2] 4, m # n}

> Fall (a1,0) —gexp M, (b2,0) —gexp N,m=n

Def. (.,.)—Bexp- "
Va € Aexp.Vn € Z.Yo. (a,0) —aexp n < (0, n) € [a]a (a1 == ap,0) ﬂBexE: ;ru%’gpeal,a> — Bexp mLfra, (o,m) € [a1]a
N (3,0) =Bexp L & 0 & Dom([[a] 4)
& &
A fiir 2
(a2,0) —Bexp M —= (0, m) € [a2]4
Def. [1s
(0, true)[a1 == a2]5
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Beweis 1. (a; == a3,0) —exp true & (o, true) € [ay == a5 Beweis 1. (a; == a3,0) —exp true < (o, true) € [a, == a5
2. (a1 == a&,0) —gexp false & (o, false) € [ay == a5 . ey 3,0) —pexp false & (o, false) € [a == |5
3. (a1 == @,0) —gexp L < 0 & Dom([a1 == ]) 3. (a1 == 2,0) 9pexp L © 0 ¢ Dom([a1 == 2] )
[a1 == a]5 ={(0’, true)|(c’, m) € [ai]a, (0", n) € [a2]a, m = n} [a1 == 22]5 ={(0, true) (o, m) € [ai]a, (0", n) € [a1]a, m = n}
U{(o', false) (o', m) € [k, (o', ) € [aalasm # ) U{(o', False) (', m) € [an]a (0", ) € [aals m # )
> Fall (a1,0) —Bexp M, (b2,0) —Bexp N,M # 1 > Fall (ay == a2,0) —Bexp L
Def. (...} Bexp- " Def. (.,.)—gex i
{31 == 22,0) 30 BIE 2 o1,0) ey HE 2, m) € [ar] s (a1 == 22,0) oy L 5h1, ) > pep L2 ¢ Dom([ar] )
& & v v
(22,0) = pep T2 (5 0 € [a]n (32,0) = pep L"E2 o Dom([a5].4)
Def. [1s Def. [1s
(o0, false)[a1 == a»]5 o & Dom([a1 == a»]B)
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Operationale vs. denotationale Semantik Operationale vs. denotationale Semantik
Operational (¢, ) —sm: 0’| L Denotational [c]¢
Operational (c,0) —>gtme 0’| L Denotational [c]¢
{1 e [{He=1Id
({},0) =stme 0
, (b,0) = Bexp L
(e1,0) Istme 0 #”l (c,0) = stme L
e (c2,0") —=stme @ lede o [e:] . , ,
1 @2 Ter1.0) S5m0 lc o lele if (b) co (b, 0) oy true {(c,0")|(0, true) € [b]5,(0,0") €
(c1,0) = stme L (c0,0) = stmt 0’ [cole}
(c1ic2,0) —rstme L (¢,0) =stme 0
(3,0) = pexp N (b, 0) —Bexp false
x=a {(o,0lx = n])|(o, n) € [ala} €1,0) —seme 0
(x = 2,0) = sume ox > 1] clse & {e0,0) Fseme o {(0,0")|(0, falsé) € [bs. (0,0") €
(a,0) = pexp L (c,0) —stme 0 lede}
(x=a,0) —stme L
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Operationale vs. denotationale Semantik Aquivalenz operationale und denotationale Semantik
Operational {c,0) —stme 0’ | L Denotational [c]¢
) (b, o) 5 Bexp false (b, o) e L ] » Fir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o,0":
while (b) ¢ T fix ()
—_— (W,0) =stme 0 (W, 0) —stme (6,0) —sumt 0 & (0,0") € [clle
(b,0) —Bexp true  (C,0) —stme 0’ # L (w,0") —stme 0" (c,0) —stme L = o & Dom([c]c)
(w,0) = stme 0"
(b,0) —Bexp true (c,0) —>seme L > = Beweis Prinzip?
(w,0) = stme L
mit > < Beweis Prinzip?
M) = {(o.0)| (0. true) € [b]5,(0.0") € [c]e o ¢}
U{(o,0) | (o, false) € [b]5}
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Operationale Semantik: C0 Programme

> Stmt ¢ == Idt = Exp | if (b) c1 else ¢ | while (b) c|ci;e2|{}
Regeln:

({},0) =stme o

(a,0) S pexp NEL

(x = a,0) = stme o[x > 1]

(c1,0) = stme o # L <C2-,‘7/> —stmt 0" # L
(et c2,0) —stme 0"

(c1,0) = stme L
(et 02,0) —rstme L

(c1,0) =stme 0’ # L
(c1;¢2,0) = stme L
33 [51]

(2,0") =stme L

Korrekte Software

(a,0) = pexp L

(x=a,0) —stme L

Operationale Semantik: C0 Programme

> Stmt ¢ == Idt = Exp | if (b) c; else ¢ | while (b) c|c;e [ {}
Regeln:

(b,0) = Bexp true (c1,0) = stme 0

(if (b) c1 else c,0) —>s5¢me 0

(b, ) —pexp false  (c2,0) =stme 0’
(if (b) c1 else c2,0) —stme 0

(b,0) —Bexp L

(if (b) c1 else c2,0) —sme L
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Operationale Semantik: C0 Programme Ableitungstiefe fiir Programme
> Stmt ¢ == Idt = Exp | if (b) c1 else ¢, | while (b) c|ci;e2|{}
Regeln:
(b,0) = Bexp false
(while (b) ¢,0) = stme o » Die Ableitungstiefe einer
Programmauswertung mittels Regeln der : :
(b, o) —Bexp true (¢, ) —Stme 0’ (while (b) ¢,0") = stme 0" operationaler Semantik ist die Anzahl der Prémisse; Pramisse,
(while (b) ¢, o) —stme 0 Regelanwendungen mit Conclusion der Conclusion
Form (.,.) —stmt --
(b, 0) = Bexp true (c,0) —stme L (b, 0) = Bexp L
(while (b) ¢, ) —>stme L (while (b) ¢,0) —>stme L
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Operationale Semantik: CO0 Programme Aquivalenz operationale und denotationale Semantik
> Stmt ¢ == Idt = Exp | if (b) c1 else ¢ | while (b) c|ci;c2|{}
Regeln: Programmstruktur i i
& & Ableitungstiefe » Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, 0"
(e1,0) = stme 0/”# 1
{ene)) sim a” # L (€,0) —stme 0’ (0,0") € [cle
(1 2,0) —stme @
(c,0) —stmt L = 0 & Dom([c]c)
(b,0) = Bexp true  (c1,0) —simt 0’
(if (b) c1 else c2,0) —rstme 0
, » = Beweis Prinzip?per Induktion iiber die (Tiefe der) Ableitung in der operationalen
&, a>, ey false (c20) ﬁs","' 7 Semantik (Warum?)
(if (b) c1 else c2,0) —stme O
(b,0) —Bexp true  (¢,0) —stme o' » <« Beweis Prinzip?
(while (b) ¢, 0”) —>stmt 0" .
{(while (b) ¢, o) —stme 0"
(b,0) —Bexp true  (c,0) —stme L
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) = sime 0’ = (0,0”) € [c]c Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) —sime 0’ = (0,0”) € [c]c
2. (c,0) —smt L= o & Dom([c]c) 2. (c,0) =stme L = o & Dom([c]c)
Induktionsanfang — Ableitungstiefe 1 Induktionsschritt:
> Fallc=x=a: > Fall ¢ =if(b) c; else co:
[x = alc = {(0, o[x = m])|(o, m) € [a] 4} [if(b) c1 else c2]c ={(c,0")|(0, ") € [alc, (o, true) € [b]5}
> Fall (2,0) —aep m € Z U{(0,0")|(0,0") € [ele, (o, false) € [b]s}
X =a,o) — oglxX—=m
{ » s o ! > Fall (0, b) —gexp true, (c1,0) —seme 07
(Def. (.,.) = stme-) () stmt-
ﬂ o (if(b) cyelse o2, 0) — st & b 0} sy true LML (o yrie) € [b]s
(3,0) —pexp m € Z <2280 (5 m) € [a]a
& &
Def. [Je )
’ Lﬂ (c1,0) —simt 0 <D (5,07) € [ar]le
(0. 0lx = m) € [x = al “cﬂ
> Fall (a,0) = pexp L: , .
(x = 2,0) —rsime L (0.0") € [if(b) c1 else c]c
> Fall (0, b) —pexp false, (2, 0) —>stme 0’
Korrekte Software || (0E7 () sime) 39 [51] Rl U Korrekte Software - (Def. ()= st 40 [5Yamma fiir b - 1Y
- (b o= 5,5 Bexp 10l T b
(3,0) —pomp L Lemma firg s Dom([a].4) (D) crelsec;, a) —stmt 0 (b, G) — Bexp 1al5e (0, 1alse] € [b]5
& &
Def. [Jc e
i ¢
B A (c2,0) = seme 0 e—2=> (0, 0") € [c]c




Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) —sime 0’ = (0,0”) € [c]c
2. (c,0) = stmt L = o ¢ Dom([c]c)

Induktionsschritt:
» Fall ¢ = while(b) c:

> Fall (b,0) —gexp true, (c,0) —rseme 0, (while(b) ¢, 0") —seme 0"

Dgf. (., omt - i
(while(b) ¢, 0) —seme 07 S 1 o) g true <EM™E (5 ey € [b]s

& &
IH fi y -y
(€,0) > sume o' DEDTIT (1 51) € ]
& &

"

(while(b) ¢, ")t Ciielt) '\ 25y o [while(b)
Det. [1c

(0,0") € [while(b) c]¢

[while(b) c]c = fix(I)

Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustinde o, 0":

(,0) =stmt 0’ & (0,0") € [c]e

(¢,0) =stme L = o & Dom([c]c)

» = Beweis per Induktion tber die (Tiefe der) Ableitung in der operationalen Semantik
(Warum?)

> < Beweis Prinzip?per struktureller Induktion iiber ¢ (Verwendung der Aquivalenz fiir
arithmetische und boolsche Ausdriicke). Fiir die While-Schleife Riickgriff auf Definition des
Fixpunkts und Induktion iiber die Teilmengen [(()) des Fixpunkts. (Warum?)
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]c = (c,0) —stme 0 Beweis Vc € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]c = (c,0) —stme 0
Induktionsanfang: Induktionsschritt:
> Falc=x=a: > Fall if (b) ¢ else cp:
— _ " " "
[x = ale = {(¢”",0"[x — t])|(c”, t) € [a] 4} [if (b) crelse o] = {(o”,0™)|(0”, true) € [b]s, (0", 0") € [cille}
U{(c”,0")|(c”, false) € [b]s, (¢”,0") € [e2]c}
(0,0") € {(c".0"[x = t])|(c",t) € [a] 4} Induktionsannahme gilt fiir ¢; und c;
T > Fall: (0,0") € {(0”,0")|(c", true) € [b]s, (0", ") €
DU (0 ) ¢ [l ne oo 1 3l (0,/) € {(0”,0")(o”, tr0€) € [l (o7 ") € e}
_— (0.0") € {(c”,0")|(c" true) € [b]5, (0", 0"") € [arllc}
Le’““&i‘m (a,0) = pexp t A0' = 0[x 1] Def [e-- (o, true) € [b]s A (0,0") € [aile
Lemma BEx
Pef: )y seme (X = a,0) =stmt o[x = t] Ao’ = olx — t] TESEP(b,0) e true A (o,0) € [ar]e
= (x=2,0) stme 0’ RIS (b,0) —perp true A (1,0 rsime o
Def. <¥?5”" (if (b) crelse ¢, 0) —seme 0
» Fall c = {}
[{}Ic = {(0.0)lo € T} > Fall: (0,0") € {(¢"”,0")|(0”, false) € [b]5,(c",0") € [c]c}
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(0,0") € {(o",0")|0" € T} PeLlle (; faise) € [bls A (0,07) € [cale
Def. [Je-- o Lemma BExp ’
Ed o=0 = (b,0) = gexp false A (0,0") € [c2]c
Def. (-,.)—>stmt- i
© <£S' ‘ {},0) >stm o No =0’ fiea (b,0) = pexp false A (c2,0) —stme 0
/ ef. (. tmt - e, ’
= ({},0) —stme & Def. () o (if (b) cy else 2, 7) —sume @
Beweis Vc € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]c = (c,0) —stme 07 Beweis Vc € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]c = (c,0) —stme 0
Induktionsschritt: Induktionsschritt:
> Fall while (b) c: > Fall while (b) c:
[while (b) cJc = fix(T) [[Whll.e (l_b) e = ﬁX(/r) b /
mit [(s) ={(0,0") | (0 true) € [b]s A (0, 0") € [clc o s} mit [(s) ={(o. o) | (¢ trufe)/e [ ]]Bb/\ (o) €l o s}
U {(0,0) | (o, false) < [b]s} U Ao, 0) | (o fase) € [b]s}
Induktionshypothese gilt fiir ¢
Induktionshypothese gilt fiir ¢ Def. [Je
(0,0") € [while (b) cle == (0,0") € fix(T)
o,0") € [while (b) ¢ ; .
(o) € il (B) le PLED (g0 e Urio)
Def. [Jc.. , )
= (0,0") € fix(T') ieN
Unterbeweis: Vi € N.(0,0") € T'(0) = (while (b) ¢,0) —>stmt o' (UB)
Woraus dann folgt, dass (0.0") € Uien T'(0) = (while (b) c,0) —stme o' (1)
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Vi € N.(0,0) € F(0) = (while (b) ¢, ) —>sume o (UB) Vi € N.(0,0") € T'(0) = (while (b) ¢, ) —>sum o (UB)
Es gilt nach wie vor die Induktionshypothese fiir dieses c, dass Es gilt nach wie vor die Induktionshypothese fiir dieses c, dass
VU”, OJI/-(U'”‘ JI//) IS |[C]IC = <C7 UI/> *}Szmt a//l (’B) VU”. O””.(U”, U/II) c |[C]IC = <C, 0H> *}5“," JH/ (/B)
Beweis per Induktion iber i: Bewei§ per Ind.ukt.ion ‘?ber f:
Induktionsanfan Induktionsschritt i — i + 1:
> o0 g Induktionsannahme (UB) gilt fiir i
i=0:
, o Ned > Fall (0,0") € {(0”,0"") | (", true) € [b]s, (0", 0""") € [cle, (", 0"") € T(D)}
(o,0) €T°(0) = 5:7,0)6 (¢,0") € F(F(0))
I <
- LT o0y e {(0",0") | (0", true) € [bls, (0", 0™") € [l
Implikation trivialerweise erfiillt da false = F immer wahr (o, 0") € T(D)}
Induktionsschritt i — i+ 1: U{(c”,0") | (", false) € [b]s}
Induktionsannahme (UB) gilt fiir i Fall (0, true) € [bls A (0, 0") € [cle A (0", o) AT/(0)
- o e
, . Lemma BExp IH (1B) IH (UB) far i
(0,0') €TT(0) = (b,0) —Bexp trie A (€, ) —seme 0" A (while (b) ¢, 0”) —sume 0
’ i
= (0,0") €T(F'(0) Crlzgme (while (b) ¢, ) = stme o’
Korrekte Software PET (o) e (o a") | (a"trle) € [b]s.(a". ") € [c] 1 U Korrekte Software 1851 1 Y
(6",0") eT/(0)} N N e (o o | (o i
U{(o”, ") | (o false) € [b] )} Fall (0,0") € {(¢”,0") | (0, false) € [[bll.b}
(0.0") € T(T'(0))

Nef B -




Beweis Vc € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]c = (c,0) —stme 0
Induktionsschritt:
> Fall while (b) c:
[while (b) cJ¢ = fix(T)
mit T(s) ={(o,0") | (o, true) € [blg A (0,0") € [c]c o s}
U {(0,0) | (0, false) € [b]s}

Induktionshypothese gilt fiir ¢
(0.0") € [while () cle "= (4,0") € fix(T)

PLED (500 e JT(0)
ieN

Vi € N.(0,0") € T'(B) = (while (b) c,0) —stme o’ (UB)
(0,0") € Ujen T'(0) = (while (b) c,0) —stme o' (1)
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Unterbeweis:
Woraus dann folgt, dass

Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustinde o, 0":

<C1 0> —>Stmt o' (Uv U,) € |[C]IC

(¢,0) =stme L = o & Dom([c]c)

> Gegenbeispiel fiir <= in der zweiten Aussage: wahle ¢ = while(1){}: [c]c = 0 aber
(c,0) —seme L gilt nicht (sondern?).
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