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Feedback Online-Lehre

» Was kann besser werden?
> Aufgezeichnete Vorlesungen?
> Lesematerial/“Flipped Classroom”?
» Andere Formen der Gruppenarbeit?
» Was ist gut/schlecht an Zoom?

» Technische Probleme?
» Funktionalitat?

» Break-Out Rooms?

» Was wollen wir andern?
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Fahrplan
Einflhrung

>
» Operationale Semantik

» Denotationale Semantik

» Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
» Der Floyd-Hoare-Kalkiil

» Invarianten und die Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils

> Strukturierte Datentypen

> Verifikationsbedingungen

» Vorwarts mit Floyd und Hoare

> Modellierung

» Spezifikation von Funktionen

> Referenzen und Speichermodelle

» Ausblick und Riickblick
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Idee

P Hier ist ein einfaches Programm:

/] {X=xnY=y)

z =y,
/1l
y = X
//

J{X =y nY =3}
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Idee

P Hier ist ein einfaches Programm:

/] {X=xnY=y)

zZ =y;
//

y = X;

[/ {X=yAY =2z}

J{X =y nY =3}
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Idee

P Hier ist ein einfaches Programm:

/] {X=xnY=y)

z =y,
//{X=xAY =2z}
y = x;

/] {X=ynY =2z}

J{X =y nY =3}
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Idee

P Hier ist ein einfaches Programm:

/] {X=xAY=y)

z =y,
//{X=xAY =2z}
y = x;

/] {X=ynY =2z}

J{X =y nY =3}

> Wir haben gesehen:

@ Die Verifikation erfolgt riickwarts (von hinten nach vorne).

@® Die Verifikation kann berechnet werden.
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Idee

P Hier ist ein einfaches Programm:

/] {X=xAY=y)

z =y,
//{X=xAY =2z}
y = x;

/] {X=ynY =2z}

X =y NY =x}

> Wir haben gesehen:

@ Die Verifikation erfolgt riickwarts (von hinten nach vorne).

@® Die Verifikation kann berechnet werden.

» Muss das riickwarts sein? Warum nicht vorwarts? Was ist der Vorteil?
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Nachteile der Riickwartsberechnung

Errechnete Vorbedingung (AWP)

[ (a[3] = 7)ls/lil]

. // 400 Zeilen, die » Kann nicht vereinfacht werden,
. // i nicht verandern weil wir nicht wissen, ob i # 3
E‘j[ = 5; > AWP wird sehr groB.

// {a[3] =7} » Das Problem wachst mit der

Lange der Programme.

o< QY
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Der Floyd-Hoare-Kalkaiil
Vorwarts
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Regelanwendung riickwarts

> Um Regel riickwarts anwenden zu kdnnen:

@ Nachbedingung der Konklusion muss offene Variable sein

@® Alle Vorbedingungen der Pramissen missen disjunkte, offen Variablen
sein

© Gegenbeispiele: while-Regel, if-Regel
> Um Regeln vorwarts anwenden zu kdnnen:

@ Vorbedingung der Konklusion muss offene Variable seinM

@® Alle Nachbedingungen der Pramissen miissen disjunkte, offene Variablen
sein.

© Gegenbeispiele: . ..
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Vorwartsanwendung der Regeln

> Zuweisungsregel kann nicht vorwarts angewandt werden, weil die
Vorbedingung keine offene Variable ist:

- {Ple/x]} x = e{P}
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Vorwartsanwendung der Regeln

> Zuweisungsregel kann nicht vorwarts angewandt werden, weil die
Vorbedingung keine offene Variable ist:

F{P[e/x]} x = e{P}

» Andere Regeln passen bis auf if-Regel (keine disjunkten Variablen)

F{AADY @ {B} F{AA-b)ci{B}

F{A}{} {A} F {A} if (b) ¢ else c; {B}
F{Ata{B} F{Bla{C} - {AA b} c{A}
F{A}ca;,{C} F{A} while (b) c{AA —b}

A=A F{A}c{B} B=F
F{A}c{B'}
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If-Regel Vorwarts

> Abgeleitete If-Regel:

|—{A/\b} Co{Bl} |—{A/\—|b} Cl{BQ}
F{A} if (b) ¢y else c; {B1V By}

» Durch Verkettung der If-Regel mit Weakening: By = B1 V By

Korrekte Software 9 [30]
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Zuweisungsregel Vorwarts

> Alternative Zuweisungsregel (nach Floyd):

V & FV(P)
F{P}x =e{3V.P[V/x] A x =e[V/x]}

» FV(P) sind die freien Variablen in P.

P> Jetzt ist die Vorbedingung offen — Regel kann vorwarts angewandt
werden

> Ist keine abgeleitete Regel — muss als korrekt bewiesen werden
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Arbeitsblatt 9.1: Das Leben mit Quantor

» Was bedeutet 3V .P7?

» Die Formel ist wahr, wenn es irgendeinen Wert t fiir V gibt, so dass
P[t/V] wahr ist.

» Was bedeutet VV.P?

» Die Formel ist wahr, wenn fir alle Werte ¢ fur V' P[t/V] wahr ist.

» Sind folgende Formeln wahr (fiir x, y € Z)? (Finde Gegenbeispiele oder

Zeugen)
Ix.x <7 Ix.x<3Ax>T Ix.x<7Vx<3
dydx.x+3=y Vxdy.xxy =3 IxVy. xxy >1
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Vorwartsverkettung

V ¢ FV(P)
F{P}x =e{3V.P[V/x] A x = e[V/x]}
/] {0 <x}
x= 2%y
/] {3V1.0< ViAx =2y}
x= x+1;

// {3Va (3140 < Vi A x = 2. y)[Va/x] A x = (x + 1)[Va/x]}
> Vereinfachung der letzten Nachbedingung:

V. (3VI0O < VIAXx =2-y)[Vo/x] A x = (x+1)[Va/X]
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Vorwartsverkettung

V & FV(P)
F{P}x =e{3V.P[V/x] A x =e[V/x]} J
// {0 < x}
x= 2%y
/] {3V1.0< ViAx =2y}
x= x+1;

// {3Va (3140 < Vi A x = 2. y)[Va/x] A x = (x + 1)[Va/x]}
> Vereinfachung der letzten Nachbedingung:

VL. (FVA.0 < VI Ax =2 y)[Va/x] Ax = (x+ 1)[Va/X]
<:>E|V2.(E|V1.0§ V1/\V2:2-y)/\X: Vo +1
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Vorwartsverkettung

V & FV(P)
F{P}x =e{3V.P[V/x] A x =e[V/x]} J
// {0 < x}
X= 2xy;
/] {3V1.0< Vi Ax =2y}
x= x+1;

/) {3Va. (3VA.0 < Vi Ax = 2-y)[Va/x] Ax = (x + 1)[Va/x]}
> Vereinfachung der letzten Nachbedingung:

VL. (FVA.0 < VI Ax =2 y)[Va/x] Ax = (x+ 1)[Va/X]
<:>3V2.(3V1.0§ V1/\V2:2-y)/\X: Vo +1
<— Vo, VL. 0<VIAX=Vo+ 1A Vo =2y
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Vorwartsverkettung

V & FV(P)
F{P}x=e{3V.P[V/x]Ax = e[V/x]}

// {0 < x}

X= 2%xY;

// (BVi0< ViAx =2y}

x= x+1;

/) {3Va. (3V4.0 < Vi Ax = 2. y)[Va/x] Ax = (x + D)[Va/x]}

> Vereinfachung der letzten Nachbedingung:

V. (3VI0O < VIAXx =2-y)[Vo/x] A x = (x+1)[Va/X]
= IV (A0S VIAVa =2-y) Ax = Vo + 1
= Vo, IVI.0O< ViIAXx=Vo+ 1A Vo =2y
<— IV1.0<ViAXx=2-y+1
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Regeln der Vorwartsverkettung

Eigenschaften des Existenzquantors:
PI[VINV =t = P[t/V]AV =t
AV.P[V]AV =t = P[t/V]
wenn V & FV(Q) dann (3V.P)AQ < 3V.PAQ
wenn V & FV(P) dann 3V.P = P
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Regeln der Vorwartsverkettung

Eigenschaften des Existenzquantors:

PIVINV=t= P[t/V]IAV =t (1)
IV.P[V]AV =t = P[t/V] (2)

wenn V & FV(Q) dann (3V.P)AQ < 3V.PAQ (3)
wenn V & FV(P) dann 3V.P = P (4)

Damit gelten folgende Regeln bei der Vorwartsverkettung:
® Wenn x nicht in Vorbedingung auftritt, dann P[V /x] = P.

@® Wenn x nicht in rechter Seite e auftritt, dann e[V /x] = e.

©® Wenn beides der Fall ist, kann der Existenzquantor wegfallen (4)
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Beispiel Vorwartsverkettung

// {a < b}
a= b+a;

// {3a1.(a < b)[ar/a] AN a= (b+ a)[ar/a]}
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Beispiel Vorwartsverkettung

// {a < b}
a= b+a;

// {3a1-(a < b)[ar/a] Aa=(b+a)[a/a]}
// {3a1.a1 < bAa=b+ a}

Korrekte Software 14 [30]
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Beispiel Vorwartsverkettung

// {a<b}

a= b+ta;

// {3a1.(a < b)[ar/a] A a= (b+ a)[a1/a]}

// {3a1.a1 <bNa=b+ a1}

b= 3xa+b;

// {31‘.‘)1.(331.31 <bNa=b+ 31)[b1/b] ANb= (33+ b)[bl/b]}

Korrekte Software 14 [30]
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Beispiel Vorwartsverkettung

/] {a<b}

a= b+ta;

// {3a1.(a < b)[ar/a] A a= (b+ a)[a1/a]}

// {3a1.a1 <bNa=b+ a1}

b= 3xa+b;

// {31‘.‘)1.(331.31 <bNa=b+ 31)[b1/b] ANb= (33+ b)[bl/b]}
// {Eblﬂal.al<b1/\a:b1+al/\b:3a+b1}
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Beispiel Vorwartsverkettung

/] {a<b}

a= b+ta;

// {3a1.(a < b)[ar/a] A a= (b+ a)[a1/a]}

// {3a1.a1 <bNa=b+ a1}

b= 3xa+b;

// {31‘.‘)1.(331.31 <bNa=b+ 31)[b1/b] ANb= (33+ b)[bl/b]}

// {Eblﬂal.al<b1/\a:b1—|—al/\b:3a+b1}

a= b— 2xa;

// {3a2.(3b13a1.a1 < by Aa= by + a1 Ab=3a+ by)[az/a] A a= (b—2a)[az/a]}
// {38231)1331.31<bl/\32:b1+31/\b:332+b1/\2:b—222}

Korrekte Software 14 [30] L o< QY



Beispiel Vorwartsverkettung

/] {a<b}

a= b+ta;

// {3a1.(a < b)[ar/a] A a= (b+ a)[a1/a]}

// {3a1.a1 <bNa=b+ a1}

b= 3xa+b;

// {31‘.‘)1.(331.31 <bNa=b+ 31)[b1/b] ANb= (33+ b)[bl/b]}

// {Eblﬂal.al<b1/\a:b1—|—al/\b:3a+b1}

a= b— 2xa;

// {3a2.(3b13a1.a1 < by Aa= by + a1 Ab=3a+ by)[az/a] A a= (b—2a)[az/a]}
// {38231)1331.31<bl/\32:b1+31/\b:332+b1/\2:b—222}
// {3323[’)1331.31<bl/\b:382+b1/\a:b—232/\22:b1+31}
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Beispiel Vorwartsverkettung

// {a< b}

a= b+ta;

// {3a1.(a < b)[ar/a] A a= (b+ a)[a1/a]}

// {3a1.a1 <bNa=b+ a1}

b= 3xa+b;

// {31‘.‘)1.(331.31 <bNa=b+ 31)[b1/b] ANb= (33+ b)[bl/b]}

// {Eblﬂal.al<b1/\a:b1—|—al/\b:3a+b1}

a= b— 2xa;

// {3a2.(3b13a1.a1 < by Aa= by + a1 Ab=3a+ by)[az/a] A a= (b—2a)[az/a]}
// {38231)1331.31<bl/\32:b1+31/\b:332+b1/\2:b—222}
// {3323[’)1331.31<bl/\b:382+b1/\a:b—232/\22:b1+31}
// {Eblﬂal.al < bt Nb= 3(b1 +31)+ by \Na= b—2(b1 +31)}
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Beispiel Vorwartsverkettung

// {a< b}

a= b+ta;

// {3a1.(a < b)[ar/a] A a= (b+ a)[a1/a]}

// {3a1.a1 <bNa=b+ a1}

b= 3xa+b;

// {31‘.‘)1.(331.31 <bNa=b+ 31)[b1/b] ANb= (33+ b)[bl/b]}

// {Eblﬂal.al<b1/\a:b1—|—al/\b:3a+b1}

a= b— 2xa;

// {3a2.(3b13a1.a1 < by Aa= by + a1 Ab=3a+ by)[az/a] A a= (b—2a)[az/a]}
// {38231)1331.31<bl/\32:b1+31/\b:332+b1/\2:b—222}
// {3323[’)1331.31<bl/\b:382+b1/\a:b—232/\22:b1+31}
// {Eblﬂal.al < bt Nb= 3(b1 +31)+ by \Na= b—2(b1 +31)}

// {3[)1331.31<bl/\b:3b1+331+b1/\a=b—2b1—231)}
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Beispiel Vorwartsverkettung

// {a< b}

a= b+ta;

// {3a1.(a < b)[ar/a] A a= (b+ a)[a1/a]}

// {3a1.a1 <bNa=b+ a1}

b= 3xa+b;

// {31‘.‘)1.(331.31 <bANa= b+81)[b1/b]/\b: (33+b)[b1/b]}

// {Eblﬂal.al<b1/\a:b1—|—al/\b:3a+b1}

a= b— 2xa;

// {3a2.(3b13a1.a1 < by Aa= by + a1 Ab=3a+ by)[az/a] A a= (b—2a)[az/a]}
// {38231)1331.31<bl/\32:b1+31/\b:332+b1/\2:b—222}
// {3323[’)1331.31<bl/\b:382+b1/\a:b—232/\22:b1+31}
// {Eblﬂal.al<b1/\b:3(b1+al)+b1/\a:b—2(b1—|—a1)}

// {3[)1331.31<bl/\b:3b1+331+b1/\a=b—2b1—231)}

// {3[)1331.31<b1/\b24b1—|—381/\a:b—2b1—231)}
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Beispiel Vorwartsverkettung

// {a< b}

a= b+ta;

// {3a1.(a < b)[ar/a] A a= (b+ a)[a1/a]}

// {3a1.a1 <bNa=b+ a1}

b= 3xa+b;

// {31‘.‘)1.(331.31 <bNa=b+ 81)[b1/b] ANb= (33+ b)[bl/b]}

// {Eblﬂal.al<b1/\a:b1—|—al/\b:3a+b1}

a= b— 2xa;

// {3a2.(3b13a1.a1 < by Aa= by + a1 Ab=3a+ by)[az/a] A a= (b—2a)[az/a]}
// {38231)1331.31<bl/\32:b1+31/\b:332+b1/\2:b—222}
// {3323[’)1331.31<bl/\b:382+b1/\a:b—232/\22:b1+31}
// {Eblﬂal.al < bt Nb= 3(b1 +31)+ by \Na= b—2(b1 +31)}

// {3[)1331.31<bl/\b:3b1+331+b1/\a=b—2b1—231)}

// {3[)1331.31 <biAb=4b; +3a;ANa=b—2bh —231)}

// {31)1331. a1 < biANb=4by +3a; Na= (4b1 aF 331) —2b; — 231)}
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Beispiel Vorwartsverkettung

// {a< b}

a= b+ta;

// {3a1.(a < b)[ar/a] A a= (b+ a)[a1/a]}

// {3a1.a1 <bNa=b+ a1}

b= 3xa+b;

// {31‘.‘)1.(331.31 <bNa=b+ 81)[b1/b] ANb= (33+ b)[bl/b]}

// {Eblﬂal.al<b1/\a:b1—|—al/\b:3a+b1}

a= b— 2xa;

// {3a2.(3b13a1.a1 < by Aa= by + a1 Ab=3a+ by)[az/a] A a= (b—2a)[az/a]}
// {38231)1331.31<bl/\32:b1+31/\b:332+b1/\2:b—222}
// {3323[’)1331.31<bl/\b:382+b1/\a:b—232/\22:b1+31}
// {Eblﬂal.al < bt Nb= 3(b1 +31)+ by \Na= b—2(b1 +31)}

// {3[)1331.31<bl/\b:3b1+331+b1/\a=b—2b1—231)}

// {3[)1331.31 <biAb=4b; +3a;ANa=b—2bh —231)}

// {31)1331. a1 < biANb=4by +3a; Na= (4b1 aF 331) —2b; — 231)}
// {3b1331.31 <biAb=4b;+3a; Na= 2b1+81}
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Beispiel Vorwartsverkettung

// {a< b}

a= b+ta;

// {3a1.(a < b)[ar/a] A a= (b+ a)[a1/a]}

// {3a1.a1 <bNa=b+ a1}

b= 3xa+b;

// {31‘.‘)1.(331.31 <bNa=b+ 81)[b1/b] ANb= (33+ b)[bl/b]}

// {Eblﬂal.al<b1/\a:b1—|—al/\b:3a+b1}

a= b— 2xa;

// {3a2.(3b13a1.a1 < by Aa= by + a1 Ab=3a+ by)[az/a] A a= (b—2a)[az/a]}
// {38231)1331.31<bl/\32:b1+31/\b:332+b1/\2:b—222}
// {3323[’)1331.31<bl/\b:382+b1/\a:b—232/\22:b1+31}
// {Eblﬂal.al < bt Nb= 3(b1 +31)+ by \Na= b—2(b1 +31)}

// {3[)1331.31<bl/\b:3b1+331+b1/\a=b—2b1—231)}

// {3[)1331.31 <biAb=4b; +3a;ANa=b—2bh —231)}

// {31)1331. a1 < biANb=4by +3a; Na= (4b1 aF 331) —2b; — 231)}
// {3b1331.31 <biAb=4b;+3a; Na= 2b1+81}
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Arbeitsblatt 9.2: Vorwartsverkettung

Gegeben folgendes Programm. Berechnet die Vorwartsverkettung der
Vorbedingung

/[ {x=XAy=Y}

X= xty;

/] {77}

y= X=y;

/1 {777}

77 (7

Was bewirkt das Programm?

Korrekte Software 15 [30]
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Vorwartsverkettung

» Vorwartsaxiom aquivalent zum Riickwartsaxiom.
» Vorteil: Vorbedingung bleibt kleiner
» Nachteil: in der Anwendung umstandlicher

» Vereinfachung benétigt Rechnungmit Existenzquantor

Zwischenfazit: Der Floyd-Hoare-Kalkiil ist symmetrisch

Es gibt zwei Zuweisungsregeln, eine fiir die Riickwartsanwendung von
Regeln, eine fiir die Vorwartsanwendung

Korrekte Software 16 [30] D U



Vorwartsberechnung von
Verifikationsbedingungen

Korrekte Software 17 [30]
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Starkste Nachbedingung

» Vorwartsberechnung von Verifikationsbedingungen: Nachbedingung

» Gegeben CO-Programm c, Pradikat P, dann ist
> sp(P,c) die starkste Nachbedingung Q so dass |= {P} c{Q}

» Pradikat Q starker als Q" wenn Q = Q'.

» Semantische Charakterisierung:

Starkste Nachbedingung
Gegeben Zusicherung P € Assn und Programm ¢ € Stmt, dann

F{P}c{Q} = sp(P,c) = Q

» Wie kdénnen wir sp(P, c) berechnen?
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Berechnung von Nachbedingungen

» Wir berechnen die approximative starkste Nachbedingung.
> Viele Klauseln sind dhnlich der schwachsten Vorbedingung.

> Ausnahmen:
» While-Schleife: andere Verifikationsbedingungen
» If-Anweisung: Weakening eingebaut

» Zuweisung: Vorwartsregel

> Nach jeder Zuweisung Nachbedingung vereinfachen

o< QY
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung
asp(P.{}) £ P

Korrekte Software 20 [30]
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Uberblick: Approximative
asp(P.{}) £

asp(P,x =e) ¥

Korrekte Software 20 [30]

starkste Nachbedingung

P
V. P[V/x] A x = (e[V/x])
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung

asp(P.{}) £ P
asp(P,x =€) £ 3V.P[V/x]Ax=(e[V/x])
asp(P, c1; &) &f asp(asp(P, c1), c2)
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung

asp(P.{}) £ P
asp(P,x =e) £ 3V.P[V/x]Ax=(e[V/x])
asp(P,c1; ) = asp(asp(P, c1), )
)

asp(P,if (b) ¢ else c1) £ asp(bA P,c)Vasp(=bA P,cp)
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung
) £ P

) Z 3V.P[V/x]Ax = (e[V/X])
asp(P,c1;c2) £ asp(asp(P, 1), c2)

) £ asp(bAP,co)Vasp(—bAP,c)

) def

= q
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung

asp(P.{}) £ P
asp(P,x =€) £ 3V.P[V/x]Ax=(e[V/x])
asp(P,c1; ) = asp(asp(P, c1), c2)
asp(P,if (b) ¢ else c1) £ asp(bA P,c)Vasp(=bA P,cp)
asp(P, /v {q} «/) = g
asp(P, while (b) //=+ inv i =/ c) £ iA-b
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Uberblick: Approximative

asp(P,{})

asp(P,x = e)

asp(P, c1; &)

asp(P,if (b) cp else c1)

asp(P, //++ {q} */)

asp(P, while (b) //#x inv i =/ c)
)

sve(P,{}

Korrekte Software

starkste Nachbedingung
def

£ p

£ JV.P[V/x] Ax = (e]V/X])

£ asp(asp(P, c1), ¢2)

asp(b A P,cy) Vasp(—b A P, ci)
= q

iN—b

)

def
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Uberblick: Approximative

asp(P,{})
asp(P,x = e)
asp(P, c1; &)
asp(P,if (b) cp else c1)

asp(P, //++ {q} */)

asp(P, while (b) //#x inv i =/ c)
sve(P,{})
svc(P,x = e)

Korrekte Software

starkste Nachbedingung
“ p

IV. P[V/x] A x = (e[V/x])
asp(asp(P, c1), c2)

asp(b A P,cy) Vasp(—b A P, ci)

q
iN—b

def
def
def
def

def

)
=
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Uberblick: Approximative

asp(P,{})
asp(P,x = e)
asp(P, c1; &)

P,if (b) ¢y else ci)
asp(P, //++ {q} */)
)

)

)

)

asp(P,

asp(P,while (b) //xx inv i x/ c
sve(P,{}

sve(P,x = e
sve(P, c1; ¢

Korrekte Software

starkste Nachbedingung
“ p

IV. P[V/x] A x = (e[V/x])
asp(asp(P, c1), c2)

asp(b A P,cy) Vasp(—b A P, ci)

q
iN=b

def
def
def

def

def

P
P
svc(P, c1) Usvc(asp(P, c1), ¢2)

I8
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Uberblick: Approximative

asp(P,{})

asp(P,x = e)

asp(P, c1; &)

asp(P,if (b) cp else c1)

asp(P, //++ {q} =/)

asp(P, while (b) //#x inv i =/ c)
sve(P, {})

svc(P,x = e)
sve(P, c1; @)
sve(P,if (b) ¢y else )

Korrekte Software

starkste Nachbedingung

*f p

£ JV.P[V/x] Ax = (e]V/X])

£ asp(asp(P, c1), ¢2)

£ asp(b A P,co) Vasp(—b AP, c)
def

= q

iN—b

def

)
)
def

= svc(P, c1) Usvc(asp(P, c1), )
= sve(P A b,cy) Usve(P A —b,cy)

Q
<
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Uberblick: Approximative

asp(P, { }
asp(P,x = e
asp(P, c1; &

P,if (b) ¢y else ¢
asp(P, //++ {q} +/

)

)

)

asp(P, )
)

asp(P, while (b) //#x inv i =/ c)
)

)

)

)

)

sve(P,{}

sve(P,x = e

sve(P, c1; ¢

sve(P,if (b) ¢y else ¢

sve(P, / /= {q} */

Korrekte Software

starkste Nachbedingung
“ p

IV. P[V/x] A x = (e[V/x])
asp(asp(P, c1), c2)

asp(b A P,cy) Vasp(—b A P, ci)

q
iN=b

def
def
def

def

def

“p

“p

sve(P, c1) Usvc(asp(P, c1), c2)
svc(P A b, o) Usve(P A —b, c1)
{P— q}
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Uberblick: Approximative

asp(P,{})

asp(P,x = e)

asp(P, c1; &)

asp(P,if (b) cp else c1)

asp(P, /)« {} /)

asp(P, while (b) //#x inv i =/ c)
sve(P, {})

svc(P,x = e)

sve(P, c1; @)

sve(P,if (b) ¢y else )

sve(P, / [+ {q} +/)
svc(P,while (b) //+x inv [ %/ c)

Korrekte Software

starkste Nachbedingung

*f p

£ JV.P[V/x] Ax = (e]V/X])

£ asp(asp(P, c1), ¢2)

£ asp(b A P,co) Vasp(—b AP, c)
def

= q

iN—b

def

)
)
= svc(P, c1) Usvc(asp(P, c1), c2)
svc(P A b, o) Usve(P A —b, c1)
= {P—aq}
sve(i A b,c)U{P — i}
U{asp(i A b,c) — i}

1%
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Uberblick: Approximative

Kor

asp(P, { }
asp(P,x = e
asp(P, c1; &

P,if (b) ¢y else ¢
asp(P, |/« {q} +/

)

)

)

asp(P, )
)

asp(P, while (b) //#x inv i =/ c)
)

)

)

)

)

)

sve(P,{}

sve(P,x = e

sve(P, c1; ¢

sve(P,if (b) ¢y else ¢

sve(P, / /= {q} +/
svc(P,while (b) //+x inv i %/ ¢

sve({P}c{Q})

rekte Software

starkste Nachbedingung

def
def
def
def

def

Q
\.‘

e

&
Ly

LN

g g g |l

&
oy

&
oy

Q
<
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P

AV.P[V/x] A x = (e[V/x])

asp(asp(P, c1), c2)

asp(b A P,cy) Vasp(—b A P, ci)

q

iN=b

0

0

svc(P, c1) Usvc(asp(P, c1), ¢2)

svc(P A b, o) Usve(P A —b, c1)

{P—aq}

sve(i A b,c)U{P — i}
U{asp(i A b,c) — i}

{asp(P,c) — Q} Usvc(P,c)
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Beispiel: Fakultat

// {0 <n}
p= 1
c= 1
while (c <=n) //**inv{p=(c—1)IAc—1<n}; */
p=pP * Cj
c=c + 1;

}
// {p = nt}

O~NOoO OBk wWwN =
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung

Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1 //{0<n}
2 p= 1,
/] asp, =
//
3 c=1;
/] asps =
//
4 while (c<=n) //*inv{p=(c—1)!Ac—-1<n};*/{
5 p=p x c;

//

6 c=c¢c+ 1;
//

[
/] asp, =

8 //{p=nl}

Korrekte Software 22 [30]
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung

Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1 //{0<n}
2 p=1;

;? asp, = {3V.0 < n[V/p]Ap=(1[V/p])}
3 c=1;

/] asps =

//
4 while (c<=n) //*inv{p=(c—1)!Ac—-1<n};*/{
5 p=p*c;

//

6 c=c¢c + 1;
//

[
/] asp, =

8 //{p=nl}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung

Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1 //{0<n)
2 p= 1;

// asp, = {3V.0 < n[V/p] A p=(1[V/p])}

/] aspy = {0 < nAp=1}
3 c= 1;

/] asps =

//
4 while (c<=n) //*inv{p=(c—1)!Ac—-1<n};*/{
5 p=p % C;

//

6 c=c¢c + 1;
//

[
/] asp, =

8 //{p=nl}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung

Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1 //{0<n)
2 p= 1;
[/ asp, = {3V.0 < n[V/pl Ap=(1[V/p])}
/] asp, ={0<nnp=1}
3 c= 1;
% asp; = {3V.(0<nAp=1)[V/c]Ac=(1[V/c])}
4 while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!Ac—1<n} */{
5 p=p % C;

//

6 c=c¢c + 1;
//

[
/] asp, =

8 //{p=nl}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung

Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1 //{0<n)
2 p= 1;
// aspy = {3V.0 < n[V/p] A p = (IV/p])}
/] asp, ={0<nnp=1}
3 c= 1;
[/ asps ={3V.(0<nAp=1)[V/c]Ac=(1[V/c])}
// asps; ={0<nAp=1Ac=1}
4 while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!Ac—1<n} */{
5 p=p x c;

//

6 c=c¢c + 1;
//

[
/] asp, =

8 //{p=nl}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung

Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1 //{0<n)
2 p= 1;
[/ asp, = {3V.0 < n[V/pl Ap=(1[V/p])}
/] asp, ={0<nnp=1}
3 c= 1;
[/ asps ={3V.(0<nAp=1)[V/c]Ac=(1[V/c])}
// asps; ={0<nAp=1Ac=1}
4 while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!Ac—1<n} */{
5 p=p x c;

//
6 c=c¢c + 1;

//
7o

/] aspy = {-~(c<n)Ap=(c—1)IAc—1<n}
8 //{p=n}
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Fakultat: Verifikationsbedingungen

Notation: svc, = in Zeile x generierte Verifikationsbedingung

1 //{0<n}
2 p=1;

// svey =
3 c= 1;

// sves =
4 while (c<=n) //*inv{p=(c—1)!Ac—1<n};*/{
5 p=p xc;

// sves =
6 c=c¢+ 1;

/] svcg =
7}

/] svey =
8 //{p=n"}
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Fakultat: Verifikationsbedingungen

Notation: svc, = in Zeile x generierte Verifikationsbedingung

1 //{0<n}
2 p=1;

// svea =0
3 c= 1;

/] sves =

4 while (c<=n) //*inv{p=(c—1)!Ac—1<n};*/{
5 p=p xc;

// sves =
6 c=c¢+ 1;

/] svcg =
7}

/] svey =
8 //{p=n"}
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Fakultat: Verifikationsbedingungen

Notation: svc, = in Zeile x generierte Verifikationsbedingung

1 //{0<n}
2 p=1;

// svea =0
3 c= 1;

// sve3 =0

4 while (c<=n) //*inv{p=(c—1)!Ac—1<n};*/{
5 p=p xc;

// sves =
6 c=c¢+ 1;

/] svcg =
7}

/] svey =
8 //{p=n"}

Korrekte Software 23 [30]



Fakultat: Verifikationsbedingungen

Notation: svc, = in Zeile x generierte Verifikationsbedingung

1 //{0<n}
2 p=1;

// svea =0
3 c= 1;

// sve3 =0

4 while (c<=n) //*inv{p=(c—1)!Ac—1<n};*/{
5 p=p xc;

// sves = ()
6 c=c¢+ 1;

/] svcg =
7}

/] svey =
8 //{p=n"}
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Fakultat: Verifikationsbedingungen

Notation: svc, = in Zeile x generierte Verifikationsbedingung

1 //{0<n}
2 p=1;

// svea =0
3 c= 1;

// sve3 =0

4 while (c<=n) //*inv{p=(c—1)!Ac—1<n};*/{
5 =p *x C;

// sves = ()
6 c=c¢c+ 1;

// svce =
7}

/] svey =
8 //{p=n"}

Korrekte Software 23 [30]
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Fakultat: Verifikationsbedingungen

Notation: svc, = in Zeile x generierte Verifikationsbedingung

1/ {0<n)
2 p=1;

// svco =
3 = 1;

// sves =

4 while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!Ac—1<n} */{
5 p=p*c;

// svcs = ()
6 c=c¢c+ 1;

// svcg =

/] sves ={asp; = (p=(c—1)!Ac—1<n),aspg = (p = (c— 1) A

c—1<n)}
8 //{p=n}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung
Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1 //{0<n)
2 p= 1;
/] aspy ={0<nnp=1}
3 c= 1;
/] asp3; ={0<nAp=1Ac=1}
4 while (c <=n) //inv{p=(c—1)Ac—1<n}; */{
5 p=p * c;
[/ asps =
//
//
c=c¢c + 1;
// asps =
//
{/
/) aspy ={~(c<nAp=(c—1)Ac—1<n}

8 //{p=ni}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung
Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1 //{0<n}
2 p= 1;
/] asp, ={0<nAp=1}
3 c= 1;
/] asp3; ={0<nAp=1Ac=1}
4 while (c <=n) //inv{p=(c—1)Ac—1<n}; */{
5 p=p * c;
;? asps ={IVi.(p=(c—1)!'A(c—=1)<nAc<n)[Vi/p]Ap=(p-c)[Vi/p]}
//
c=c¢c+ 1;
/] asps =
//
{/
/) aspy ={~(c<nAp=(c—1)Ac—1<n}

8 //{p=ni}

Korrekte Software 24 [30] Kl U



Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung
Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1 //{0<n}
2 p= 1;
/] aspy ={0<nnp=1}
3 c= 1;
/] asp3; ={0<nAp=1Ac=1}
4 while (c <=n) //inv{p=(c—1)Ac—1<n}; */{
5 p=p * c;
/] asps ={IVi.(p=(c—1)!IA(c—1)<nAc<n)[Vi/p]Ap=(p-c)[Vi/p]}
?? asps = {IVi. (Vi =(c—1DIA(c—=1)<nAc<nAp=(Vi-c)}
c=c¢c + 1;
// asps =
//
{/
/) aspy ={~(c<nAp=(c—1)Ac—1<n}

8 //{p=ni}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung
Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1 //{0<n)
2 p= 1;
[/ asp, ={0<nAp=1}
3 c= 1;
/] asp3; ={0<nAp=1Ac=1}
4 while (c <=n) //inv{p=(c—1)Ac—1<n}; */{
5 p=p * c;
/] asps={3Va.(p = (c— DIA(c—1) < nAc < mVa/pl A p = (p- O)[Vi/pl}
/) asps = {IVi.(Vi=(c—1)!'A(c=1)<nAc<nAp=(Vi-c)}
/] asps ={c—1<nAc<nAp=(c—1)-c}
6 c=c¢c+ 1;
// asps =
//
{/
/) aspy ={~(c<nAp=(c—1)Ac—1<n}

8 //{p=ni}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung
Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1 //{0<n}
2 p= 1;
/] asp, ={0<nAp=1}
3 c= 1;
/] asp3; ={0<nAp=1Ac=1}
4 while (c <=n) //inv{p=(c—1)Ac—1<n}; */{
5 p=p * c;
/] asps={3Va.(p = (c— DIA(c—1) < nAc < mVa/pl A p = (p- O)[Vi/pl}
/) asps = {IVi.(Vi=(c—1)!'A(c=1)<nAc<nAp=(Vi-c)}
/] asps ={c—1<nAc<nAp=(c—1)-c}
6 c=c¢c+ 1;
/] aspg={3Va.(c—=1<nAc<nAp=(c—1) c)[Va/c]Ac=(c+1)[Vo/c]}

//

{/
/) aspy ={~(c<nAp=(c—1)Ac—1<n}
8 // {p—n'}

Korrekte Software 24 [30] R U



Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung
Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1 //{0<n}
2 p= 1;
/] asp, ={0<nAp=1}
3 c= 1;
/] asp3; ={0<nAp=1Ac=1}
4 while (c <=n) //inv{p=(c—1)Ac—1<n}; */{
5 p=p * c;
/] asps={3Va.(p = (c— DIA(c—1) < nAc < mVa/pl A p = (p- O)[Vi/pl}
/) asps = {IVi.(Vi=(c—1)!'A(c=1)<nAc<nAp=(Vi-c)}
/] asps ={c—1<nAc<nAp=(c—1)-c}
6 c=c+ 1;
/] aspg={3Va.(c—=1<nAc<nAp=(c—1) c)[Va/c]Ac=(c+1)[Vo/c]}
//asp6 {3\/2 (V2—1<n/\V2<n/\p—(V2—1)!-Vg)/\c:(Vg—i—l)}
//

¥
/) aspy ={~(c<nAp=(c—1)Ac—1<n}
8 // {p—n'}

Korrekte Software 24 [30] R U



Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung
Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1 //{0<n}

2 p= 1;
[/ asp, ={0<nAp=1}

3 c= 1;
/] asp3; ={0<nAp=1Ac=1}

4 while (c <=n) //inv{p=(c—1)Ac—1<n}; */{

5 p=p * c;
/] asps = {3Vh.(p = (c — DI A (c—1) < nAc < mIVa/pl Ap = (p- )Va/pl}
/) asps = {IVi.(Vi=(c—1)!'A(c=1)<nAc<nAp=(Vi-c)}
/] asps ={c—1<nAc<nAp=(c—1)-c}

6 c=c+ 1;
/] aspg={3Va.(c—=1<nAc<nAp=(c—1) c)[Va/c]Ac=(c+1)[Vo/c]}
//asp6 {3\/2 (V2—1<n/\V2<n/\p—(V2—1)!-Vg)/\c:(Vg—i—l)}
/] aspg={c—2<nAc—-1<nAp=(c—2)(c—1)}

7 )
/) aspy ={~(c<nAp=(c—1)Ac—1<n}

/] {p=nt)

(e}
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Beispiel: Fakultat, Verifikationsbedingungen

8

Notation: svc, = in Zeile x generierte Verifikationsbedingung

/] {0 < n}
p= 1;
// svco =0
c= 1;
// sves =

while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!Ac—1<n} */{
p=p % C;

// svcs = (0

c=c¢+ 1;

// svcg = )

/] sveg = {asps; = (p=(c—1)!Ac—1<n),

/] asps = (p= (¢~ 1) Ac—1 < m)}
//

//

//

// {p=nl}

Korrekte Software 25 [30]

L pAd



Beispiel: Fakultat, Verifikationsbedingungen

Notation: svc, = in Zeile x generierte Verifikationsbedingung

1 //{0<n}
2 p=1;
// svco =0
c= 1;
// sves =
4 while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!Ac—1<n} */{
5 p=p*c;
// svcs = (0
6 c=c + 1;
// svcg = )
7
/] sveg = {asps; = (p=(c—1)!Ac—1<n),
/] asps = (p= (¢~ 1) Ac—1 < m)}
[/ svaa ={(0<nAp=1Ac=1)=(p=(c—1)IAc—1<n),
// (c=2<nAc—1<nAp=(c—=2)(c—-1))
// = (p=(c—1)!'Ac—-1<n)}
8 // {p=nt}
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SchlieBlich zu zeigen

sveg = {{aspg = p=n!} Usvey
={(p=(c—1)IANc—-1<n&& —(c <=n)) = p=nl},
O0<nAp=1Ac=1)=(p=(c—1)!Ac—1<n),
(c—=2<nAc—=1<nAp=(c—=2)(c—-1))
= (p=(c—1)Ac—-1<n)}
~ {true}
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Arbeitsblatt 9.3: Jetzt seid ihr dran!

Berechnet die starkste Nachbedingung und Verifikationsbedingungen fiir
die ganzzahlige Division:

1 /xx {0 < a} %/

2 r= a;

3 g= 0;

4 while (b<=r) /*x inv { a = bxg+r A 0 <= r } %/ {
5 r= r—b;

6 a= q+1;

(S

8 /xx { a=bxgt r AO<r Ar<b} %/
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Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element

1 //{0<n}

2 i= 0;

3 r= 0;

4 while (il!= n)//**inv{(Vj0<j<i—a[j]<a[r])A0<rr<n}*/
5 if (a[r] < ali]) {
6 r=i;

7 }

8 else {

9 }

10 i= i+1;

11

12 //{(vj.0<j<n—alj]<a[r])A0<r<n}
» Problem: wir missen u.a. zeigen

(Vi (V.0 <j<i—1— a[j] <a[Va]A
i—l#nANaVi]<ali—-1Ar=i—-1)—0<r<n
Deshalb: Invariante verstarken!
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Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element
Verstarkte Invariante (und Schleifenbedingung):

1 //{0<n}

2 i= 0;

3 r= 0;

4 while (i< n) //**inv (Vj.0<j<i— a[j]<a[r])
ANO<i<nAO<r<n x/ {

5 f (a[r] < afi]) {

6 r= i

7 }

8 else {

9 }

10 i= i+1;

11 }
12 //{(Vj.0<j<n— a[j]<a[r]) A0 <r< n}

(Fr.(Vj.0<j<i—1— a[j] <a[Vi])A
0<i—l<nAaW]<ali-1Ar=i—1)—0<r<n
Lauft!
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Zusammenfassung

» Die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils sind symmetrisch: die
Zuweisungsregel gibt es“riickwarts” und "vorwarts".

» Dual zu Beweis und Verifikationsbedingung riickwérts gibt es Regel
und Verifkationsbedingungen vorwarts.

» Bis auf die Invarianten an Schleifen kénnen wir Korrektheit
automatisch priifen.

> Kern der Vorwartsberechnung ist die Zuweisungsregel nach Floyd.

> Vorwartsberechnung erzeugt kleinere Terme, ist aber umstandlicher zu
handhaben.

> Riickwartsberechnung ist einfacher zu handhaben, erzeugt aber
(tendenziell sehr) groBe Terme.
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