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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (a,0) —pexp N Denotational [[a] 4
me Z <m70> —Aexp M {(0’, m)]a € Z}
x € Dom(o
x€ Loc () {(o,0(x))|loc € L,x €
<X, U) _>Aexp U(X) Dom(o_)}
x ¢ Dom(o)
<X, 0'> _>Aexp 1
<31a 0> —7Aexp N <32,0'> —7Aexp M
n,m%# L /
ajoa Ho,no' m)|lo € X,(0,n) €

)
<31 o ap, O'> —7Aexp MO M [[31]1,4, (O'a m) S |Ia2]]A}

<81,0'> —Aexp N
<32,0'> —7Aexp M
n=_1oderm=_1
<31 o 32,0'> _>Aexp 1
SRS {+, *, _}
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (a,0) = pexp N

<al70> —Aexp N
<32’ U> —7Aexp M
m#0  mn# L

(a1 0 @,0) = pexp no' m

ar/ax

<31,0'> —>A6Xp n
<3270'> _>A6Xp m
n=1,m=_1oderm=0

<31/32, O'> _>Aexp L
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Denotational [a] 4

{(o,n/m)|o € L,(o,n) €
[21] 4, (o, m) }e [a2]4, m #
0

L p Y



Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

> Fir alle a € Aexp, fir alle n € Z, fiir alle Zustande o

(a,0) = aexp N (0,n) € [a] 4

(a,0) = pAexp L © 0 & Dom([a] 4)

» Beweis Prinzip?
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Induktionsprinzip

Noether'sche Induktion

Sei > eine wohlfundierte Ordnung iiber S und P eine Aussage (iber
Elemente von S. Dann gilt

VveS.(YueS.v=uAP(u))= P(v)
Vx € S.P(x)

» Eine bindre Relation =C S x S ist eine Ordnung wenn gilt

Vx € S.x ¥ x (irreflexiv)
Vx,y ESx>=y=y¥x (assymetrisch)
Vx,y,z€S.(x =y ANy =2z)=>x>z (transitiv)

» Eine Ordnung < ist wohlfundiert, wenn es keine unendlich
absteigenden Ketten gibt

ar>=ax>az>...
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Induktionsprinzip

Noether'sche Induktion

Sei > eine wohlfundierte Ordnung iiber S und P eine Aussage (iber
Elemente von S. Dann gilt

VveS.(YueS.v=uAP(u))= P(v)

Vx € 5.P(x)
| S | -
Mathematische Induktion N n—n+1

Strukturelle Induktion Aexp | Aexp | a = a’ genau dann, wenn
a’ ist Teilausdruck von a
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Arbeitsblatt 4.1: Ubung zu struktureller Ordnung

Die strukturelle Ordnung auf arithmetischen Ausdriicken ist definiert als:
Va,a € AExp.a > a' < a’ ist Teilausdruck von a

Dabei ist “Teilausdruck” formalisiert als o € {+,x,—, /}:

. a = a1 V a Teilausdruck-von a; VvV
a Teilausdruck-von(aj o ap) < < ! ! )

a = a» V a Teilausdruck-von a»

» Argumentiert/beweist, dass die Relation “Teilausdruck-von”

@ irreflexiv
@® assymmetrisch und

© transitiv
ist.
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Besprechung
Argumentiert/beweist, die Relation “Teilausdruck-von” ist

@ irreflexiv Fir Variablen und Zahlen gilt es nicht.

(a1 0 a2) Teilausdruck-von(a; o a;)

< (a1 0ap) = a1 V (a1 0 a2) Teilausdruck-von a;  Widerspruch

® assymmetrisch

(a1 o ap) Teilausdruck-von(aj o a5)
A(&} o a5) Teilausdruck-von(a o ap)
& [(a1 0 ap) Teilausdruck-von a}

V (a1 o ap) Teilausdruck-von aj]

A [(&] o a5) Teilausdruck-von a;

V (a] o a5) Teilausdruck-von ay]
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Besprechung

Argumentiert/beweist, die Relation “Teilausdruck-von™ ist
© transitiv

a Teilausdruck-von(a; o a3) A (a1 o ap) Teilausdruck-von(aj o a5)
=
1. Fall:a = a; V a Teilausdruck-von a; = a Teilausdruck-von(aj o a5)

2. Fall:a = a, V a Teilausdruck-von ay = a Teilausdruck-von(aj o a5)
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

> Fir alle a € Aexp, fir alle n € Z, fiir alle Zustande o

(a,0) = aexp N (0,n) € [a] 4

(a,0) = pAexp L © 0 & Dom([a] 4)

» Beweis Prinzip?
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

> Fir alle a € Aexp, fir alle n € Z, fiir alle Zustande o
(a,0) = aexp N (0,n) € [a] 4

(a,0) = pexp L © 0 & Dom([[a] 4)

» Beweis per struktureller Induktion iiber a. (Warum?)
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Beweis Vac Aexp.Vn € ZNo. (a,0) —aep n < (0,n) € [a]a
N (a,0) = pexp L < 0 & Dom([a] 4)
Induktionsanfange

> a=meZ:
(M, o) = pexp M -
[m]a = {(c',m)lo’ € £} = (0, m) € [m]a
» a= X < Loc:
® X € Dom(o):
(X,0) = aexp 0(X) ] -
[X]a = {(c’,0' (X))o’ € £,X € Dom(c)} = (0,0(X)) € [X]a

® X ¢ Dom(o):

<X,0’> _>Aepr— ] o
[X]a = {(c',0'(X))|o’ € X, X € Dom(c)} = o & Dom([X] 4)
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Beweis Vac Aexp.Vn € ZNo. (a,0) —aep n < (0,n) € [a]a
N (a,0) = pexp L < 0 & Dom([a] 4)
Induktionsschritte
> a=a + a:
@ Fall m# Lundn# L
Es gilt
[a1 + a2]a = {(c',u+V)|(c', u) € [a1]a und (¢/, V) € [a] 4}
Induktionsannahme gilt fir a; und a,.

<31 + 3270'> —Aexp M+ N

ﬂ(Def. (o)) = Aexp-)

1A fuer a;

(a1,0) > pexp M (o,m) € [a1]a

& &

IA fuer ap

(0,n) € [a2]4

ﬂ(oef.[.m

(U,m+n)€[[a1+az]]A

<a27 J> —Aexp N

Korrekte Software 12 [53] K U



Beweis Vac Aexp.Vn € ZNo. (a,0) —aep n < (0,n) € [a]a
N (a,0) = pexp L < 0 & Dom([a] 4)

Induktionsschritte
» a = a; + a»: Induktionsannahme gilt fir a; und as.
® Fal: m= 1L odern=_1

(a1,0) = Aexp N (a2,0) —>pexp M m=_1odern=_1

<31 + a, J> 4>Ae><p L

> Falln= 1.
Aus Induktionsannahme folgt, dass (a1, 0) —aep L < 0 & Dom([a1].4).
Weiterhin gilt

[ar + a]a = {(¢',u+ Vv)|(¢', u) € [a1]a und (o', v) € [a2]a}
Somit gilt o & Dom([a1 + 2] 4).
> Fall n# 1, m= 1: analog.
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Beweis Vac Aexp.Vn € ZNo. (a,0) —aep n < (0,n) € [a]a
N (a,0) = pexp L < 0 & Dom([a] 4)
Induktionsschritte
> a=ay/ay:
®Falm#Lundn#1,n#0
Es gilt
|[al/a2]]A = {(0/7 LI/V)|(0'/, U) € |]:al]].A? (U/a V) € |[a2]]A und v 7é 0}
Induktionsannahme gilt fiir a; und a,.

<81/327J> _>Aexp m/n

ﬂ(Def. (o)) = Aexp-)

IA fuer a;

(a1, 0) = pexp M (o,m) € [a1]a

& &

1A fuer ay

(o,n) € [a2]4

ﬂ(oeﬂ[.m

(o,m+n) € [a1/a2] 4
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Beweis Vac Aexp.Vn € ZNo. (a,0) —aep n < (0,n) € [a]a
N (a,0) = pexp L < 0 & Dom([a] 4)

Induktionsschritte
» a = aj/ap: Induktionsannahme gilt fiir a; und ap.

@ Fall:
(a1,0) = aexp M (a2,0) = Aexp N m=_1l,n=0o0der n= 1
<al/3270> _>Aexp uE
> Fall n=0.
Aus Induktionsannahme folgt, dass (a2, 0) —aexp 0 < (0,0) € [a2].4.
Weiterhin gilt

[a1/a2]a = {(o", u/v)I(0", u) € [a1]4, (¢, v) € [22] 4 und v # 0}
Somit gilt o € Dom([[a1/az].4).
> Fall n= 1, m= 1: analog wie bei +
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational Denotational [b]s
(b,0) = Bexp false | true | L

1 (1,0) = Bexp true {(o, true)|o € £}

0 (0,0) —Bexp false {(o, false)|oc € £}
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operat. (b,0) —Bexp t Denotational [b]5
<307U> —7Aexp N
<ala U> —Aexp M
n,m=# 1 n=m

ap == ai — {(o, true) |o € Z,
<30 == 31,0'> _>Bexp true (0_7 nO) e |[aO]]A7
(20, 7) = pcp 1 (0, n) € [a1] 4,
<a].) O-> _>Aexp m nO f— nl }
n,m%# L n#m U
<30 == 41, U> —Bexp false {(O’, false) ‘ ocEY,
(@0, 0) = pexp N (o, n0) € [a0] 4,
<ala U> —Aexp M (J, ”1) € IIal]].Aa
n=_1 oderm= L no # n }
(a0 == a1,0) —Bexp L
al < a2 analog

Korrekte Software
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (a,0) —Bexp b Denotational [b]5

(b1,0) — Bexp false

b1&&b ol .
o (b1&& by, o) — false {(a, asi[te;))ll](]z} alse) €
(b1,0) —Bexp true
b exp b
(b2,0) = Bexp 0. b)|(0 true) €
r&eleba o) = b [l (7.5) € 521}
<b170> _>Bexp 1
<b1&&b2,0'> — 1
ba[| b2 analog
'n
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

> Fir alle b € Bexp, fir alle t € B, for alle Zustande o:

(b,0) —=Bexp t & (0, t) € [b]B
(b,0) —Bexp L < o & Dom([b]B)

» Beweis Prinzip?

Korrekte Software 19 [53]
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

> Fir alle b € Bexp, fir alle t € B, for alle Zustande o

<b70> —Bexp t = (U, t) € IIb]]B
<b70> — Bexp leod Dom(|[b]]3)

» Beweis per struktureller Induktion tiber b (unter Verwendung der
Aquivalenz fiir AExp). (Warum?)
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Beweis Va € Bexp.Vn € Z.NYo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]B
A <b,0’> — Bexp leod Dom([[b]]g)

Induktionsanfange

> H=0:
(0,0) —Bexp false -
[0]4 = {(¢/, false)|o’ € £} = (o, false) € [b]n
> b=1:
(1,0) = Bexp true
[1]4 = {(o', true)|o’ € £} = (o, true) € [b]5
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Beweis Va € Bexp.Vn € Z.NYo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]B
A <b,0’> — Bexp leod Dom([[b]]g)
Induktionsschritte
> b= b1 &&bs:
Es gilt

[b1&&by] s ={(o’, false)|(o’, false) € [b1]5}
U {(o/, t2)|(c’, true) € [b1]s und (o', ) € [b2]5}
Induktionsannahme gilt fiir by und b,.

> Fall (b1,0) —Bexp L
<b1&&b2,0’> ‘>Bexp 1
(Def. (.,.) = Bexp-)

IA fuer b

<b1,0’> —7 Bexp 1 <\:5 g ¢ Dom(|[b1]]3)

Def. []Bﬂ/

ag € ﬂbl&&bz]]lg
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Beweis Va € Bexp.Vn € Z.NYo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]B
A <b,0’> — Bexp 1l <o € Dom([[b]]g)
Induktionsschritte

> b= b1 &&bs:
Es gilt
[b1&&by] s ={(o’, false)|(o’, false) € [b1]5}
U {(o/, t2)|(o’, true) € [b1]s und (o', ) € [b2]5}

Induktionsannahme gilt fir by und b,.
> Fall (b1,0) — gexp false

(b1&& by, 0) — Bexp false
ﬂ(Def- (-5-) = Bexp-)
(b1,0) = Bexp false cmtuer b1 (o, false) € [b1] 8
Def. [.15

(o, false) € [b1&&b,] 5
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Beweis Va € Bexp.Vn € Z.NYo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]B
A <b,O’> — Bexp leod Dom([[b]]g)
Induktionsschritte
> b= bl&&bgi

[b1&&bo] s ={(0’, false)|(o’, false) € [b1] 5}
U {(0’, t2)|(0’, true) € [b1]s und (o', t2) € [b2] 5}

Induktionsannahme gilt fir by und b,.
» Fall (b1,0) —Bexp true, (b, o) — gexp false
(b1&& by, 0) — gexp false

ﬁ(Def. <-7->_)Bexp~)
1A f b
<b1,0’> —> Bexp true% (0’, true) € |Ib1]]3
& &

(b2, 0) = Bexp false cmtucr b2 (o, false) € [b2] B

Def. []BM

(o, false) € [Lbl&&bg]]g
23 [53

Korrekte Software

K U



Beweis Va € Bexp.Vn € Z.NYo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]B
N (b,0) —Bexp L & 0 & Dom([b]5)
Induktionsschritte
> b= b &&bs:
[b1&&bo] s ={(0’, false)|(o’, false) € [b1] 5}
U {(0’, t2)|(0’, true) € [b1]s und (o', t2) € [b2] 5}
Induktionsannahme gilt fir by und b,.

> Fall (b1,0) —Bexp true, (by, o) — exp true
(b1&& by, 0) = pexp true

ﬂ(Def. (= Bexp-)
IA fuer b
(b1,0) —Bexp true — (o, true) € [b1]5
& &

by, 0) —Bex true% o, true) € [b2] s
P

Def. []Bﬁ

(0, true) € [b1&&b]5
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Beweis Va € Bexp.Vn € Z.NYo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]B
A <b,0’> — Bexp leod Dom([[b]]g)
Induktionsschritte
> b= bl&&bgi

[b1&&bo] s ={(0’, false)|(o’, false) € [b1] 5}
U {(0’, t2)|(0’, true) € [b1]s und (o', t2) € [b2] 5}

Induktionsannahme gilt fir by und b,.
> Fall (b1,0) —Bexp true, (b, o) —gexp L
(b1&&bo, 0) —rgexp L
ﬂ\/(Def. ()= Bep-)
IA fuer by
(b1,0) —Bexp true <———== (o, true) € [bi]5
& &

<b2a U> —7 Bexp 4L g ¢ DOm(IIbzlllg)

Def. []BH/

g € Dom(l[bl&&bzllg)
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Beweis Va <€ Bexp.Vn € Z.NYo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]B
AN <b,0> — Bexp leod Dom([[b]]g)

> (0, true) € [b1&&bs]s =LY (o, true) € [ba]s und (o, true) € [ba]s

» Siehe Folie 24

f. [1s

(0, false) € [[bl&&bz]][; == (0, false) € [b1]s oder

(o, true) € [b1]s und (o, false) € [b2]5
» Siehe Folie 22 und 23

Def. |I]]3

> o & Dom([b1&&bs]|3) <= o & Dom([[b1] ) oder o & Dom([[b2]5)

> Siehe Folie 21 und 25
Somit gilt dann auch < g.e.d.
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Arbeitsblatt 4.2: Beweis Induktionsanfang

1. (a1 == ap,0) —pexp false < (o, false) € a1 == a]5
2. (a1 == @3,0) —Bexp true & (o, true) € a1 == a]n
3. (a1 == @2,0) = Bexp L & 0 & Dom([a1 == a5]B)

Beweist obige drei Aussagen unter Verwendung des fiir arithmetische
Ausdriicke geltenden Lemmas

Va € Aexp.Vn € ZNo. (a,0) = pexp N < (0,n) € [a]4
N (b,0) =Bexp L © 0 & Dom([a] 4)
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Beweis 1. (a; == ay,0) —pexp false < (o, false) € [a1 == a,]|5
2. <al == 32,0'> — Bexp Lrue < (O’, true) S [[31 == 32]]3
3. <31 == ay, U> —7Bexp l&so € Dom(llal - 32]13)

[a1 == a2l ={(". true)|(o’. m) € [ar]., (0", n) € [ala.m = n}

U {(o’, false)|(o’, m) € [a1]a, (o', n) € [a2]a, m # n}

» Fall (a1,0) —Bexp M, (b2,0) —+Bexp N, M =n
(a1 == a2, 0) —Bexp true

ﬂ(Def. ()= Bexp-)

1A fuer a;

(o, m) € [a2] 4

& &

<317 U) —Bexp M

1A fuer ap (0_7 m) c |[al]]A

Def. ﬂ]]gﬂ

Korrekte Software (0-7 tgys}]l[al _= az]]B
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Beweis 1. (a; == ay,0) —pexp false < (o, false) € [a1 == a,]|5
2. <al == 32,0'> — Bexp Lrue < (O’, true) S [[31 == 32]]3
3. <31 == ay, U> —7Bexp l&so € Dom(llal - 32]13)

[or == a2l ={(0", tr0e)| (0", m) € [ax], (0", ) € [ty m = )
U {(o’, false)|(o’, m) € [a1]a, (o', n) € [a2]a, m # n}

» Fall (a1,0) —Bexp M, (b2,0) —+Bexp N, M # N
(a1 == a2, 0) —Bexp false

ﬁ(Def. () —>Bexp-)

Lemma fuer a;

(o, m) € [a1]a

& &

<317 U> —Aexp M

Lemma fuer a

(o,n) € [a2] 4

Def. II]]B:H
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Beweis 1. (a; == ay,0) —pexp false < (o, false) € [a1 == a,]|5
2. (al == 32,0'> — Bexp Lrue < (O’, true) S [[31 == 32]]3
3. <31 == ay, U> —7Bexp l&so € Dom(llal - 32]13)

[0 = axls ={(¢/, true) (0, m) € [k, (0", ) € [au]s m = )
U {(o’, false)|(o’, m) € [a1]a, (¢, n) € [az]a, m # n}

> Fall (a1,0) = Bexp L:
(a1 == 22,0) —Bexp -
(Def. ()= Bexp-)
(a1,0) = aep L <2ELL 5 o Dom([ay] 4)
& Def. [.]]Bﬂ
o & Dom([a1 == a2]B)
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Beweis 1. (a; == ay,0) —pexp false < (o, false) € [a1 == a,]|5
2. (al == 32,0'> — Bexp Lrue < (O’, true) S [[31 == 32]]3
3. <31 == ay, U> —7Bexp l&so € Dom(llal - 32]13)

[0 = axls ={(¢/, true) (0, m) € [k, (0", ) € [au]s m = )
U {(o’, false)|(o’, m) € [a1]a, (¢, n) € [az]a, m # n}

» Fall (a2,0) = Bexp L:
(a1 == 22,0) —Bexp -
(Def. ()= Bexp-)
(2,0) = pep L <L 5 o Dom([a] 4)
& Def. [.]]Bﬂ
o & Dom([a1 == a2]B)
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Beweis 1. (a; == ay,0) —pexp false < (o, false) € [a1 == a,]|5
2. (al == 32,0'> — Bexp Lrue < (O’, true) S [[31 == 32]]3
3. <31 == ay, U> —7Bexp l&so € Dom(llal - 32]13)

[o1 = 2l ={(, true) (o, m) € [l (0", ) € [aa].as m = )
U{(o’, false)|(o’, m) € [a1]4, (¢/, n) € [a2]a, m # n}

» o & Dom([a; == agﬂg)wg o & Dom([ai].4) oder o &

Dom([[a2] 1)

> Siehe die beiden Falle auf den beiden vorangegangenen Folien.
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (c,0) —stm: 0’| L Denotational [c]c
{} [{He=1d
({}70> —Stmt O
<C170> —Stmt o’ # 1
! /!
C,0 ) —s (o2
a; o < ) —*stmt [ci]c o [e2]e

(c1; C2,0) = stmt o
(c1,0) = stme L

(c1;0,0) = stme L

x=a (8.9) Zhew 1 {(0,01n/x])|(0, n) € [a].a}

<X = a, U> _>5tmt G'[n/X]
(a, O'> _>Aexp 1

<X = 370> —>Stmt L
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational
<C’O'> —>Stmt OJ|J_

<b,(T> — Bexp 1
<C>U> —Stmt L

if (b) o (b, 0) —Bexp true
(co,0) —Stme o’

(c,0) —rstmt o’
(b, o) —Bexp false

else ¢ (c1,0) = stme 0’

(c,0) —Stme o

Korrekte Software 32 [53]

Denotational [c]c

{(c,0")|(o, true) €
IIb]lgv (o, U,) S IICO]]C}

{(o,0")|(c, false) €
[b15,(o,0") € [alc}
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational Denotational [c]c
<C, O'> _>Stmt O', | 1

(b,0) —Bexp false  (b,0) —Bexp L

while (b) ¢ fix (I
_f(—)’ (W,0) =Stme 0 (W, 0) = stme L )
(b,0) = Bexp true (¢, 0) =stme 0’ # L (w,0") = stme 0"
(W, 0) = Stme o
<b, U) — Bexp true <Ca 0> —Stmt L
<W70-> —Stmt L
mit
T(p) = {(o,0") (0, true) € [b]5,(0,0") € [c]c 0w}

U{(e,0) | (o, false) € [b]s}
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, 0”:

(c,0) —stmt 0 & (0,0") € [c]e

(c,0) = stmt L = o & Dom([c]c)

> = Beweis Prinzip?

» < Beweis Prinzip?

Korrekte Software 34 [53]
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Operationale Semantik: C0 Programme

» Stmt ¢ .= Idt = Exp | if (b) ¢ else ¢ | while (b) c|ci1;¢2 | {}
Regeln:

({},0) —2stme o

<a, J> —Aexp N € Z <3a U> —7 Aexp 1

<X:a,U> _>Stmt U[n/X] <X:a,U> _>5tmtJ—

<C1;U> —Stmt O # 1 <C2,U/> —Stmt 0 #1
(Cl; C2,U> —Stmt o

<C17 U) — Stmt -

(Cl; C2,U> — Stmt -

<C17U> —Stmt o' # 1 <C2a 0/> —Stmt L
(c1ic2,0) = seme L

Korrekte Software 35 [53] o< QY



Operationale Semantik: C0 Programme

» Stmt c .= Idt = Exp | if (b) ¢ else ¢ | while (b) c|ci;c | {}
Regeln:

<ba J> — Bexp true <C17 U> —Stmt o

<if (b) (o] else C2,0'> —> Stmt O'/

<b7 U) —7 Bexp false <C2, 0) —7Stmt o’

<if (b) (o] else C2,0'> —> Stmt O'/

(b,o) —Bexp -

(if (b) c1 else c2,0) —stme L
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Operationale Semantik: C0 Programme

» Stmt c .= Idt = Exp | if (b) ¢ else ¢ | while (b) c|ci;c | {}
Regeln:

(b, 0) —Bexp false

(while (b) ¢,0) —stmt 0

(b,0) —Bexp true (c,0) —5tmt 0 (while (b) ¢, 0’ —stmt 0

(while (b) ¢,0) —stme 0

(b, 0) —Bexp true (c,0) = stmt L (b,0) —Bexp -
(while (b) c,0) —stme L (while (b) ¢,0) —stme L
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Ableitungstiefe fiir Programme

» Die Ableitungstiefe einer
Programmauswertung mittels :
Regeln der operationaler Pramisse;

Pramisse,

Semantik ist die Anzahl der
Regelanwendungen mit
Conclusion der Form

<., > _>5tmt ..

Korrekte Software 38 [53]
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Operationale Semantik: C0 Programme
» Stmt c .= Idt = Exp | if (b) ¢ else ¢ | while (b) c|ci;c | {}
Regeln: Programmstruktur

(c1,0) = stme 0’ # L

<C2,U/> —Stmt o # L \
(c1; ©2,0) —stme o

(b,0) —Bexp true  {(c1,0) —>stme \
<if (b) c; else C2,0'> —> Stmt o’

(b, 0) — pexp false (€2,0) =stmt 0’ \
(if (b) c1 else c,0) —>stme 0

<b70> 7 Bexp true <C7 U> —Stmt U/
(while (b) ¢,0’) —stmt @ -
(while (b) ¢, 0) —stme o

(b, o) —Bexp true (c,0) = stme L \

(while (b) ¢,0) = stmt L
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Operationale Semantik: C0 Programme

» Stmt c .= Idt = Exp | if (b) ¢ else ¢ | while (b) c|ci;c | {}

Regeln: Programmstruktur Ableitungstiefe
(c1,0) = stme 0’ # L

<C2,U/> —stme 0 # L \ \

(c1; ©2,0) —stme o

(b,0) —pexp true (c1,0) —stme 0 Ny Ny
(if (b) c1 else c2,0) —stme 07

(b,0) —>Bexp false (2,0) —>stme 0 Ny N
(if (b) c1 else c,0) —>stme 0

<b70> 7 Bexp true (C7 U> —Stmt U/
(while (b) ¢,0’) —stmt @

(while (b) ¢, 0) —stme o

(b, o) —Bexp true (c,0) = stme L \ \
(while (b) ¢,0) —>5pme L ’
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, 0”:

(c,0) —stmt 0 & (0,0") € [c]e

(c,0) = stmt L = o & Dom([c]c)

> = Beweis Prinzip?

» < Beweis Prinzip?

Korrekte Software 40 [53]
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, 0”:

(c,0) = stme 0 & (0,0") € [c]e

(c,0) = stmt L = o & Dom([c]c)

» = Beweis per Induktion tber die (Tiefe der) Ableitung in der
operationalen Semantik (Warum?)

» < Beweis Prinzip?
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) = simt 0’ = (0,0") € [c]e
2. <C,O’> —>Stmt 1Ll=0 g DOm(IIC]]C)

Induktionsanfang — Ableitungstiefe 1

» Fall c = x = a:

[x = alc = {(o; o[m/x])|(o, m) € [a] 4}

> Fall (a,0) —pexp M€ Z
(x = a,0) —>stmt o[m/x]
ﬂ(Def. (1) = stme-)
(3,0) = pexp m € 7 E2NC2 o (5 m) € [a]a

Def. [.]c

(o,0[m/x]) € [x = a]c
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) = simt 0’ = (0,0") € [c]e
2. <C,O’> —>Stmt 1Ll=0 g DOm(IIC]]C)

Induktionsanfang — Ableitungstiefe 1

» Fall c = x = a:

[x = alc = {(o; o[m/x])|(o, m) € [a] 4}

> Fall (a,0) = aexp L
(x=2a,0) =stmt L
ﬂ(Def. (o) stme-)
(3,0) = pexp L L2 5 o Dom([a] 4)

Def. []cﬂ/

o & Dom([[x = a]c)
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) = simt 0’ = (0,0") € [c]e
2. <C,O’> —>Stmt 1Ll=0 g DOm(IIC]]C)

Induktionsanfang — Ableitungstiefe 1
> Fallc=x=a:

[x = ale = {(o, o[m/x]) (o, m) € [a] 4}

> Fallc={}:...

Korrekte Software 41 [53]
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Beweis Vc € Stmt.Vo,o'. 1.

(c,0) = stmt 0" = (0,0") € []e
2.

<Cq’0'> —>Stmt 1Ll=0 g DOm([[C]]C)
Induktionsschritt:

> Fall ¢ =if(b) ¢ else cy:
[if(b) c1 else ca]lc ={(o,0")|(0, ") € [cile, (o, true) € [b]s}
U{(c,d")|(c,0") € [c]c, (o, false) € [b]5}

> Fall (0, b) —gexp true,{c1,0) —stme 0’
(if(b) cy else ¢z, 0) —stme 0
(Def. {.,.) = stme.)

(b,0) — Bexp true <DL o (5 true) € [b]s

& &
IH fi
{c1,0) —stme 0 — (0,0") € [a]e
Def. []C\H/
(0,0") € [if(b) c1 else 2]
Korrekte Software
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Beweis Vc € Stmt.Vo,o'. 1.

(c,0) = stmt 0" = (0,0") € []e
2.

<Cq’0'> —>Stmt 1Ll=0 g DOm([[C]]C)
Induktionsschritt:

> Fall ¢ =if(b) ¢ else cy:

[if(b) c1 else ca]lc ={(o,0")|(0, ") € [cile, (o, true) € [b]s}
U{(a,0")|(0,0") € [e2lc, (o, false) € [b]5}

> Fall (0, b) —gexp false, (¢, 0) —>stme 0’
(if(b) cy else ¢z, 0) —stme 0

(Def. (.,.)—>stme-)

(b,0) = Bexp false <—=smmafuerh (0, false) € [b]s

&

&

IH f
(c2,0) —stme 0 — (0,0") € [e]c

Def. []C\H/

(0,0") € [if(b) c1else co]c

42 [53]
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Beweis Vc € Stmt.Vo,o'. 1.

(c,0) = stmt 0" = (0,0") € []e
2.

<Cq’0'> —>Stmt 1Ll=0 g DOm([[C]]C)
Induktionsschritt:

> Fall ¢ =if(b) ¢ else cy:
[if(b) c1 else ca]lc ={(o,0")|(0, ") € [cile, (o, true) € [b]s}
U{(0,0)(0,0") € [, (o, false) € [b]s}
> Fall (0, b) —gexp true, {c1,0) —>seme L:
(if(b) c1else ¢z, 0) —stme L

(Def. (.,.) = stme-)

(b, 0) — Bexp true <—2M2NLE o (5 true) € [b]s

& &

o & Dom([[ci]e)

Def. []cﬂ

o & Dom([if(b) c1 else c2]c)

42 [53]

IH fuer ¢,
(c1,0) = stmt | —
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) = simt 0’ = (0,0") € [c]e
2. <Cq’0'> —>Stmt 1Ll=0 g DOm(IIC]]C)

Induktionsschritt:
> Fall c =if(b) c; else c,:

[if(b) c1 else ca]lc ={(o,0")|(0, ") € [eile, (o, true) € [b]s}
U{(o,0")|(0,0") € [c]e, (o, false) € [b]s}

> Fall (0, b) —Bexp L:
(if(b) c1else ¢z, 0) —sme L
ﬁ(Def. (Y= stme-)
(b,0) —pexp L <—=22m2D_o 5 & Dom([b]5)

Def. []cﬂ

o & Dom([if(b) ¢ else c2]c)
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) —stmt 0’ = (0,0") € [c]e
2. <C,O’> —>Stmt 1Ll=0 g DOm(IIC]]C)
Induktionsschritt:

» Fall ¢ = while(b) c: [while(b) c]c = fix(T")

» Fall (b,0) —Bexp true, (¢,0) —seme o', (while(b) c,0”) —stme 0

(while(b) ¢,0) —stme 0”

ﬂ(Def. <~7->_>Stmt-)
Lemma fuer b
(b, 0) —Bexp true <—————==> (o, true) € [b]5
& &

(0,0") € [cle
& &

IH fuer (while(b) ¢,0") = stms g’
(while(b) ¢, o) 5 arer GWLLLET (35 < [while(b) c]c

Def. []cﬂ/

(0,0") € [while(b) c]c

,IH fuer (c,0) = stmea’
<C7 U> —Stmt O
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, 0”:

(c,0) = stme 0 & (0,0") € [c]e

(c,0) = stmt L = o & Dom([c]c)

» = Beweis per Induktion tber die (Tiefe der) Ableitung in der
operationalen Semantik (Warum?)

» < Beweis Prinzip?
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, 0”:

(c,0) = stme 0 & (0,0") € [c]e

(c,0) =stmt L = 0 & Dom([c]c)

» = Beweis per Induktion Uber die (Tiefe der) Ableitung in der
operationalen Semantik (Warum?)

> < Beweis per struktureller Induktion tber ¢ (Verwendung der
Aquivalenz fiir arithmetische und boolsche Ausdriicke). Fiir die
While-Schleife Riickgriff auf Definition des Fixpunkts und Induktion
iiber die Teilmengen I"(()) des Fixpunkts. (Warum?)
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Beweis Vc € Stmt.Vo, 0’ .(0,0") € [c]c = (¢c,0) —stmt 0’

Induktionsanfang;:

» Fall c = x = a:

[x = alc = {(", o"[t/x)I(0” t) € [a] 4}

(0,0") € {(o”, o"[t/x])I(c”, 1) € [a] 4}

PLlle (5 1) = [a]a Ao’ = olt/x]
Lemma ABxp (a,0) = pexp t No' = o[t/x]
Peb Lelstsime (0 — 2,0) —stme olt/x] A o’ = o[t/x]

— <X:a,0> %Stmt OJ
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Beweis Vc € Stmt.Vo, 0’ .(0,0") € [c]c = (¢c,0) —stmt 0’

Induktionsanfang:
> Fall c = {}
[{}e =A{(o,0)lo € T}

(0,0") € {(c",0")|0" € =}

Def. [.]c..
[lc =o'

Def. <$Stmt‘ <{},0_> —Stmt O N 0T = 0'/
= ({}
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Beweis Vc € Stmt.Vo, 0’ .(0,0") € [c]c = (¢c,0) —stmt 0’

Induktionsschritt:
> Fall if (b) c; else cy:

[if (b) crelse 2] = {(¢”,0")|(0”, true) € [b]s, (¢, ") € [clc}
U{(a”,0"")|(c”, false) € [b]s, (¢",0") € [e2]c}

Induktionsannahme gilt fir ¢; und ¢
> Fall: (o,0") € {(¢”,0")|(c”, true) € [b]s, (¢”,0"") € [ci]c}

a,0') € {(a",0")|(c”, true) € [b]s,(¢”,0") € [ci]c}

,true) € [b]s A (0,0") € [ale

Deﬂc .

(
(o

LemmaBER (b 0) e true A (o,0") € [aile
(b
{

1A fiir ¢; /
— ,0) —Bexp true A {C1,0) —stmt O

Def. <47. —>Stmt -
) seme if (b) cielse co, o) —>stme 0
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Beweis Vc € Stmt.Vo, 0’ .(0,0") € [c]c = (¢c,0) —stmt 0’

Induktionsschritt:
> Fall if (b) c; else cy:

[if (b) crelse 2] = {(¢”,0")|(0”, true) € [b]s, (¢, ") € [clc}
U{(a”,0"")|(c”, false) € [b]s, (¢",0") € [e2]c}

Induktionsannahme gilt fir ¢; und ¢
> Fall: (o,0") € {(¢”,0")|(c”, false) € [b]s, (¢”,0"") € [c]c}

a,0') € {(a",d") (", true) € [b]s,(¢”,0") € [c]c}
false) € [b]s A (0,0") € [e2]c

Deﬂc .

(
(o,

Lemma BExp (b,0) = pexp false A (0,0") € [ca]e
(b
(

1A fiir ¢; /
— ,0) —Bexp false A\ (¢2,0) —stmt O

Def. <47. —>Stmt -
) seme if (b) cielse co, o) —>stme 0
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Beweis V¢ € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]ec = (¢,0) —stme 0’
Induktionsschritt:
» Fall while (b) c2:
[while (b) c]c = fix(I)
mit ['(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(0,0) | (o, false) € [b]s}
Induktionshypothese gilt fiir ¢
(0,0") € [while (b) c]c

Pellle- (5 57) e fix(r)
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Beweis Vc € Stmt.Vo, 0’ .(0,0") € [c]c = (¢c,0) —stmt 0’

Induktionsschritt:
» Fall while (b) ¢

[while (b) c]c = fix(I)
mit ['(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(0,0) | (o, false) € [b]s}
Induktionshypothese gilt fiir ¢

Def. ﬂ]lc (O’

(0,0") € [while (b) c]c o) € fix(T)

Def':ﬁ;((r) (0,0") € U r(0)

ieN
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Beweis V¢ € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]ec = (¢,0) —stme 0’
Induktionsschritt:
» Fall while (b) ¢
[while (b) c]c = fix(I)
mit ['(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(0,0) | (o, false) € [b]s}
Induktionshypothese gilt fiir ¢

Def. ﬂ]]c (O’

(0,0") € [while (b) c]c o') € fix(T)

Def':ﬁ;((r) (0,0") € U r(0)

ieN

Unterbeweis: Vi € N.(o,0") € T'(0) = (while (b) ¢,0) —stmt 0’ (UB)
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Beweis Vc € Stmt.Vo, 0’ .(0,0") € [c]c = (¢c,0) —stmt 0’

Induktionsschritt:
> Fall while (b) ¢
[while (b) c]c = fix(I)
mit ['(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}
Induktionshypothese gilt fiir ¢

Def. |I]]C (O’

(0,0") € [while (b) c]c o') € fix(T)

De{:ﬁi(r) (0,0") € U r(0)

ieN

Unterbeweis: Vi € N.(0,0") € T'(0) = (while (b) c,0) —>stmt 0’ (UB)
Woraus dann folgt dass

€ [JT(0) = (while (b) c,0) —stme 0 (1)

ieN
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Beweis V¢ € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]ec = (¢,0) —stme 0’
Induktionsschritt:
> Fall while (b) ¢
[while (b) c]c = fix(I)
mit ['(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}
Induktionshypothese gilt fiir ¢

(0,0") € [while (b) cJe =M (4,07) € fix()
Def':ﬁg(r) (0,0') € U ()

ieN
10} (while (b) ¢, ) —stmt 0
Unterbeweis: Vi € N.(o,0") € T'(0) = (while (b) ¢,0) —stmt 0’ (UB)
Woraus dann folgt dass
€ [JT(0) = (while (b) c,0) —stme 0 (1)

ieN
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Vi € N.(0,0") € ['(0) = (while (b) ¢, ) —>sim: o’ (UB)
Es gilt nach wie vor die Induktionshypothese fiir dieses c, dass
VOJI,O’I”.(U”,O’///) c I[C]]C = <C7U,/> _>Stmt O_/// (/B)

Beweis per Induktion iiber i:
Induktionsanfang

> i =0:

(0,0 el = (0,0)€b
= false

Implikation trivialerweise erfiillt da false = F immer wahr
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Vi € N.(0,0") € ['(0) = (while (b) ¢, ) —>sim: o’ (UB)
Es gilt nach wie vor die Induktionshypothese fiir dieses c, dass
Vo' o (0", 0") € [cle = (c,0”") = stme 0" (IB)

Beweis per Induktion iiber i:
Induktionsschritt

> i— i+ 1
Induktionsannahme (UB) gilt fiir i

(0,0") € r"“(@)
R (0,0") € F(Fi(@))
=L (o) e {0 0") | (07, true) € [b]s, (o, 0™) € [e]c,
(O’””,O'/N) c rl(@)}
U{(U”,U”) ’ (U”, false) c |[b]]B}

Fallunterscheidung tber Zugehorigkeit zu welcher Teilmenge
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Vi € N.(0,0") € ['(0) = (while (b) ¢, ) —>sim: o’ (UB)
Es gilt nach wie vor die Induktionshypothese fiir dieses ¢, dass
VO-H,O-I/I.(O-//7U///) c [[C]]C = <C7UN> _>Stmt 0_/// (/B)

Beweis per Induktion iber i:
Induktionsschritt

> i+l
Induktionsannahme (UB) gilt fiir i

> Fall (0,0") € {(¢"",0"") | (", true) € [B] s, (o"",0"") € [clc, (o, 0"") € T'(B)}
(0,0") € T(T'(D))

LT (0,0 € {(0",0") | (0", true) € [bls, (0", 0™ € [c]e,

( //// ///) cri (@)}
U{(e”, ") | (a” false) € [b]5}

L (o, true) € [b]s A (0,0") € [cle A", 0") AT(D)
Lemma BExp IH (1B) IH (UB) fir i
= (b, ) —Bexp true A (¢, ) —stme o’ A (while (b) ¢, ") —stme 0
CrL2gm hile (b) ¢, 0) —5sume 0
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Vi € N.(0,0") € T'(0) = (while (b) ¢, o) —sim: o' (UB)
Es gilt nach wie vor die Induktionshypothese fiir dieses ¢, dass
Vo' 0" (a", ") € [cle = (¢, 0") = stme " (IB)
Beweis per Induktion iber i:
Induktionsschritt
> =i+ 1:
Induktionsannahme (UB) gilt fiir i
> Fall (0,0') € {(¢”,0") | (¢, false) € [b]s}

(0,0") € T(F'(0))

De:f_>l' ( ) c {( ” /”) | (0” true) S [[bIIBv(UHvJ/m) € IIC]IC7
(o,//// ///) c I (@)}
U{(O'N,O'N) | (0_//’ fa/se) c |[b]]B}’

(0, false) € [b]g Ao = o’
Lemma fiir BExp
— (b,0) —pexp false No =0’
brlogme: (while (b) ¢,0) = stmt 0 Ao =0’
= (while (b) ¢,0) —stme o g.ed.
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Beweis Vc € Stmt.Vo, 0’ .(0,0") € [c]c = (¢c,0) —stmt 0’
Induktionsschritt:
» Fall while (b) ¢

[while (b) c]c = fix(I)
mit ['(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(0,0) | (o, false) € [b]s}
Induktionshypothese gilt fiir ¢

(0,0") € [while (b) cJe "= (5,0") € fix(T)
Def':ﬁ);(r) (0,0') € U ()
ieN

g (while (b) ¢, 0) —>stme 0

Unterbeweis: Vi € N.(o,0") € T'(0) = (while (b) c,0) —stme 0’ (UB)
Woraus dann folgt dass
U [(0) = (while (b) ¢, ) —stmt 0 (1)

ieN
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustande o, 0”:

c,o0 Stmt O g,0 Clc
(c,o) = & (0,0") €[]

(c,0) = stmt L = o & Dom([c]c)

> Gegenbeispiel fiir < in der zweiten Aussage: wéhle ¢ = while(1){}:
[clc = 0 aber (c,0) —>stm: L gilt nicht (sondern?).
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Fahrplan
Einflhrung

>
» Operationale Semantik

» Denotationale Semantik

» Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
» Der Floyd-Hoare-Kalkiil

» Invarianten und die Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils

> Strukturierte Datentypen

» Verifikationsbedingungen

» Vorwarts mit Floyd und Hoare

> Modellierung

» Spezifikation von Funktionen

> Referenzen und Speichermodelle

» Ausblick und Riickblick
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