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Organisatorisches

» Veranstalter:

Christoph Lith Serge Autexier
christoph.lueth@dfki.de serge.autexier@dfki.de
MZH 41861, Tel. 598302 Cartesium 1.491, Tel. 598342

» Termine:

» Dienstag, 12 — 14

» Donnerstag, 8 - 10  <— Verlegen?
» Webseite:

http://www.informatik.uni-bremen.de/~cx1l/lehre/ksgm.ss20

1Zur Zeit im Home-Office
2Wird weitergeleitet.
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Online-Konzept in Corona-Zeiten

» Keine lange Vorlesung, lieber integrierte Veranstaltung

> Kiirzere Vortragseinheiten (Folie/Lifestream), dazwischen
Arbeitsfragen (Kurzibungen)

» Kein asynchrones Angebot (Aufzeichung der Meetings?)

> Woachentliche Ubungsaufgaben zur Vertiefung
» Technisch:

» Nutzung von GotoMeeting:
https://www.gotomeet .me/DFKI-BAALL/ksgmss20

> Fragen/Kurziibungen in CodiMD:
http://hackmd.informatik.uni-bremen.de/

» Ubungsblatter als ausfiillbare PDFs.
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Priifungsform und Ubungsbetrieb

» 10 Ubungsblatter (geplant)
» Bewertung:
> A (sehr gut, 1.3) — nichts zu meckern, keine/kaum Fehler
> B (gut, 2.3) — kleine Fehler, sonst gut
> C (befriedigend, 3.3) — groBere Fehler oder Mangel
» Nicht bearbeitet — oder zu viele Fehler
» Prifungsleistung:
» Miindliche Priifung
> Einzelpriifung ca. 20- 30 Minuten

» Ubungsbetrieb (bis zu 20% Bonuspunkte, keine Voraussetzung)
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Arbeitsblatt 1.1: Jetzt seid ihr dran!

» Gruppiert euch in Gruppen zu drei Teilnehmenden! Nutzt dazu
folgenden Doodle:
https://www.doodle.com/poll/utp4mgbyikbftadd

» Zu jeder Gruppe gibt es ein Arbeitsblatt:
https://hackmd.informatik.uni-bremen.de/s/SkVLK1Q_I

» Auf diesem Arbeitsblatt bearbeitet ihr die Arbeitsfragen im Laufe des
Kurses.

» Bitte nur in “"eurem” Arbeitsblatt arbeiten

» Die Arbeitsblatter sind nicht notenrelevant.
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Warum Korrekte Software?
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Software-Disaster |: Therac-25

Software-Disasters Il: Space
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Mariner 1 (27.08.1962), Mars Climate Orbiter (1999), Ariane 5 (04.06.1996)
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Software-Disaster I11: AT&T (15.01.1990)

while (! empty(ring_rcv_buffer)

&& | empty(side_buffer empty)) {
initialize pointer to first message buffer;
get copy of buffer;
switch (message) {

case (incoming_message):
if (sender is out_of_service) {

if (empty(ring_wrt_buffer)) {

send "in service" to status map;

} else {

break;

}

process incoming message, set up pointers;

break;

}

}
do optional parameter work;

}
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Software-Disaster 1V: Airbus A400M

Sevilla, 09.05.2015
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Arbeitsblatt 1.2: Jetzt seid ihr dran!

» Sucht im Netz nach weiteren Software-Disastern:
@ Was ist passiert?
@ Wie ist es passiert?

® Was war der Softwarefehler?

» Quellen: Suchmaschine nach Wahl (“software disasters”), The Risks
Digest, https://catless.ncl.ac.uk/Risks/
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Inhalt der Vorlesung
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Themen

Korrekte Software im Lehrbuch: Korrekte Software im Einsatz:
» Spielzeugsprache
» Wenig Konstrukte

» Kleine Beispiele

» Richtige Programmiersprache
» Mehr als nur ganze Zahlen

» Skalierbarkeit — wie kénnen
groBe Programme verifiziert
werden?
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Inhalt

» Grundlagen:
> Beweis der Korrektheit von Programmen: der Floyd-Hoare-Kalkiil

»> Bedeutung von Programmen: Semantik

> Betrachtete Programmiersprache: “C0" (erweiterte Untermenge von C)

» Erweiterung der Programmkonstrukte und des Hoare-Kalkiils:
@ Referenzen (Zeiger)
@ Funktion und Prozeduren (Modularitat)

© Reiche Datenstrukturen (Felder, struct)
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Fahrplan
Einfithrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil

Invarianten und die Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Strukturierte Datentypen

Verifikationsbedingungen

Vorwarts mit Floyd und Hoare

Modellierung

Spezifikation von Funktionen

VVYVYYVYVYVYVYVYVYYY

Referenzen und Speichermodelle
Ausblick und Riickblick
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Warum Semantik?
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https://catless.ncl.ac.uk/Risks/

Idee

» Was wird hier berechnet? p = n!

p=1;
» Warum? Wie kénnen wir das e= il;
beweisen? while (c <=n) {
» Wir berechnen symbolisch, welche Fc’ - 5 i (i',
Werte Variablen iiber den } '

Programmuverlauf annehmen.
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Arbeitsblatt 1.3: Maschinen und Funktionen

Was genau kann man sich unter “abstrakten Maschine” vorstellen?

Betrachtet als Beispiel die Summe einer Liste von ganzen Zahlen:

» Wie kénnte man eine abstrakte Maschine definieren, welche Listen von
Zahlen summiert?

» Wie kdnnte man ein mathematisches Objekt definieren, welches Listen
von Zahlen summiert?
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Operationale Semantik
» Kernkonzept: Zustandstandsiibergange einer abstrakten Maschine
» Abstrakte Maschine hat impliziten Zustand
» Zustand ordnet Adressen verdnderliche Werte zu
» Konkretes Beispiel: n— 3, p und ¢ undefiniert
p=1 pl7? pl1 pl1 p |1
c=1 c|?2]~|c|?]|~|c|l|~|c|1l]|~
while (¢ <= n){ nl3 n|3 n|3 nl|3
p=pP * C;
c=c+ 1; } pll pl2 pl2 p|6 p|6
c|2|~|c|2|~|c|3|~|c|3|~|c|4
n|3 nl|3 nl|3 n|3 n|3
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Denotationale Semantik

» Kernkonzept: Abbildung von Programmen auf mathematisches
Gegenstiick (Denotat)

» Partielle Funktionen zwischen Zustinden [c] : 0 — o

» Beispiel:
223 e [d(0) = o(p > (e 1)
while (¢ <= ) { [P20(0) = o(p = o(p)  o(€))(c = (<) +1)
E i1 e [l@Ieal =272 (T (L < el (Ipr)(0)) fix(T(]
}
// ps
(Ie < D)) = { o)) s ey =9
MA()()(0) = {E’W)(a) )
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Semantik von Programmiersprachen

Drei wesentliche Moglichkeiten:

» Operationale Semantik:
Ausfithrung auf einer abstrakten Maschine

» Denotationale Semantik:
Abbildung in ein mathematisches Objekt

» Axiomatische Semantik:
Beschreibung durch eines Programmes durch seine Eigenschaften
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Unsere Sprache CO

CO0 ist eine Untermenge der Sprache C
CO0-Programme sind ausfiihrbare C-Programme

Grundausbaustufe:
> Zuweisungen, Fallunterscheidungen, Schleifen
> Datentypen: ganze Zahlen mit Arithmetik

» Relationen: Vergleich (=, <)

» Boolsche Operatoren: Konjunktion, Disjunktion, Negation

1. Ausbaustufe: Felder und Strukturen

2. Ausbaustufe: Funktionen und Prozeduren (nur Ausblick)

3. Ausbaustufe: Referenzen (nur Ausblick)

vV v.v v

Fehlt: union, goto, ...

Korrekte Software 20 [27] =219

Arbeitsblatt 1.4: Operationale Semantik

Gegeben folgendes CO-Programm:

1 x= 0;

> while (n > 0) {
3 X= X+ nx*n;

4 n= n—1;
s}

Entwickeln Sie die ersten zehn Schritte der operationalen Semantik wie
im Beispiel oben fiir den initialen Zustand

n|4
?

X
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c < nl)([pa]) o

Axiomatische Semantik

» Kernkonzept: Charakterisierung von Programmen durch
Zusicherungen

» Zusicherungen sind zustandsabhéngige Pradikate

> Beispiel (mit n = 3)

(1)
T :
€ = lv /] (3)
P while(c <= n){
/] (4) 4)
p=p % C; (p=1Ac=1Vvp=1Ac=2V p=(c—1
(:():C+ 1} p=2Ac=3Vp=6Ac=4)

An=3

(5)

) An
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Arbeitsblatt 1.5: Zusicherungen

Betrachten Sie folgende Variation des Programms von oben:

/(D)

p=1; //(2)

c=1; //(3)

while (¢ <= n){
/] (4)
c=c¢c+ 1;
p=p=xc
I3

// (5)

» Welche der Zusicherungen (1) — (5) von oben gelten noch?
» Welche nicht?

» Was gilt stattdessen?

Korrekte Software 25 [27] Y

Drei Semantiken — Eine Sicht

Operational

p=1;
c:=1;
while (¢ <=n) {
p=p*c;
c=c+1;

Denotational

}

Programm

Axiomatisch

Korrekte Software 26 [27]
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Zusammenfassung

» Wir wollen die Bedeutung (Semantik) von Programmen beschreiben,
um ihre Korrektheit beweisen zu kénnen.

» Dazu gibt es verschiedene Ansatze, die wir betrachten werden.

» Nachste Woche geht es mit dem ersten los: operationale Semantik
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Korrekte Software: Grundlagen und Methoden
Vorlesung 2 vom 28.04.20

Operationale Semantik

Serge Autexier, Christoph Lith
Universitat Bremen

Sommersemester 2020

Fahrplan
Einfithrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil

Invarianten und die Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils

>

>

>

>

>

>

» Strukturierte Datentypen
» Verifikationsbedingungen

» Vorwarts mit Floyd und Hoare
> Modellierung

» Spezifikation von Funktionen

» Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Rickblick
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Zutaten
// GGT(A,B) » Programme berechnen Werte
if (a=20)r=b; > Basierend auf
else { > Werte sind Variablen zugewiesen

while (b != 0) { » Evaluation von Ausdriicken

if t()a:<g E)a; > Folgt dem Programmablauf
else a = a — b;
}
P = ag
}
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Unsere Programmiersprache

Wir betrachten einen Ausschnitt der Programmiersprache C (CO).
Ausbaustufe 1 kennt folgende Konstrukte:
» Typen: int;

» Ausdriicke: Variablen, Literale (fir ganze Zahlen), arithmetische
Operatoren (fiir ganze Zahlen), Relationen (==, <, ...), boolsche
Operatoren (&&;, ||);

» Anweisungen:

» Fallunterscheidung (if.. . else...), Iteration (while), Zuweisung, Blocke;

» Sequenzierung und leere Anweisung sind implizit
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CO0: Ausdriicke und Anweisungen

Aexp a=Z|ldt |a1+a|a1—a|a1*xa]|ai/a
Bexp b::=1|0|al==82‘81<32|!b|b1&&b2|b1”b2

Exp e:=a|b
Stmt ¢ == Idt = Exp
| if (b) a1 else ¢
| while (b) ¢
| aie

{3

NB: Nicht die konkrete Syntax.
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Eine Handvoll Beispiele

a = (3+y)*x+5%b;
((3+y)*x)+(5xb);
a = 3+y*x+5x%b;

o
Il

p=1

c=1;

while (c <= n) {
p=p * C;
c=c + 1;

}
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Semantik von C0O

» Die (operationale) Semantik einer imperativen Sprache wie CO ist ein
Zustandsiibergang: das System hat einen impliziten Zustand, der
durch Zuweisung von Werten an Adressen geandert werden kann.

Systemzustande

> Ausdriicke werten zu Werten V (hier ganze Zahlen) aus.

» Adressen Loc sind hier Programmvariablen (Namen): Loc = Idt
» Ein Systemzustand bildet Adressen auf Werte ab: ¥ = Loc — V

» Ein Programm bildet einen Anfangszustand moglicherweise auf einen
Endzustand ab (wenn es terminiert).
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Partielle, endliche Abbildungen
Zustinde sind partielle, endliche Abbildungen (finite partial maps)

f:X—A

Notation:

> f(x) fur den Wert von x in f (lookup)

> f(x) = L wenn x nicht in f (undefined)

» f[n/x] fir den Update an der Stelle x mit dem Wert n:

def | N ifx=y
fln/x](y) = {f(y) otherwise

(x + n,y — m) u.a. fiir konkrete Abbildungen.

>
> () ist die leere (Uiberall undefinierte Abbildung):
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Arbeitsblatt 2.1: Jetzt seid ihr dran!

» In euren Gruppen-Arbeitsblattern unter
https://hackmd.informatik.uni-bremen.de/s/SkVLK1Q_I gebt
folgendes an

» Wie sieht ein Zustand aus, der a den Wert 6 und ¢ den Wert 2
zuweist.

» Welches sind Zustande, und welche nicht:

0O (x—1la—3)
® (x—y b—06)
@ (x—y b—6yr—2)
® (x—3,b—6,y+—2)
» Update von Zustanden:
O (x—1am3)[1/y] =77
® (x—1a—3)[3/x]:=77
@ (x—1,a— 3)[3/x][y/1][4/x] :=7?
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Besprechung

» Wie sieht ein Zustand aus, der a den Wert 6 und ¢ den Wert 2
zuweist: (a > 6,c— 2)

» Welches sind Zustande, und welche nicht:
0O (x—1la—3) +
® (x—yb—6 —
@ x—y,b—6y—2) —
® (x—3,b6,y—2) +
» Update von Zustanden:
0O (x—1la—3)l/y] =(x—1l,a—3,y—1)
® (x—1,am3)[3/x]:=(x+—3,a—3)
@ (x—1,a—3)[3/x]ly/1][4/x] == (x+— 4,y — 1,a+> 3)
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Operationale Semantik: Arithmetische Ausdriicke

Ein arithmetischer Ausdruck a wertet unter gegebenen Zustand o zu
einer ganzen Zahl n (Wert) aus oder zu einem Fehler L.

> Aexpa:=Z|ldt|a+a|ai—a|a*xa|a/ a

(a,0) = pexp n| L

Regeln:

<n7 0-> > Aexp N

x € ldt,x € Dom(c),c(x) = v x € ldt, x ¢ Dom(o)

<X7‘7> —Aexp V <X1 U) — Aexp L
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Regelschreibweise vs. Funktionen

Sei Int+ = IntU{L}

AexpEval :: AExp —> (Zustand —> Int+)
AexpEval n :: Int s —> n
AexpEval x :: Loc s if Dom(s) contains x —> s(x)
AexpEval x :: Loc s if not(Dom(s) contains x) —> L
Korrekte Software 12 [43] =219

Operationale Semantik: Arithmetische Ausdriicke
> Aexpa:=Z|ldt|a+a|a—a|a*xa|a/ a
(av U-> — Aexp N | 1

(a1,0) = Aexp M1 (a2,0) = pexp M2 n; € Z,n Summe ny und ny

(al + a2, U> 7 Aexp N

(a1,0) = pexp M. (a2,0) = pexp M2 falls n; = L oder np = L

<31 + 22,0'> — Aexp €

(a1,0) = Aexp M. (a2,0) = pexp M2 n; € Z, n Diff. ny und np

(al — az, (7> —Aexp 1

<31,0'> _>Aexp ni <32,0'> _>Ae><p np falls n = 1 oder np = 1

(a1 — a2,0) = pexp L
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Regelschreibweise vs. Funktionen

Sei Int+ = IntU{L}

AexpEval :: AExp —> (Zustand —> Int+)

AexpEval n :: Int s —> n

AexpEval x :: Loc s if Dom(s) contains x —> s(x)
AexpEval x :: Loc s if not(Dom(s) contains x) —> L

AExpEval (al + a2) s —> let nl = AExpEval al s
n2 = AExpEval a2 s
in

if nl :: Int and n2 :: Int then nl + n2
if n1 = 1 or n2 = 1 then L
Korrekte Software 14 [43] =219

Operationale Semantik: Arithmetische Ausdriicke
> Aexpa:=Z|ldt|ai+a|a—a|axa|a/a

(av 0-> —Aexp N | 1

(a1,0) = aexp M. (a2, 0) = Aexp M2 n; € Z, n Produkt n; und np

(a1 * a2, 0) = pexp N

(a1,0) = pexp M (a2,0) = pexp M2 falls n; = L oder n, = L
(a1 * @2, 0) = pexp L

(a1,0) = aexp M (32,0) = aexp M2 ni € Z,ny # 0, n Quotient ny, ny

(31/32«, <7> —Aexp N

(a1,0) = aexp M (a2,0) = pexp M2 falls ny = 1,np = 1L oder n =0

(a1/a2,0) = pexp L
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Arbeitsblatt 2.2: Jetzt seid ihr dran!

» In euren Gruppen-Arbeitsblattern unter
https://hackmd.informatik.uni-bremen.de/s/SkVLK1Q_I
vervollstandigt die Funktion

AexpEval :: AExp —> (Zustand —> Int+)

AexpEval n :: Int s —> n

AexpEval x Loc s if Dom(s) contains x —> s(x)
AexpEval x :: Loc s if not(Dom(s) contains x) —> L
AExpEval (al + a2) s —> let nl = AExpEval al s

n2 = AExpEval a2 s
in
if nl :: Int and n2 :: Int then nl 4 n2
if n1 = L or n2 = L then L

» Erganzt dies fir * und fir /

» Fiir L kénnt ihr einfach \bot schreiben.
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Beispiel-Ableitungen

Sei 0 2 (x 5 6,y s 5).

(X,0) —Aexp 6 (y,0) = Aexp B (X,0) = Aexp 6 (y,0) = Aexp B
(X +y,0) —aexp 11 (x—y,0) 2aep L
(x+y)*(x = y),0) Daexp 11

(X,J) _’Aexpﬁ <X,(T> _>Aexp6 (y.cr) —Aexp D <y,0’> —Aexp D
(X % X,0) = aexp 36 (y *y,0) = pexp 25
((xxx) = (y %¥),0) = aep 11

Korrekte Software 17 [43] Y

Operationale Semantik: Boolesche Ausdriicke

> Bepr::=0‘1‘31==32‘31 <32“b‘b1&&b2‘b1 H by
(b, 0) —Bexp true| false | L

Regeln:
(1,0) —Bexp true (0,0) —Bexp false
(a1,0) = Aexp M. (32,0) = Aexp M2 ni # L, ny und ny gleich
(a1 == a2,0) —Bexp true
(a1,0) = Aexp M (a2,0) = pexp M2 n; # L1, ny und np ungleich
(a1 == a2,0) —Bexp false
(a1,0) = exp M (a2,0) = pexp M2 nm=_lorm=1
<31 == 32a0> —Bexp L
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Operationale Semantik: Boolesche Ausdriicke

> Bexpb:=0]|1|ag==ax| a1 <a|lb|b &&b2| by || bp
(b,0) —Bexp true | false | L

Regeln:
(b, 0) —Bexp true (b, 0) —Bexp false (b,0) = Bexp L
(1b,0) — Bexp false (1b,0) = Bexp true (!b,0) = Bexp L
<b17 0-> — Bexp false <b170-> — Bexp €L

(b1 && by, 7) — pexp false (b1 && by, 0) —gexp L

(b1,0) —Bexp true (b2,0) = Bexp t
<b1 && bz,o’) — Bexp t

Korrekte Software 19 [43] Rl v

Operationale Semantik: Boolesche Ausdriicke

> Bepr:::O\l\alzzag\al <32“b‘b1&&b2‘b1 H by
(b, 0) = Bexp true | false | L

Regeln:
(b1,0) —Bexp true (b1,0) = Bexp L
<b1 && b270'> —Bexp true <b1 && b270'> —Bexp 1
<b1,(7> — Bexp false <b2,a> — Bexp t
<b1 H b210'> —Bexp t
Korrekte Software 20 [43] =219

Operationale Semantik: Anweisungen

» Stmt c = Ildt = Exp | if (b) ¢; else c; | while (b) ¢ |ci;|{}
Beispiel:

<C7 (T> —Stmt o | L
(x =5,0) =stmt 0’

wobei o’(x) =5 und o’(y) = o(y) fiir alle y # x
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Operationale Semantik: Anweisungen

> Stmt c = Idt = Exp | if (b) c1 else ¢ | while (b) ¢ |c;c |{}
Regeln:

{} o) 2stme o

<av (7> —Aexp N € Z <‘3= U> — Aexp L

(x = a,0) —stme o[n/x] (x =a,0) —stme L

(c1,0) =stme o’ # L (€2,0") = stme 0" # L
(c1i €2,0) = stme 0"

(c1,0) —stme L
<C1; CZ7U> —5tme L

(c1,0) 2stme 0’ # L (2,0") = stme L

<Cl; 2, <7> —stmt L
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Operationale Semantik: Anweisungen

» Stmt c == Ildt = Exp | if (b) ¢; else c; | while (b) ¢ |ci;|{}
Regeln:

(b,0) —Bexp true (c1,0) —stme 0

(if (b) c1 else c2,0) —>stme 0

(b,0) — Bexp false (c2,0) —5tme 0

(if (b) c1 else c2,0) —>stme 0

<b= U> — Bexp L

(if (b) c1 else ¢2,0) —stme L
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Operationale Semantik: Anweisungen

> Stmt c = Idt = Exp | if (b) c1 else ¢ | while (b) ¢ |c;c |{}
Regeln:

(b, 0) —pexp false

(while (b) ¢,0) —stmt 0

(b,0) —Bexp true (c,0) = 5tme 0 (while (b) ¢,0") —stme 0"

(while (b) ¢, ) —stme 0"

(b, 0) —Bexp true (c,0) =stme L (b, 0) = Bexp L
(while (b) ¢,0) —stme L (while (b) ¢,0) —stmt L
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Beispiel

x = 1;

while (y != 0) {
y=y -1

X =2 % X

o= (y (=4 2)
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(¥ =1,01) Daep 1 (2% x,02) —pexp 2
(y=y—1,01) —stm o1[1/y] = 02 (x =2 X, 02) —5eme 02[2/X] = 03
(v =y —Lix=2%x,01) —5tme 03
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(¥ —1,03) Zpep 0 (2% x,04) S pep 4
(¥ 03) —pep L =y —1,03) —seme 03[0/y] = 04 (x =2 x,04) —5tme 4[4/x] = 05 ©

(y!=0,03) —gexp 1 (¥ =y = Lix=2xx,03) Fsme o5

(w, 75) = stme| o

(W, 03) = stmt 5

(y:05) = aep 0
(1 =0,03) =Beyp 0

{w,05) —stme 5

(©)

while (y! = 0) {y =y — Lix = 2% x}
(-
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i A

Lineare, abgekiirzte Schreibweise
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i A

(2 01) = aexp 2 (4) (B)

(1,0) D pep 1 (v'=0,01) —Bep 1

{y =y = Lx=2xx01) Ssme? (W, ?) D 5tme?

(=1,0) ~sume ol1/x] =1 (while (y1 = 0) {y =y — Lix = 2 x},01) ~sume?

(x = Liwhile (y! =0) {y =y — Lix =2%x},0) —5tme?
—_—
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Rl v

{¥:01) —pexp 2 (4) (B)

(1,0) D aep 1 (Y1=0,01) <Bexp 1 (¥ =y —Lx=2xx01) Fsme 73

(W, 03) —stme?

(x=1,0) =stme o1 (while (y! = 0) {y =y — Lix =2 x},01) = 5tme?

(x =1Liwhile (y! =0) {y =y — Lix =2%x},0) —s5tme?
—_—
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(2 01) = nexp 2 (A) (B)
(V'=0,01) e L (y=y—1ix=2%x,01) —stmt 73 (W, 3) —stme 5
(while (y! = 0) {y =y — 1ix =2 x},01) —stme 05
(x = Liwhile (y1 = 0) {y =y — Lix = 2% x},0) —stm 75
—_—
o5 = 04[4/x] = 03[0/y][4/x] = 02[2/x][0/y][4/x]
= o1[1/y][2/x][0/y1[4/x] = (y = 2)[1/¥][2/X][0/¥][4/x]
=(y—0,x—4)
und es gilt o5(x) = 4 = 22 = 271(¥)
Korrekte Software 30 [43] Rl v
Lineare, abgekiirzte Schreibweise
/] y—2)
x = 1; // Ableitung fir x =1
/1y = 2,x—1)
while(w) // (y!=0,(y = 2,x > 1)) —pgexy 1
| y =y —1; // Ableitung fiir y =y — 1
| /]y = 1x=1)
| X = 2 % X; // Ableitung fiir x = 2 % x
| /]y =1,x=2)
while (y != 0) {
y=y -1
X = 2 % X;
}
Korrekte Software 32 [43] Rl v




Lineare, abgekiirzte Schreibweise

/] {y—2)
= 13
/]y —=2,x—1)

while(w) // (y!=0,(y = 2,x > 1)) —pgeg 1

| y =y — 1; // Ableitung fiir y =y — 1
/]y —1,x—1)

| X =2 % X; // Ableitung fiir x = 2 % x

| /]y —1,x—2)

while(w) // (y!=0,(y = 1,x > 2)) —pge 1

\ y=y -1

} /] {y —=0,x—1)
X =2 % X;

/] {y—=0,x— 4)
while(w) // (y!=0,{y = 0,x > 2)) —Bexp 0
/] {y—0,x—4)
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v

Was passiert hier?

/]y -1)

x = 13

while (y != 0) {
y=y - 1L

X =2 x X;

}

» Ableitung terminiert nicht (Ableitungsbaum der Auswerttung der
while-Schleife wichst unendlich)

» In linearer Schreibweise geht es immer wieder unten weiter.
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v

Was haben wir gezeigt?

//7<y1
I/ o> 2,005 1)
while (y != 0) {
y=y - 1;

X = 2 % X;

—2)

// (y = 0,x — 4)

» Fir einen festen Anfangszustand o1 = (y — 2) gilt am Ende
x =4 =22 = 2o1(y).

> Gilt das fir alle?
» Fir welche nicht?

» Wie kann man das firr alle Anfangs-Zustande, fir die es gilt, zeigen?
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Arbeitsblatt 2.3: Jetzt seid ihr dran!

» Werten Sie das nebenstehende while (y != 0) {
Program aus fiir den X = X ¥ X;
Anfangszustand (x — 5,y — 2) y =y — 1;

» Geben Sie die Auswertung in
abgekiirzter Schreibweise an.

» Welche Beziehung gilt am Ende
des Programs zwischen den
Werten von x und y im
Endzustand und im
Anfangszustand?
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Lineare, abgekiirzte Schreibweise

while (w) // (x =5,y 2) o1
/] (W' =0,(x =5y 2)) Spep 1
— x :

X * X
// (x— 25,y —2)

\
\
\
\ y=y-1
| /] (x—=25y—1)
while(w) // (y! =0,(x =25,y = 1)) —pexp 1
| X = X % X;
| /] (x — 625,y — 1)
\ y=y-1
// (x — 625,y — 0) o5
while(w) // (y! =0,(x = 625,y + 0)) —>gexp 0
// (x> 625,y s 0)

Und es gilt 625 = 5% = 52" bzw. os(x) = (71(X)201M
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Aquivalenz arithmetischer Ausdriicke

Gegeben zwei Aexp a; and ap
» Sind sie gleich?
a1 ~Aexp 92 gdw Vo, "~<31, U) —Aexp N (32,0'> —Aexp N

(xxx) + 2xxxy + (yxy) und (x+y) = (xty)

» Wann sind sie gleich?

Vo,n.(a1,0) —aexp N4> (32,0) = aexp N

v

Aquivalenz Boolscher Ausdriicke

Gegeben zwei Bexp-Ausdriicke by and by
» Sind sie gleich?

by ~Bexp b2 iff Vo, b.(b1,0) —Bexp b & (b2,0) = Bexp b

A || (A& B) und A
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v

X% X und 8% x+9
X*X und X*X+1
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Beweisen

Zwei Programme cp, ¢1 sind dquivalent gdw. sie die gleichen
Zustandsveranderungen bewirken. Formal definieren wir

Definition

. , / /
o ~ c1 iff Vo,0". (co,0) = stme 0’ & (c1,0) = stmt

Ein einfaches Beispiel:

Lemma
Sei w = while (b) ¢ mit b € Bexp, c € Stmt.
Dann gilt: w ~ if (b) {c;w} else {}
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Beweis

Gegeben beliebiger Programmzustand o. Zu zeigen ist, dass sowohl w
also auch if (b) {c; w} else {} zu dem selben Programmzustand
auswerten oder beide zu einem Fehler. Der Beweis geht per
Fallunterscheidung tber die Auswertung von Teilausdriicken bzw.
Teilprogrammen.

(1] (b’ U) —Bexp L:

(while (b) ¢, o) —stmeL
(if (b) {c;w} else {},0) = stme L

@ (b,0) —pexp false:

(while (b) ¢,0) —>stmtc
(if (b) {c;w} else {},0) = sime({},0) = stmt &
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Beweis Il

© (b,0) —Bexp true:

@ (c,0) —stme 0’
w

——
(while (b) ¢,0) —stme(C,T) —stme 0

(if (b) {c;w} else {},0) =sime({c;w},0) =stme (¢,0) = stme 0

(
(w,0") —=stme 0"
(
(

A "
w,o > —>Stmt O

(2] <C1 o) —stme L

—_—
(while (b) c,0) = stme(c,0) —stme L
(if (b) {c;w} else {},0) = stme({c;w}, o) —stme (C,0) —seme L
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Rl v

Zusammenfassung

» Operationale Semantik als ein Mittel zur Beschreibung der Semantik
» Auswertungsregeln arbeiten entlang der syntaktischen Struktur

> Werten Ausdriicke zu Werten aus und Programme zu Zustinden (zu
gegebenen Zustand)

» Fragen zu Programmen: Gleichheit
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Serge Autexier, Christoph Liith
Universitat Bremen
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Fahrplan
Einfithrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil

Invarianten und die Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils

>

>

>

>

>

>

» Strukturierte Datentypen
» Verifikationsbedingungen

» Vorwarts mit Floyd und Hoare
> Modellierung

» Spezifikation von Funktionen

» Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Rickblick
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Uberblick

» Denotationale Semantik fiir CO

» Fixpunkte
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Denotationale Semantik — Motivation

» Operationale Semantik:

Eine Menge von Regeln, die einen Zustand und ein Programm in einen
neuen Zustand oder Fehler iberfiihren

(¢,0) = stme 0’| L

» Denotationale Semantik:

Eine Menge von Regeln, die ein Programm in eine partielle Funktion
—_—

B . Denotat
von Zustand nach Zustand tberfithren
|ICI|C DI
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Denotationale Semantik — Motivation
Zwei Programme sind aquivalent gdw. sie immer zum selben Zustand
(oder Fehler) auswerten

co ~ a1 iff (Vo,0".{co,0) —rstmt 0’ < (c1,0) —>stme 0)
oder

Zwei Programme sind dquivalent gdw. sie dieselbe partielle Funktion
denotieren

o ~ c iff {(0,0"){co, 0) —seme o'} = {(0,0")(c1,0) —stme o'}
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Kompositionalitat

» Semantik von zusammengesetzten Ausdriicken durch Kombination der
Semantiken der Teilausdriicke

> Bsp: Semantik einer Sequenz von Anweisungen durch Verkniipfung der
Semantik der einzelnen Anweisungen

» Operationale Semantik ist nicht kompositional:

x= 3; > Semantik von Zeile (*) ergibt sich aus der Ableitung
y=x+ 7; // (¥ davor
7= x+ y;

» Kann nicht unabhangig abgeleitet werden
» Denotationale Semantik ist kompositional.

» Wesentlicher Baustein: partielle Funktionen
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Partielle Funktion

Definition (Partielle Funktion)

Eine partielle Funktion f : X — Y ist eine Relation f C X X Y so dass
wenn (x,y1) € f und (x,y2) € f dann y; = y, (Rechtseindeutigkeit)

» Notation: fir f : X = Y, (x,y) € f <= f(x) =y.

» Wir benutzen beide Notationen, aber fiir die denotationale Semantik
die Paar-Notation.

» Zustande sind partielle Abbildungen (— letzte Vorlesung)

» Insbesondere Systemzustdande ¥ = Loc — V
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Denotierende Funktionen

» Arithmetische Ausdriicke:

a € Aexp denotiert eine partielle Funktion ¥ — 7Z

» Boolsche Ausdriicke:
b € Bexp denotiert eine partielle Funktion ¥ — B

» Anweisungen:
¢ € Stmt denotiert eine partielle Funktion ¥ — X
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Denotat von Aexp

[a] 4 : Aexp — (X — Z)

[rla = {(o,n)|oeX}
[xXla = {(o,0(x))|0o€X,x € Dom(c)}
[ao + a1]a = {(o.n0+ m) | (o,n0) € [a]a A (o,n1) € [ar]a}
[ao —ai]lu = {(o,m0 — )| (o, no) € [a0]u A (o, 1) € [ar]a}
[ao*a1]la = {(o,n0+m) | (o,n0) € [ao]a A (0,m) € [a1] 4}
[ao/a1]a = {(o,no/m) | (o, m0) € [a0]a A (0, m) € [ar]a A m # 0}
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Rechtseindeutigkeit

Lemma (Partielle Funktion)

[—1.4 ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.

Beweis:
z.z.: wenn (o, v1) € [a]u, (o, v2) € [a].4 dann v; = vo.
Strukturelle Induktion iiber Aexp:
» Induktionsbasis sind n € Z und x € Idt.
Sei a = x, dann v; = o(x) = vo.

» Induktionssschritt sind die anderen Klauseln.
Sei a=a; + a.
Induktionsannahme ist (o, n;) € [ai] 4, (o, n}) € [ai]a dann n; = nf.
Dann vi = (o, n1 + m) mit (o, m) € [a1] 4, (o, m2) € [a2] 4, und
v = nj + nh mit (o, n}) € [a1]a, (0, ny) € [a2] 4. Aus der Annahme
folgt ny = nj und ny = nj, deshalb vi = v,.
O
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Kompositionalitdt und Striktheit

» Die Rechtseindeutigkeit erlaubt die Notation als partielle Funktion:

3+ (x + y)]alo) = Blalo) - ([x1alo) + I]ale))
=3 ([x1alo) + ] ale))
=3-(a(x) +o(y))

» Diese Notation versteckt die Partialitat:

[1+x/0]a(c) =1+0(x)/0=1+1L=1

» Wenn ein Teilausdruck undefiniert ist, wird der gesamte Ausdruck
undefiniert: [—] 4 ist strikt fiir alle arithmetischen Operatoren.
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Arbeitsblatt 3.1: Semantik |

Hier Gben wir noch einmal den Zusammenhang zwischen den beiden
Notationen. Gegeben sei der Zustand s = (x — 3,y + 4) und der
Ausdruck a=T7x%x+y.

Berechnen Sie die Semantik zum einen als Relation (fiillen Sie die
Fragezeichen aus):

(s, ?) : [[71]

(s, ?) : [[x]]

(s, ?) @ [[7%x]]
(s, 7) : [lyl]

(s, 7) : [[7*x+ y1]

Berechnen Sie zum anderen die Semantik in der Funktionsnotation:
[[7*x+y]1(s) = [[7*x]]1(s)+[[yl1(s) = ... =7

Ist das Ergebnis am Ende gleich?
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Denotat von Bexp
[a]s : Bexp — (X — B)

[z = {(o.true)|oc e X}
[0z = {(o,false)| o € X}
[ao == ailz = {(o,true)| o € X, (0, no) € [a0].a(o),
(0,m) € [a1]4, no = m}
U{(o, false) | o € X, (0, no) € [ao] (o),
(o,m) € [a1] 4, no # m}
[ao < a1]lz = {(o, true) | o € X, (0, o) € [ao].a(0),
(o,m) € [a1] 4, n0 < m}
U{(o, false) | o € X, (0, no) € [ao] (o).
(0,m) € [a]a,no > m}

Denotat von Bexp

[a]s : Bexp — (X — B)

['b]ls = {(o,true) | o € ¥, (o, false) € [b]s}
U{(o, false) | o € X, (o, true) € [b]s}
[b1 && b2]p = {(o,false) | o € &, (0, false) € [b1]B}
U{(0, t2) | 0 € X, (0, true) € [b1]s, (0, t2) € [b2]B}

[b1 ]| b2z = {(o,true) | o € ¥, (o, true) € [b1]5}
U{(O7 tQ) | [ S Z,(U7 fa/se) S I[bl]lg,(a, tQ) € I[bg]lg}
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Kompositionalitdt und Striktheit
Lemma (Partielle Funktion)
[13 ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.
> Beweis analog zu [—] 4.
» Ist [—]5 strikt? Natirlich nicht:
> Sei [b1]s(0) = false, dann [by && bo](0) = [bi]s(0) = false
» Wir koénnen deshalb nicht so einfach schreiben
[b1 && bo]s(0) = [b1]5(0) A [b2]5(0)
» Die normale zweiwertige Logik behandelt Definiertheit gar nicht. Bei
uns mussen die logischen Operatoren links-strikt sein:
lrhna=1 false \ a = false trueNa=a
lva=_1 trueV a = true falseV a=a
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Arbeitsblatt 3.2: Semantik |l

Wir iiben noch einmal die Nichtstrikheit. Gegeben s = (x — 7) und
b=(7==x)|l(x/0==1)
Berechnenen Sie die Semantik als Relation in der Notation von oben:

(s, 2) : [[ (7==x) Il (x/0==1) 1]

[[(7=x) 1l x/0==1)11=7

Hilfreiche Notation: aAb=a /\ b,aVb=a \/ b
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Denotationale Semantik von Anweisungen

> Zuweisung: punktuelle Anderung des Zustands o — o[n/x]
» Sequenz: Komposition von Relationen

Definition (Komposition von Relationen)
Fiir zwei Relationen R C X x Y,S C Y x Z ist ihre Komposition

def

RoS={(x,z) |y e Y.(x,y) € RA(y,z) € S}

Wenn R, S zwei partielle Funktionen sind, ist R o S ihre
Funktionskomposition.
» Leere Sequenz: Leere Funktion? Nein, Identitat. Fiir Menge X,
def

ldx =X x X ={(x,x) | x € X}q

ist die ldentitatsfunktion (ldx(x) = x).
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Arbeitsblatt 3.3: Komposition von Relationen

Zur Ubung: betrachten Sie folgende Relationen:

)
Il
—_—

7):(2,3),(3,9). (4,3)}
0),(2,0),(3,1), (4,7),(5,9),(7,3), (8,15)}

0
Il
—_—

Berechnen Sie Ro S = {(1,7),...}
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Denotat von Stmt

[c:Stmt — (X —~ %)

[x=ale = {(o,0[n/x])| o€ XA (0,n)€ [a]a}

[aicle = [alcolelc
[{}Yle = s
[if (b) co else cile = {(o,0") | (o,true) € [b]s A (0,0") € [collc}

U{(o,0") | (o, false) € [b]5 A (0,0") € [er]le}

Aber was ist
[while (b) c]e =77
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Denotationale Semantik von while
» Sei w = while (b) ¢ (und o € ). Operational gilt:
w ~if (b) {c;w} else {}
» Dann sollte auch gelten
[wle £ [if (b) {c;w} else {}]c

» Das ist eine rekursive Definition von [w]ec:

x = F(x)
» Das ist ein Fixpunkt:
x = fix(F)
» Was ist das?
Korrekte Software 20 [33] =219

Fixpunkte

Definition (Fixpunkt)
Fir f: X — X ist ein Fixpunkt ein x € X so dass f(x) = x.

» Hat jede Funktion f : X — X einen Fixpunkt? Nein

» Kann eine Funktion mehrere Fixpunkte haben? Ja — aber nur einen
kleinsten.

» Beispiele
> Fixpunkte von f(x) = y/x sind 0 und 1; ebenfalls fiir f(x) = x2.
» Fir die Sortierfunktion sind alle sortierten Listen Fixpunkte
» Die Funktion f(x) = x + 1 hat keinen Fixpunkt in Z
» Die Funktion f(X) = P(X) hat tiberhaupt keinen Fixpunkt

> fix(f) ist also der kleinste Fixpunkt von f.
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Konstruktion des kleinsten Fixpunktes (Kurzversion)

> Gegeben Funktion I' auf Denotaten [ : (X — X) — (X — X)
> Wir konstruieren eine Sequenz [ : £ — ¥ (mit i € N) von Funktionen:

r(s) o
M (s) ZT(I(s))

» Dann ist

fix(r) € J 1’

ieN
» Verkiirzte Version — der Fixpunkt muss so nicht existieren (er tut es
aber fiir alle Programme)
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Denotationale Semantik fiir die lteration

» Sei w = while (b) ¢
» Konstruktion: “Auffalten” der Schleife (s ist ein Denotat):

r(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]5 A (0,0") € [c]c o s}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}

» b und c sind Parameter von I

» Dann ist

[wle = fix(T)
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Denotation fiir Stmt

[Jc:Stmt = (¥ =~ %)

[x = ale ={(o,0[n/x]) | o € L A (0, n) € [a].4}
[e1; e2le =[ci]c o [e2]c
[{}c =tdx
[if (b) co else cile ={(a,0") | (0, true) € [b]s A (0,0") € [colc}
U {(0,0") | (o, false) € [b]s A (0,0") € [a]c}
[while (b) c]c =fix(T)

(s) ={(c,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(0,0) | (o, false) € [b]5}
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (1)

while (x < 0) { )&l o(x)>0
x= ><+1;< F(#)@) {f(U[U(x)+1/x]) o(x) <0

Wir betrachten den Zustand s = (x +7?) (nur eine Variable):
s T%s) T(s) r2(s) r3(s)

-2 1 Ms[-1/x]) =L TYs[-1/x]) =L T?(s[-1/x])=0
-1 L roGso/x)) =L r(s[o/x]) =0 r(sfo/x]) =0
0o L 0 0 0
1 1L 1 1 1
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (111)

Kleine Anderung im Beispielprogramm:

x= 0;
while (n!=0) { r(f _J)° o(n) =0
Bl 2 (X =\ F(olo(x) + o(n) /xllo(n) = 1/n])  sonst
n= n—1;
}
Jetzt ergibt sich:
s ro(s) r(s) r2(s) r3(s) r(s)
n X n X n X n X n X n
—2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0o L 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0
2 1 1 1 1 1 1 3 0 3 0
3 1 1 1 1 1 1 1 1 6 0
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Arbeitsblatt 3.4: Semantik Il
Wir betrachten das Beispielprogramm:
x= 1;
while (n > 0) {
X= X*n;
n= n—1;
}
Berechnen Sie wie oben den Fixpunkt:
s G™0 G~1 G™2 G™3 G™4
n x n X n X n X n X n
0
1
2
3
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Weitere Eigenschaften der denotationalen Semantik

Lemma (Partielle Funktion)

[—Ic ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.

» Beweis lber strukturelle Induktion Giber ¢ € Stmt und lber
Fixpunktinduktion:

» Zu zeigen: wenn s rechtseindeutig, dann ist ['(s) rechtseindeutig
» Dann ist fix() rechtseindeutig.
» Eigenschaften der lteration:
> Sei w = while (b) ¢
» Dann

[wle = [if (b) {c;w} else {}]c ®
(0,0") € [w]e = (0, false) € [b]r (2)
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (1)
x= 0; ( )< d
while (n > 0) { (f _J)a o\n) =
e i, () = F(olo(x) + o(n) /xllo(n) — 1/n])  aln) >
n= n—1;
}
Wir betrachten Zustinde s = (x —7?,n+7?) (zwei Variablen).
Der Wert von x im Initialzustand ist dabei unerheblich:
s ro(s) r(s) r2(s) r3(s) r(s) rs(s)
n X n X n X n X n X n X n
-1 1 1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0
2 1 1 1 1 1 1 3 0 30 30
3 11 EE 1 1 1 1 6 0 6 0
4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 10 0
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (1V)
while (1) { F(f)(o) Z f(olo(x) + 1/x])
x= x+1;
}
Jetzt ergibt sich:
s TO%s)  TYs) T?(s) T13(s)
-2 € € 1 L
-1 € € 1 L
0 1 1 1 1
1 1 1 1 1
2 1 1 1 1
3 € € 1 1
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (V)
x= 0; R
= @ F(F)(0)2 o o(i) > o(n)
while (i<=n) { Flolo(x) + o(1)/Allo() +1/i]) sonst
X= x+i;
i= i+1: Wir betrachten nur die while-Schleife
} mit s = (n =71 =7, x 7).
s ro(s) r(s) r2(s) r3(s) r+
n i n i Xx n i x no i X n i X n i
0 0 1 1L 1 1 1L 1 0 1 X 0 1 X 01
01 1 1L 1 0 1 x 0 1 X 0 1 X 01
10 1 1L 1 1 1L 1 1 1 1 1 2 x+1 1 2
11 1 1L 1 1 1L 1 1 2 x+1 1 2 x+1 1 2
1 2 1 1L 1 1 2 x 1 2 X 1 2 X 1 2
20 1 1L 1 1 1L 1 1 L 1 1 L 1 2 3
21 1 1L 1 1 1L 1 1 L 1 2 3 x+3 2 3
2 2 1 1 1 1 1 1 2 3 x+2 2 3 x+2 2 3
2 3 1 1L 1 2 3 x 2 3 X 2 3 X 2 3
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Beweis (1)

Zu zeigen: [w]c = [if (b) {c;w} else {}]c

6 ©) tqulde 87 = §(6,6) | (G € ublga (69)e b, 3
VU E06) [ (5, ble) e fdg 4 G6)e (93,3
= {6 [ (53 e L«‘:]K n (66€ ['Cﬂz;""“"lgs
U6 L6, plk)e g A (s,6)e Wy |

= {661 (s ) e Ubl«/\(s‘c‘)a[ﬁc]zo Wl
G
U {(§,6) K(G,&umé\%ﬂ@] =
“ F(Uuﬂc)
= U (Rx(D) = Gk (f) = X‘“kg o
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s)

x+1
x+1

x+3
x+3
X+ 2



Zusammenfassung

» Die denotationale Semantik bildet Programme (Ausdriicke) auf
partielle Funktionen ¥ — X ab.

» Zentral ist der Begriff des kleinsten Fixpunktes, der die Semantik der
while-Schleife bildet.

» Undefiniertheit wird implizit behandelt (durch die Partialitat von
r—r).

» Nicht-Termination und Undefiniertheit sind semantisch aquivalent.

» Genaues Verhéltnis zur operationalen Semantik? Néachste Vorlesung
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Operationale vs. denotationale Semantik
Operational (a,0) —aexp N Denotational [a] 4

me Z (maU> —Aexp M {(0’7 m)\o’ € Z}
_x€Domlo) 0. 00Nl € T x
°r (0] 0 0() (rotne < Fxe
x & Dom(o)

(X,0) = Aexp L
<21,0'> > Aexp N <327 O-> > Aexp M
nom=# 1L

(a10a2,0) = Aexp nol'm

Ho,nol m)|o € Z,(0,n) €
[aila, (o, m) € [a2] 4}

di © az

<3170> —Aexp N
<32~,U> *)Aexp m
n=_1oderm=_1
<'31 o a2»0> — Aexp s
o€ {+x -}
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fir alle a € Aexp, fiir alle n € Z, fiir alle Zustande o:

<av J) —Aexp N = ((71 ") € [[a]I.A

<a» U) — Aexp leodg Dom(lla]]A)

» Beweis Prinzip?

Fahrplan
Einfithrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil

Invarianten und die Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils

>

>

>

>

>

>

» Strukturierte Datentypen
» Verifikationsbedingungen

» Vorwarts mit Floyd und Hoare
> Modellierung

» Spezifikation von Funktionen

» Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Rickblick

Korrekte Software 2[53]

Rl v

Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (a,0) —aexp N Denotational [a] 4

<3170'> 7 Aexp N
(227<T> —Aexp M

a0/ m#0 mnzl {(o.n/m)|o € %, (0,n) €

[
(a1 0 a,0) —pexp NO' M [a1]4, (o, m) € [a2]a, m #
0}

<3170'> —Aexp N
<32~,0-> *)Aexp m
n=1,m=_1oderm=0

(a1/a2,0) = pexp L

Korrekte Software 4153]
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Induktionsprinzip

Noether’sche Induktion
Sei > eine wohlfundierte Ordnung iber S und P eine Aussage liber
Elemente von S. Dann gilt

VveS.(YueSv=unP(u))= P(v)
Vx € 5.P(x)

» Eine binare Relation =C S x S ist eine Ordnung wenn gilt
Vx € S.x i x

VX, y €Sx>=y=y#tx

Vx,y,z€ S (x =yANy=2z)=>x>2z

(irreflexiv)
(assymetrisch)
(transitiv)
» Eine Ordnung < ist wohlfundiert, wenn es keine unendlich
absteigenden Ketten gibt
ag>=a=a~=...
S -
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Arbeitsblatt 4.1: Ubung zu struktureller Ordnung

Die strukturelle Ordnung auf arithmetischen Ausdriicken ist definiert als:
Va,a € AExp.a = a < & ist Teilausdruck von a
Dabei ist “Teilausdruck” formalisiert als o € {+,%,—, /}:

a = a1 V a Teilausdruck-von a; VvV )

a Teilausdruck-von(a; o ap) & .
(ar02) a = ap V a Teilausdruck-von a»

> Argumentiert/beweist, dass die Relation “Teilausdruck-von”

@ irreflexiv
@ assymmetrisch und

@ transitiv
ist.

Korrekte Software 7 [53] Rl v

ke VABEREMatische Induktion Nl non+l

Rl v

Strukturelle Induktion Aexp | Aexp | a > a’ genau dann, wenn
a’ ist Teilausdruck von a

Besprechung
Argumentiert/beweist, die Relation “Teilausdruck-von” ist

@ irreflexiv Fir Variablen und Zahlen gilt es nicht.

(a1 0 a2) Teilausdruck-von(ay o a2)

& (a1 0a) = a1 V (a1 0 a2) Teilausdruck-von a;  Widerspruch

@® assymmetrisch

(a1 o a2) Teilausdruck-von(aj o a5)
A(a] o a5) Teilausdruck-von(a; o a)
&[(a1 o a2) Teilausdruck-von a}

V (a1 o ap) Teilausdruck-von aj]

A [(a} o ab) Teilausdruck-von a;

V (&} o a5) Teilausdruck-von ay]

Korrekte Software 8 (53]
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Besprechung

Argumentiert/beweist, die Relation “Teilausdruck-von" ist

© transitiv

a Teilausdruck-von(a; o a) A (a1 o a2) Teilausdruck-von(aj o a)
&
1. Fall:a = a; V a Teilausdruck-von a; = a Teilausdruck-von(a] o a5)

2. Fall:a = a, V a Teilausdruck-von a; = a Teilausdruck-von(a] o aj)
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Beweis Va € Aexp.Vn € ZNo. (a,0) —pep n < (0,n) € [a]a
N (a3,0) = pep L < o0 & Dom([a].4)
Induktionsanfange
» a=mel:
(m, o) = pexp M
[m]a ={(c', m)lo’ € £} = (0, m) € [m].a
> a=X¢€ Loc
® X € Dom(o):
(X,0) = pexp 0(X) -
[XIa ={(¢",0'(X))|o" € T, X € Dom(0)} = (0,0(X)) € [X]a

® X & Dom(o):

(X,0) = pexp L ] -
[X]a ={(c',0"(X))|o" € £, X € Dom(c)} = o ¢ Dom([X].4)
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Beweis Va € Aexp.Vn € ZNo. (a,0) —pep n < (0,n) € [a]a
A (a,0) = pexp L < 0 & Dom([[a] 4)

Induktionsschritte
» a = a; + a: Induktionsannahme gilt fir a; und ap.
@® Fal: m= 1L odern= 1

(a1,0) = pexp N (a2,0) = pexp M m= 1 odern= 1
<81 + 32,0'> —Aexp L

> Falln= 1.
Aus Induktionsannahme folgt, dass (a1,0) —aexp L < 0 & Dom([a1].4)-
Weiterhin gilt

[a1 + @] = {(¢/, u+ v)|(0, u) € [a1]a und (07, V) € [a2]a}
Somit gilt o & Dom([[a1 + a2].4).
» Fall n# 1L, m= L: analog.

Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fir alle a € Aexp, fiir alle n € Z, fiir alle Zustande o:

(a,0) = aexp N (0,n) € [a]a

(a,0) = pexp L & 0 & Dom([[a] 4)

» Beweis Prinzip?per struktureller Induktion iiber a. (Warum?)
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Beweis Va € Aexp.Vn € ZNo. (a,0) —pep n < (0,n) € [a]a
A {8,0) e L < o ¢ Dom([a].1)
Induktionsschritte
» a = aj/ay: Induktionsannahme gilt fir a; und as.
® Fall:
(a1,0) = aexp M (a2,0) = pexp N m=_1,n=0o0dern= 1
(a1/a2,0) = pexp L
> Fall n=0.
Aus Induktionsannahme folgt, dass (a2, 0) —aexp 0 < (0,0) € [a2] 4.
Weiterhin gilt
[a1/a2]a = {(o", u/V)I(0", u) € [ar] 4, (0", v) € [22] 4 und v # O}
Somit gilt o ¢ Dom([[a1/a2].4)-
> Fall n= 1, m= L: analog wie bei +
g.ed.
Korrekte Software 15 [53] Rl v
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Beweis Va € Aexp.Vn € ZNo. (a,0) —aep n < (0,n) € [a]a
A (8,0) ~pep L o & Domi([al.)
Induktionsschritte
> a=a; + ap:
O Fall: m# Lund n# L
Es gilt
a1 + ax]a = {(0', u+ v)|(0’, u) € [a1] 4 und (¢/,v) € [a2]a}
Induktionsannahme gilt fir a; und ap.
(a1 + a2,0) 2aep m+n
(Def. ()= aewp)
IA fuer a
(a1,0) = aexp M (o,m) € [a1]a
& &
(a2,0) pep N PEALLL BN (0,n) € [a2]a
ﬂ(DEF-[-]A>
(o,m+n) € a1 + a]a
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Beweis Va € Aexp.Vn € ZNo. (a,0) —aep n < (0,n) € [a]a
A (8,0) ~pep L & o & Domi([al.)
Induktionsschritte
> a=a/ay
®Fal:m#_Lundn# L, n#0
Es gilt
[a1/a2]a = {(0', u/v)|(c', u) € [a1] 4, (¢/, V) € [a2] .4 und v # 0}
Induktionsannahme gilt fir a; und ap.
(a1/a2,0) = pexp M/n
(Def. ()= aewp-)
(31,0) = pep M2 (5 m) € [an]la
& &
(22,0) > pep 22 (5 1) € [a0] 4
(Def [14)
(o,m+n) € [a1/a]a
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Operationale vs. denotationale Semantik
Operational Denotational [b]g
(b, 0) —pexp false | true | L
1 (1,0) = Bexp true {(o, true)|o € X}
0 (0,0) — Bexp false {(o, false)|c € X}
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operat. (b,0) —gexp t Denotational [b]s
(20,0) —>Aexp N

(31, U> —Aexp M

n,m# L n=m

a==a — {(o, true)|o € X,
(a0 == a1,0) —Bexp true (0. 1m0) € [a0]4,
{20,0) ~exp 7 (o.m) € [ar]a,
<31; U> 7 Aexp M no = n }
nm# 1 n#m U
(a0 == a1,0) —pexp false  {(o, false) |0 € T,
<30-,0'> 7 Aexp N (ga nO) S ﬂao]lAa
<21, (7> —Aexp M (01 nl) S [[aI]I.Aw
n=_1oderm=1 no # m}
(30 == 31¢U> — Bexp L
al < a2 analog
Korrekte Software 17 [53] Y

Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (a,0) —pgexp b Denotational [b]g

(b1,0) — Bexp false

b1&& -_ , fal , false) €
O Rl
(b1,0) —Bexp true
b X b
) Deen b {(0,B)(0. true) €
(bbb, o) = [b:]s. (0. b) € [B2]s}
(b1,0) = Bexp L
(1&&by, ) — L
by ||b2 analog
In
Korrekte Software 18 [53] =19

Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fir alle b € Bexp, firr alle t € B, for alle Zustande o:

<b70'> — Bexp t & (0’, t) S [[b]]B
(b,0) —Bexp L < 0 & Dom([b]5)

> Beweis Prinzip?per struktureller Induktion tber b (unter Verwendung
der Aquivalenz fiir AExp). (Warum?)
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Beweis Va € Bexp.Vn€ ZVo. (b,0) —gep t < (0.t) € [b]s
A (b,0) = Bexp L < o & Dom([[b]3)

Induktionsanfange

> b=0:
(0,0) —Bexp false o
[0]4 = {(¢’, false) |0’ € X} = (o, false) € [b]r
> bh=1
(1,0) = Bexp true N
[1]4 = {(o/, true)|o’ € £} = (o, true) € [b]5
Korrekte Software 20 [53] =219

Beweis Va € Bexp.Vn€ ZVo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]n
A (b,0) = Bexp L < o & Dom([[b] )
Induktionsschritte

» b= bl&&bzi
Es gilt
[61&&bo]s ={(0”, false)|(c’, false) € [b1]5}
U {(¢, 2)|(c”, true) € [b1]s und (o, t2) € [b2]l5}
Induktionsannahme gilt fiir by und by.
> Fall (by,0) =g L
(b1&&by, 0) —pexp L
(Def. (-,.)—>bexp-)
(b, ) — ey L 2T 5 & Dom([b1]s)
Def. [A]Bﬂ
o & [b1&&bo] 5
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Beweis Va € Bexp.Vn € ZVo. (b,0) —gep t < (0.t) € [b]s
A (b,0) = Bexp L < o & Dom([b]3)
Induktionsschritte

> b= b1&&bs:
Es gilt
[b1&&by]g ={(0’, false)|(o’, false) € [b1]5}
@] {(U’, t2)‘((7/, true) € I[bI]IB und (U', tQ) € I[bz]lg}
Induktionsannahme gilt fir by und bs.
» Fall (b1,0) — gexp false
(b1&& by, 0) — pexp false

ﬂ(Def. ()=o)

(b1,0) = Bexp false cnteerb (0, false) € [b1]5

Def. [1s
(0, false) € [b1&&bs]5
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Beweis Va € Bexp.Vn€ ZVo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]n
A (b,0) —Bexp L < o & Dom([[b] )
Induktionsschritte
> b= b&&bs:

[b1&&bo]s ={(0, false)|(c”, false) € [b1]5}
U {(¢, &2)|(c”, true) € [b1]s und (¢, t2) € [b2]s}

Induktionsannahme gilt fiir by und b,.
> Fall (b1,0) —Bexp true, (by, 0) — pexp false
(b1&& by, 0) — pexp false

ﬁ(Def. (1) Bexp-)

(b1,0) —Bexp true(% (o, true) € [bi]s

& &
by, 0) —Bex false&) o, false) € [b2]s
P

Def. [,]Bﬂ

(o, false) € [Lbl&&bzllg
23 [53]
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Beweis Va € Bexp.Vn € ZVo. (b,0) —gep t < (0.t) € [b]s
A (b,0) —Bexp L < o & Dom([[b]3)
Induktionsschritte
> b= b&&bs:
[b1&&ba]s ={(c’, false)|(c’, false) € [b1]5}
U {(¢', t2)|(c’, true) € [b1]s und (o', t2) € [b2]ls}
Induktionsannahme gilt fir by und bs.
> Fall (b1,0) —Bexp true, (b, o) — pexp true
(b1&& by, 0) = pexp true
(Def. (.,.) > bexp-)

(b1,0) = Bexp true& (0, true) € [b1]

& &
(b2,0) = Bexp true& (0, true) € [b2]s
Def. [1s

(0, true) € [b1&&bo]5

Korrekte Software 24 [53] =219




Beweis Va € Bexp.Vn€ ZVo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]n
A (b,0) —Bexp L < o & Dom([b] )
Induktionsschritte
> b= b &&b;:

[b1&&bo]s ={(0’, false)|(o’, false) € [b1]5}
U {(¢, &2)|(c”, true) € [b1]s und (¢, t2) € [b2]s}

Induktionsannahme gilt fiir by und by.
» Fall (by,0) —Bexp true, (by,0) —gexp L
(b1&& by, 0) —pexp L

(Def. (.,.)—Bexp-)

(b1,0) = Bexp true& (o, true) € [b1]s

& &
IA fuer b;
(by,0) = ey L <o P2 5 & Dom([by]s)
Def. [.]Bﬂ

o & Dom([b1&&b,]5)
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Beweis Va € Bexp.Vn€ ZVNo. (b,0) —gep t < (0,t) € [b]n
A (b,0) —Bexp L < o & Dom([b]5)

> (0, true) € [br&&bs]s =" (o, true) € [b1]s und (o, true) € [ba]s

» Siehe Folie 24

(0, false) € ﬂbl&&bz]]gw’g (0, false) € [b1]s oder

(0, true) € [bi]s und (o, false) € [b2]5

» Siehe Folie 22 und 23
> o ¢ Dom([b1&&ba]s) 2 & ¢ Dom([b1]5) oder o & Dom([ba]s)

» Siehe Folie 21 und 25

Arbeitsblatt 4.2: Beweis Induktionsanfang

1. (a1 == @,0) —pexp false & (o, false) € [a, == a5
2. (a1 == a5,0) —rgexp true & (o, true) € [ay == a3
3. (a1 == a,0) = Bexp L & 0 & Dom([a1 == a2]5)

Beweist obige drei Aussagen unter Verwendung des fiir arithmetische
Ausdriicke geltenden Lemmas

Va € Aexp.Vn € ZNo. (a,0) = pexp N < (0,n) € [a]a
A (b,0) =Bexp L & 0 & Dom([[a] 4)

Somit gilt dann auch & g.e.d.
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Beweis 1. (a; == a3,0) — ey false < (o, false) € [a; == a]n
2. (a1 == a5,0) —gexp true & (o, true) € [ay == a]3
3. (a1 == a,0) = Bexp L & 0 & Dom([a, == a]5)

[ar == a2]s ={(0’, true)|(¢’, m) € [a1] 4, (o', n) € [a2] 4, m = n}
U{(o, false)|(¢’, m) € [a1]a, (o', n) € [a2].4, m # n}

> Fall (a,0) —?Bexp M, (b2, ) —Bexp 1,Mm=n

<31 == 3270'> — Bexp true

ﬂ(oef. ()= Bexp-)
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Beweis 1. (a; == a,0) — ey false & (o, false) € [a, == a]5
2. (ay == a3,0) —gexp true & (o, true) € [a == a]3
3. (a1 == a,0) =Bexp L & 0 & Dom([a, == a]5)

[a1 == a2]s ={(c’, true)|(¢’, m) € [a1]a, (o', n) € [a2] 4, m = n}
U{(o', false)|(¢’, m) € [a1]a, (¢/, n) € [a2] .4, m # n}

> Fall (a1,0) —Bexp M, (b2, 0) —Bexp 1, M #n
(a1 == a2,0) = Bexp false

ﬂ(Def. (--)—Bexp-)

Lemma fuer a3 (U m) c [[31]],,4
)

& &

Lemma fuer a»

<'31-, 0) —Aexp M

(0,n) € [22] 4

Def. ﬂ.ﬂgﬂ

<32~, U> *)Aexp n

Korrekte Software (o, fi’&%) [a1 == 2] Rl U

IA fuer a:
<81,0'> —>Bexp M - (U, m) S I[ag]lA
& &
1A fuer a;
(a2,0) —Bexp M < (0'., m) € |[31]|A
Def. ﬂ.]lgﬂ
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Beweis 1. (a; == a3,0) — ey, false < (o, false) € [a; == a]n
2. (a1 == 2,0) —pexp true & (o, true) € [a; == 2]
3. (a1 == @,0) —gexp L & 0 & Dom([a1 == a2]5)

for == a2l ={(o', rue) (o', m) € [arka, (o' ) € Faxkay m = n}
U{(o', false)|(¢’, m) € [a1]a, (o', n) € [a2].a, m # n}

> Fall (a1,0) —gexp L:
(a1 == a2,0) —Bexp L
(Def. (.,.) = exp-)
(31,0) —pexp L <2mmaLE 2 o o Dom([a1] 4)
N Def. [1s
o ¢ Dom([a1 == a2]B)
> Fall (a2,0) = Bexp L:

a) == a2, 0) —B, 1
KcrrsSLs Software ’ > P 30 [53] =219

Operationale vs. denotationale Semantik

Operational (c,0) —sim: 0’| L Denotational [c]c

{} [{ e =4

{} o) =stme o

(c1,0) Sstme o’ # L
<C2a0/> —Stmt o’

a;c [eile o [e2]e

{c1i €2,0) = 5tme 0"
(c1,0) —stme L
(c1;€2,0) = stme L

= (2,0) 2o 7 {(0,oln/x]|(o; ) € [a]a}

(x = a,0) —stme o[n/x]
(a, (T> ‘>Aexp iR

(x = a,0) —stme L
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(Def. (.,-)— Bexp-)

<327 U> — Aexp L %0 g Dom(l[aZ]I.A)

i
& Def. uA]J i
Operationale vs. denotationale Semantik
o & Dom([a1 == a]B
Def. [.
> o & Dom([a1 ::(m}‘ﬁtﬁifgli o ¢ Dom([a1penedetiarl [c]c
Dom([[a2]4) (¢, 0) —stmt 0’| L
» Siehe die beiden Falle auf den beiden vorangegangenen Folien.
(b*, U) —7 Bexp L
(¢, 0) = stme L

if (b) co (b,0) —Bexp true {(o, 0',)‘(57-, true) €
) e [l (0.0') € [eole}
(¢,0) = stme 0’
(b, 0) —pexp false
N !
else ¢ M {(c,0")|(0, false) €
(¢,0) —stme O [bls, (0, 0") € [ci]e}
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Operationale vs. denotationale Semantik

Operational Denotational [c]¢
(c,0) =stme o' | L

(b,0) —Bexp false  (b,0) = Bexp L

while (b) ¢ fix(I")
—_————

(W,0) =stme 0 (W,0) —stme L

(b,0) = Bexp true  {c,0) —stme ' # L (W, 0") —stme 0”

(w,0) = stme

(b, o) — Bexp true (¢,0) = stme L

(W,0) —stme L

mit
T(p) = {(0,0") ] (0. true) € [b]s, (0.0") € [cle o v}
U{(o,0) | (o, false) € [b]5}
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Operationale Semantik: CO Programme

» Stmt c = Idt = Exp | if (b) ¢; else c; | while (b) ¢ |ci;|{}
Regeln:

{}o) 2stme o

(av J> —Aexp N € Z <av U> — Aexp L
(x = a,0) —seme o[n/x]

(x =a,0) —stme L

(c1,0) =stme o’ # L (€2,0") = stme 0" # L

(c1i c2,0) = stme o

(c1,0) = stme L
(c1; 2,0) —rstme L

(c1,0) 2 stme 0’ # L (€2,0") =stme L
<C1; 2, KT> —Stme L
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Operationale Semantik: CO Programme

» Stmt c = Ildt = Exp | if (b) ¢; else c; | while (b) ¢ |ci;|{}
Regeln:

(b, 0) = pexp false

(while (b) ¢,0) = stmt 0

(b,0) —Bexp true (c,0) —stme 0 (while (b) ¢, 0" = stme 0"
(while (b) ¢, 0) = stme 0"

<b7 0‘) %Bexp true <Cv U> —Stmt L <b, U) ‘)Bexp €L
(while (b) ¢,0) = stme L (while (b) ¢,0) —stme L
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Operationale Semantik: CO Programme

» Stmt c == Ildt = Exp | if (b) ¢; else c; | while (b) ¢ |ci;|{}

Regeln: Programmstruktur Ableitungstiefe
(c1,0) —sime o' # L

(e2,0") = stme 0" # L ( \
(c1i c2,0) —stme 0"

(b, ) = Bexp true (c1,0) = stmt 0’ \ \
(if (b) c1 else ¢, 0) —stme o

(b,0) —Bexp false  (c2,0) —stme 0’

(if (b) a1 else c,0) —stme o’

(b,0) = gexp true (¢, 0) —stme 0
(while (b) c,0”) —>stme o'

(while (b) c,0) —>stme 0

(b, 0) —Bexp true  (C,0) —rstme L N
(while (b) c,0) —>stme L )
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustinde o,0”:

(c,0) = stme 0 & (0,0") € [c]c

(c,0) = stme L = o & Dom([c]c)

» = Beweis Prinzip?

» <« Beweis Prinzip?

Korrekte Software 34 [53] =19

Operationale Semantik: CO Programme

> Stmt c = Idt = Exp | if (b) 1 else ¢ | while (b) ¢ |c;c | {}
Regeln:

(b,0) —gexp true  (c1,0) —stme 0
(if (b) c1 else c2,0) —stme 0

(b, o) —Bexp false (c2,0) = 5tme 0

(if (b) c1 else c2,0) —5ime 0

<b7 J) —>Bexp L
(if (b) c1 else ¢2,0) = stme L
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Ableitungstiefe fiir Programme

» Die Ableitungstiefe einer
Programmauswertung mittels : :
Regeln der operationaler Pramisse; Pramisse,
Semantik ist die Anzahl der Conclusion
Regelanwendungen mit
Conclusion der Form
(:s-) —stmt -
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Aquivalenz operationale und denotationale Semantik

» Fiir alle ¢ € Stmt, fiir alle Zustinde o, 0"

(c,0) = stme 0 & (0,0") € [c]c

(c,0) = stmt L = o & Dom([c]c)

> = Beweis Prinzip?per Induktion tber die (Tiefe der) Ableitung in
der operationalen Semantik (Warum?)

» < Beweis Prinzip?

Korrekte Software 40 [53] =219




Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) —sime 0’ = (0,0") € [c]e
2. (c,0) =sme L = o & Dom([c]c)
Induktionsanfang — Ableitungstiefe 1
» Falc=x=a

Ix = ale = {(o,0lm/x])|(o, m) € [a] 4}

> Fall (a,0) Spexp MEZ
(x = a,0) —stmt 0[m/x]
(Def. {.,.)—>stme.)

(3,0) = pep m € ZEZREC2 o (5 m) € [a]a

Def. [c
(0,0[m/x]) € [x = a]c
> Fall (3,0) —pexp Lt
(x=2a,0) —stme L
(Def. (-, )—>seme-)

Korrekte Software | Lemma fuer a N, 4153}
a5 € —+ €

v

(T
Aexp DO .A)

Def. [Jc

a & Dom(flx = alle)
BeWeifalca=s{iit.veo, o', 1. (c,0) =stme 0/ = (0,0") € [cle
2. {c,0) = stme L =0 & Dom([c]c)
Induktionsschritt:
» Fall ¢ = while(b) c:
> Fall (b,0) —gexp true, (c,0) —>seme o', (while(b) ¢,0”) —sime 0"
(while(b) ¢, 0) —stme 0
(Def. (-,.)—>stme-)

Lemma fuer b

(b, 0) —Bexp true <—————=> (o, true) € [b]n

& &
IH fi X !
(6,0) —ssems o A ED TSm0y € [e]e
& &

(while(b) ¢, 0") 3 aver D 7 SismY ¢ [while(b) e
Def. “Cﬂ

(0,0") € [while(b) c]c

[while(b) c]¢ = fix(T)
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]e = (c,0) = stme 0

Induktionsanfang:
» Falc=x=a
Ix = ale = {(c", o"[t/xDI(c”, t) € [a]a}
(0,0") € {(o”,0"[t/xDI(0”, 1) € [a].a}
Pellle (5 1) = [a]u Ao’ = ot/x]
Lemma AExp (a,0) = pexp t A0’ = o[t/x]
DL (= 2,0) —vsime olt/X] A o = ot/]
= (x =2,0) =stmt 0
> Fall c = {}
[{}e = {(o.0)lo € £}
Korrekte Software (U’ U:} [g] {(oﬂ'f UU)‘OJI € Z} Rl v
Def'=>”c" o=o
PR (}0) dsim o Ao = o
= (11,0) = stmt O

Beweis Vc € Stmt.Vo, o' .(0,0") € [c]e = (c,0) = stme 0

Induktionsschritt:

> Fall while (b) c2:

[while (b) c]¢ = fix(T')
mit T(s) ={(0,0") | (o, true) € [bls A (0,0") € [c]c o s}
U {(0,0) | (0, false) € [b]5}
Induktionshypothese gilt fiir ¢
(0,0") € [while (b) c]c
Def. [.]Jc.. / "
= (o,0") € fix(T)
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Beweis Vc € Stmt.Vo,0'. 1. (c,0) —sime 0’ = (0,0") € [c]e
(c,0) = stmt L = o ¢ Dom([[c]c)
Induktionsschritt:
> Fall ¢ = if(b) c; else c;:

[if(b) c1 else c2]c ={(c,0")|(0,0") € [cile, (o, true) € [b]s}
U{(o,0")|(0,0") € [c2]c, (o, false) € [b]s}

> Fall (0, b) —Bexp true, (c1,0) —>seme 0':
(if(b) c1 else ¢z, 0) —stme 0’

(Def. ()= sume-)
Lemma fuer b
(b, 0) —Bexp true <—————=> (o, true) € [b]
& &
(€1,0) —stmt 0 LD (5.0%) € [a]e
Def. [1e

(0,0") € [if(b) c1 else 2]

Korrekte Sofpware ) . 42 53] A
> Fatl {0, b) = Bexp 19156, (C2,0) —5tmt O -

(if(b) cielse ¢z, 0) —stme 0
(Def. (.,.) = sume-)

¥
Aquivaknz-opéeationate anér déactilionale Semantik

& &

IH fuer c»

> Fiir fte% o Stmft, firalie Zustande(d; &) € [c]c

Def. []e
(¢,0) —stme o' by (o
c,0) — 1= Dom([[c
> Fall (0, b) = pe <nué7,><c1,35"’i>5m,t 7 & Dom([e]e)
(if(b) c1 else cp, 0) —stme L
> = Beweis per Induktion iiber die (Tiefe der) Ableitung in der
operationalgR°6émlatitik) (Warum?)
(b, 0) —Bexp true <temmafuerh (o, true) € [b]s
> <« Beweis Prinzip?per struktureller Induktion tber ¢ (Verwendung der
Aquivalenz fiir arithmetische und boolsche A&ﬁsdr[]cke) Fiir die
While; Sehleif, RiickesifE b efinitionstigromifeiphts und Induktion
iiber die Teilmengen (() des Fixpurg)kftsﬂ.](ﬂVarum?)
of. [

o & Dom([[if(b) ci1 else cx]c)
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(if(b) c1 else c2, o) —>seme L

(Def. (.,.)—>sme-)

6,07 —5eg L temmarfrer b Z Dom([b]5)
Beweis Vc € Stmt.Vo, o' .(0,0") € [c]e = gc%?] Stme 07
of. [
Induktionsschritt: ¢

> Fall if (b) c; else co: o ¢ Dom([[if(b) c; else c2]c)
[if (b) crelse e = {(o”,0™)|(o", true) € [b]s, (o, o) € [ci]c}
U{(c",0")|(c”, false) € [b]5, (0", 0") € [calc}

Induktionsannahme gilt fir ¢; und ¢,
> Fall: (0,0") € {(¢”,0"")|(c”, true) € [b]s, (¢”,0"") € [alc}

(a,0") € {(c”,0")|(c”, true) € [b]5, (", ") € [c]c}

Dellc" (o, true) € [b]s A (0,0”") € [ci]e

FTIEER (b 0) e true A (0,0") € [arlle
IA&“ (b, o) — Bexp true A (ci, o) = Stmt o
Def. {1) 7 sime- (if (b) c1else ¢z, 0) —stme 0

> Fall: (0,0”) € {(¢”,0")|(c”, false) € [b] 5, (¢",0") € [c2]c}
(0,0") € {(¢”,0"")|(c”, true) € [b]5, (", ") € [c]le}

Def. [.Jc--
Kenete soware (5 false) € [b] 5 Ao’ € [cale =1 U
mDABER ) 0) e false A (0,0") € [
1A fir a1 (b, 0) —Bexp false A (Ca, o) —>stme 0’
Def. {.,.) —stme-

) (if (b) 1 else cp,0) —seme 0
Beweis Vc € Stmt.Vo, o' .(0,0") € [c]c = (¢, 0) —>stme 0

Induktionsschritt:
> Fall while (b) c:
[while (b) c]c = fix(T")
mit [(s) ={(0,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(0.0) | (0, false) € [b]5}
Induktionshypothese gilt fiir ¢

(0,0") € [while (b) cle "= (5,0") € fix(T)
Def A1) (0,0") € U r(m)

ieN

Unterbeweis: Vi € N.(c,0") € (@) = (while (b) c,0) = stme o' (UB)
Woraus dann folgt, dass
(0,0") € U r'(0) = (while (b) ¢, ) —stme 0 (1)

ieN o
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Vi € N.(0,0") € T'(()) = (while (b) ¢, 0) —>sim: ' (UB)

Es gilt nach wie vor die Induktionshypothese fiir dieses ¢, dass
VO'",(TW.(O'H /r/ 6 [[C]IC = <C o > — Semt o (IB)
Beweis per Induktion ber i
Induktionsanfang
> i=0:
(0,0 eT’@) = (0,0) €0
= false

Implikation trivialerweise erfilllt da false = F immer wahr
Induktionsschritt
> =i+ 1:

Induktionsannahme (UB) gilt fiir /

(0,0") € T*L(0)
= (0,0") € T(F(D))

Def, I

Korrekte Softmare (o,0") € {(0",0") | (i sstrue) € [b]s, (", ") € [c]cmmaw

Vi € N.(0,0") € T'(()) = (while (b) ¢, ) —sim: ' (UB)

Es gilt nach wie vor die Induktionshypothese fiir dieses ¢, dass
Vo' " (0",0") € [cle = (c,0") —=stme 0" (IB)

Beweis per Induktion ber i:
Induktionsschritt
> i i+ 1

Induktionsannahme (UB) gilt fir i

> Fall (0,0") € {(o",0"") | (o', true) € [bls, (6", 0"") € [cle, (""", ") € T(0)}

(0,0") € T((0))

De:f.>l' (”7 0!) c {(U”,(TW) ‘ (0_1/ true) c |[b]IBa (o_l/’ﬂ////) c |[C]IC<,
( m ///) c |—( )}
U{(a”,0") | (a”, false) € [b]s}
EI}

(0, true) € [bls A (0,0") € [cle A (0", 0") AT (0)
Nkt AN AR G AN A G/

Lemma BExp IH (1B) IH (UB) fir i

= (b, 0) —Bexp true A (c,a) —>stme 0 A (while (b) ¢, 0”) —stme &

<"'>;§W' (while (b) ¢, ) = stmt 0
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Rl v

( I//I I/I) c r( )}
U{(0”, ") | (o". false) € [b]s}

> Fall (0,0") € {(o”,0") | (o"" false)  [b]s}
(a,0") € T(F(0))

DefF

Fallunterscheidung iiber Zugehorigkeit zu welcher Teilmenge
Beweis Vc € Stmt.Vo,0'.(0,0") € [c]e = (c,0) = stme 0
Induktionsschritt:
> Fall while (b) ¢

[while (b) c]c = fix(T")
mit [(s) ={(,0") | (o, true) € [b]s A (0.0") € [c]c o s}
U {(0.0) | (o, false) € [b]s}
Induktionshypothese gilt fiir ¢

Def. |[]|c (o

(0,0") € [while (b) c]c a') € fix(T)

e lJrim

ieN

Def. fix(I)
-

Unterbeweis: Vi € N.(o,0’) € T'(0)) = (while (b) c,0) —stme o' (UB)

Woraus dann folgt, dass
e [Jri(0) = (while (b) c,0) —stme 0’
ieN
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= (0,0 € {(c”,6)[ (", true) € [bl5, (¢”,0") € [clc.
Aquuvalenz operationale und deftigtgticiidle Semantik

U{(o”,0") | (0", false) € [b]s}
£ (o, false) € [bls Ao =0
Lemma fliy BExp (b,0) —gexp false Ao =0

» Fir alle»-gfnStmt, ﬁ'ﬂ' Il(eb;ust

Mo

smf ono=0a

== hil e .ed.
QM S _QStmt ém (o, U/) € [cle g

(¢,0) =stme L=0¢ DOm(lICHc)

> Gegenbeispiel fiir < in der zweiten Aussage: wahle ¢ = while(1){}:
[cle = 0 aber (c,0) —stme L gilt nicht (sondern?).
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Fahrplan
Einfiihrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil

Invarianten und die Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Strukturierte Datentypen

Verifikationsbedingungen

Vorwarts mit Floyd und Hoare

Modellierung

Spezifikation von Funktionen
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Referenzen und Speichermodelle
Ausblick und Riickblick
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Korrekte Software: Grundlagen und Methoden
Vorlesung 5 vom 19.05.20

Die Floyd-Hoare-Logik

Serge Autexier, Christoph Lith
Universitat Bremen

Sommersemester 2020

13:55:49 2020-07-14 1[33] =Y

Drei Semantiken — Eine Sicht

Operational

while (c <=n) {
p=p*c;
c=Cc+1;

Denotational

Programm

Axiomatisch

Fahrplan
Einfithrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkil

Invarianten und die Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils

>

>

>

>

>

>

» Strukturierte Datentypen
» Verifikationsbedingungen

» Vorwarts mit Floyd und Hoare
> Modellierung

» Spezifikation von Funktionen

» Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Riickblick
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Floyd-Hoare-Logik: Idee

» Was wird hier berechnet? p = n!

p= 1
» Warum? Wie kénnen wir das =
beweisen? while (c <= n) {
» Wir berechnen symbolisch, welche i _ E _T_ clf

Werte Variablen iber den }
Programmuverlauf annehmen.

» Operationale/denotionale Semantik nicht fiir Korrektheitsbeweise
geeignet: Ausdriicke werden zu groB, skaliert nicht.

» Abstraktion nétig.

» Grundidee: Zusicherungen iber den Zustand an bestimmten Punkten

im Programmablauf.

Bob Floyd und Tony Hoare

Bildquelle: Wikipedia

Bildquelle: Stanford University

Robert Floyd Sir Anthony Charles Richard Hoare
1936 — 2001 * 1934

Korrekte Software 5033 RIY
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Grundbausteine der Floyd-Hoare-Logik
/] (A)
» Zusicherungen (liber den Zustand p= 1;
> Beispiele: b lB;
»> (B): Hiergilt p=c=1 Cv/hgltz (e <=n) {
» (D): Hier ist ¢ ist um eines groBer als b s c
der Wert von ¢ an Punkt (C) 77 (’E)
> Gesamtaussage: Wenn am Punkt(A) c=c+1
der Wert von n > 0, dann ist am // (D)
Punkt (E) p = n!.
/1 (E)
Korrekte Software 6[33] LY

Arbeitsblatt 5.1: Was berechnet dieses Programm?

Betrachtet nebenstehendes Programm.

ii (/:) Analog zu dem Beispiel auf der vorherigen Folie:
c= 1; ® Was berechnet das Programm?
//h§‘|3) B ® Welches sind ,,Eingabevariablen”, welches
while (c <=y) { ,Ausgabevariablen”, welches sind
= Arbeitsvariablen*?
// (©) N ’
c= c+1; © Welche Zusicherungen und Zusammenhange
// (D) gelten zwischen den Variablen an den Punkten
(A) bis (E)?
// (E)

Korrekte Software 7[33] 2l

Auf dem Weg zur Floyd-Hoare-Logik

» Kern der Floyd-Hore-Logik sind zustandsabhangige Aussagen
» Aber: wie kénnen wir Aussagen jenseits des Zustandes treffen?

» Einfaches Beispiel:

x = x+ 1; » Der Wert von x wird um 1 erhéht

> Der Wert von x ist hinterher gréBer als vorher

» Wir benétigen auch zustandsfreie Aussagen, um Zustande
vergleichen zu kénnen.

» Die Logik abstrahiert den Effekt von Programmen durch Vor- und
Nachbedingung.

Korrekte Software 8[33]
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Grundbausteine der Floyd-Hoare-Logik

» Logische Variablen (zustandsfrei) und Programmvariablen

» Zusicherungen mit logischen und Programmvariablen
» Floyd-Hoare-Tripel {P} c {Q}

» Vorbedingung P (Zusicherung)

» Programm ¢

» Nachbedingung Q (Zusicherung)

» Floyd-Hoare-Logik abstrahiert von Programmen zu logischen Formeln.

Korrekte Software 9[33] Y

Zusicherungen (Assertions)

» Erweiterung von Aexp and Bexp durch
» Logische Variablen Var vi=NMILUVXY,Z
» Definierte Funktionen und Pradikate iiber Aexp nl,x¥, ...

» Implikation und Quantoren by — bp,Vv..b,3v.. b

» Formal:
Aexpv a:= Z|Ildt|Var|ai+a|a1—ax| a1 X a
|f(€1 ,,,,, e,,)
Assn b =
1‘0‘31==32|81!=32‘81<=az
| 1b| by && b2 | by || by
| by = > by | p(e1, ..., ey) | \forall v.b | \exists v. b
Assn b= true|false|ai =ay | a1 # a | a1 < a
| =b| b1t AB2| b1V by
| b1 — by | p(et,....e0) | Vv.b|3v.b
Korrekte Software 10 [33] =219

Denotationale Semantik von Zusicherungen

» Erste Naherung: Funktion

[a].4 : Aexpv — (X — Z)
[b]s : Assn — (X — B)

> Konservative Erweiterung von [a] 4 : Aexp — (X — Z)
» Aber: was ist mit den logischen Variablen?
» Zusatzlicher Parameter Belegung der logischen Variablen | : Var — Z

[a] .4 : Aexpv — (Var — Z) — (X — Z)
[6]5 : Assn — (Var — Z) — (X — B)

Korrekte Software 11 [33] Rl v

Erfiillung von Zusicherungen

» Wann gilt eine Zusicherung b € Assn in einem Zustand o?
> Auswertung (denotationale Semantik) ergibt true

> Belegung ist zusatzlicher Parameter

Erfilltheit von Zusicherungen

b € Assn ist in Zustand o mit Belegung / erfillt (o = b), gdw

[bl5(0) = true

Korrekte Software 12 [33] =19

Arbeitsblatt 5.2: Zusicherungen
Betrachte folgende Zusicherung:

a = x=2-X—x>X
Gegeben folgende Belegungen I, ..., /3 und Zustande sy, ..., s3:

s1=(x—0),5=(x+—1),53=(x—5)
ho={(X—0),h=(X2) k= (X 10)

Unter welchen Belegungen und Zustanden ist a wahr?

h h B

S1
52
S3

Figen Sie eine zusatzliche Bedingung hinzu, so dass a fir alle
Belegungen und Zustiande wabhr ist.
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Floyd-Hoare-Tripel

Partielle Korrektheit (= {P} c{Q})

c ist partiell korrekt, wenn fiir alle Zustande o, die P erfillen, gilt:
wenn die Ausfiihrung von ¢ mit o in 7 terminiert, dann erfillt 7 Q.

E{P}c{Q} = VIVo.o = PATr.(0,7) € [cle =T E'Q

» Gleiche Belegung der logischen Variablen in P und Q erlaubt
Vergleich zwischen Zustanden

Totale Korrektheit (= [P] ¢ [Q])

c ist total korrekt, wenn fir alle Zustande o, die P erfillen, die
Ausfiihrung von ¢ mit o in 7 terminiert, und 7 erfillt Q.

E[PIc[Q <= VI.Vo.0 = P= Fr.(0,7) € [cle AT E' Q
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Beispiele
» Folgendes gilt:

= {true} while(1){ } {true}

» Folgendes gilt nicht:

= [true] while(1){ } [true]

» Folgende gelten:

= {false} while (1) { } {true}
k= [false] while (1) { } [true]

Wegen ex falso quodlibet: false = ¢
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Giiltigkeit und Herleitbarkeit

» Semantische Giiltigkeit: = {P} c{Q}
» Definiert durch denotationale Semantik:
E{P}c{Q} = VIVo.o ' PAIT.(0,7) € [cle =T F'Q
» Problem: missten Semantik von ¢ ausrechnen
» Syntaktische Herleitbarkeit: - {P} c {Q}
» Durch Regeln definiert
» Kann hergeleitet werden

> Muss korrekt beziiglich semantischer Giiltigkeit gezeigt werden

» Generelles Vorgehen in der Logik
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils

» Der Floyd-Hoare-Kalkiil erlaubt es, Zusicherungen der Form
F {P} c{Q} syntaktisch herzuleiten.
» Der Kalkiil der Logik besteht aus sechs Regeln der Form

F{Pi}ca {Qi}...F {Pn}cn {Qn}
F{P}c{@Q}

» Fir jedes Konstrukt der Programmiersprache gibt es eine Regel.
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Zuweisung

F{Ple/x]} x = e{P} J

» Eine Zuweisung x=e andert den Zustand so dass an der Stelle x jetzt
der Wert von e steht. Damit nachher das Pradikat P gilt, muss also
vorher das Pradikat gelten, wenn wir x durch e ersetzen.

» Es ist vollig normal (aber dennoch falsch) zu denken, die Substitution
gehore eigentlich in die Nachbedingung.

> Beispiele:
//{(x < 10)[5/x] <= 5 < 10} //{x+1<10<=x <9}
=B x = x+ 1
//{x < 10} //{x < 10}
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Sequenzierung

F{Ata{B} F{B}a{C}
F{A}c;{C}

» Hier wird eine Zwischenzusicherung B benétigt.

F{AY( AT l

» Trivial.
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Ein allererstes Beispiel

» Was berechnet dieses Programm?

Z= X;
x=y; » Die Werte von x und y werden vertauscht.
=1z > Wie spezifizieren wir das?

> E{x=XAy=Y}lp{y=XAx=Y}
Herleitung:

F{x=XAy=Y} +F{lz=XAy=Y}
z=x; x=y;
{?z=XAy=Y} {z=XAx=Y}

F{x=XAy=Y} F{?z=XAx=Y}
z=x;x=y; y=z
{?Pz=XAx=Y} {y=XAx=Y}

F{x=XAy=Y}
Z=X X=Y\y =2z
{y=XAx=Y}
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Vereinfachte Notation fiir Sequenzen

/[y =Y nrx=X}

//{y =Y nz=x}
x=y;
/] {Ax=Ynz=X}
y=z;

/) x=Y Ay =X}

» Die gleiche Information wie der Herleitungsbaum

» aber kompakt dargestellt
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Arbeitsblatt 5.3: Ein erster Beweis

Betrachte den Rumpf des Fakultatsprogramms:

c= c+ 1;

// {p=(c— 1)}

» Welche Zusicherungen gelten

@ an der Stelle (A)?

@ an der Stelle (B)?
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Weakening

A=A +{A}c{B} B=F
F{A}c{B}

{All possible program states

» = {A} c{B}: Ausfiihrung von c startet in Zustand, in dem A gilt, und
endet (ggf) in Zustand, in dem B gilt.

» Zustandspradikate beschreiben Mengen von Zustinden: P C Q gdw.
P= Q.

> Wir kdnnen A zu A’ einschranken (A’ C A oder A’ => A), oder B zu
B’ vergroBern (B C B’ oder B = B’), und erhalten = {A’} ¢ {B'}.

Korrekte Software 23 [33] Rl v

Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Fallunterscheidung

F{AAb}co{B} F{AA-blc{B}
F {A} if (b) co else ¢ {B} J

» In der Vorbedingung des if-Zweiges gilt die Bedingung b, und im
else-Zweig gilt die Negation —b.

» Beide Zweige missem mit derselben Nachbedingung enden.
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Arbeitsblatt 5.4: Ein zweiter Beweis

Betrachte folgendes Programm:

/] (F) @ Was berechnet dieses Programm?
if (x <vy){ ® Wie spezifizieren wir das?
% (B) © Wie beweisen wir die Gilltigkeit?
z = x; » Die Spezifikation wird zur Nachbedingung (A)
} {a{s(eC){ » Wir notieren Weakening durch
// (D) aufeinanderfolgende Bedingungen:
D1 o /] {x <9}
z=y; // {x+1<10}
// (B)
}
/] (A)

» Welche Zusicherungen miissen an den Stellen (A) — (F) gelten?

» Wo missen wir logische Umformungen nutzen?
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Iteration

F{AA b} c{A}
= {A} while(b) c{AA b}

» |teration korrespondiert zu Induktion.

» Bei (natirlicher) Induktion zeigen wir, dass die gleiche Eigenschaft P
fir 0 gilt, und dass wenn sie fir P(n) gilt, daraus folgt, dass sie fiir
P(n+1) gilt.

» Analog dazu benétigen wir hier eine Invariante A, die sowohl vor als
auch nach dem Schleifenrumpf gilt.

» In der Vorbedingung des Schleifenrumpfes kénnen wir die
Schleifenbedingung b annehmen.

» Die Vorbedingung der Schleife ist die Invariante A, und die
Nachbedingung der Schleife ist A und die Negation der
Schleifenbedingung b.
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Wie wir Floyd-Hoare-Beweise aufschreiben

// {P} > Beispiel zeigt: - {P} c{Q}
/] {Pi} » Programm wird mit giiltigen
o eP; Zusicherungen annotiert.
% ipﬁ » Vor einer Zeile steht die
while (x< n) { Vorbedingung, danach die
/] {PsAx < n} Nachbedingung.
/] {Pa} » Implizite Anwendung der
77 {ap; ) Sequenzenregel.
} ? » Weakening wird notiert durch
/] {Ps A=(x < n)} mehrere Zusicherungen, und
/] 1Q} muss bewiesen werden.

» Im Beispiel:P = Py,
P, = P3, P3Ax < n= P4,
P3A=(x < n)= Q.
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Das Fakultatsbeispiel (1)

// {1 =01
/7 {1=a-1))
p= 1;
/[ {p=@1-1)}
c= L3
/1 {p=(c~ 1)

while (c<=n) {
/[{p=(c=1)!Ac<n}
/] {prc=(c—Dxc}

/] {pxc=cl}
[/ Apxe=((c+1) -1}
p= px*c;

[ Ap=((c+1) =D}
c= c+1;

/1 {p=(c=1)1}
}

[/ {p=(c=DtA~(c<n)}
/) {p=(c=1!Ac—12n}
/]

// {p=n'}
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Das Fakultatsbeispiel (1)

// {1=01A0<n}
//{1=(1-1)A1-1<n}

p=1;
//{p=@1—-1)1A1-1<n}
c= 1;

/[ Ap=(c—D!Ac—1<n}

while (c<=n) {
//{p=(c—-1)1Ac—1<nAc<n}
/] {pxc=(c—1)lxcAc<n}ll
// {pxc=c'Ac<n}
/[ {prc=(c+D)-IA(c+1)~1<n}
p= p*cC;
1 Ap=((c+1)—1IA(c+1) 1< n}

// {p=(c—=1)'Ac—1<n}
[/ {p=(c—-1)1Ac—1<nA=(c<n)}
//{p=(c—1)'Ac—1<nAc>n}
[/ {p=(c—-1)1Ac—1<nAc—-12>n}
/] Ap=n'}
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Das Fakultatsbeispiel (komplett)

// {1=01A0< n}
J/{l=(1-1)IA1<1Al-1<n}

p=1;
//{p=Q-1)IAN1<1A1-1<n}
= 13

//{p=(c—1)A1<cAc—1<n}

while (c<=n) {
//{p=(c—=1)'A1<cAc—-1<nAc<n}
/] {pxc=(c—1)lxcAl<cAc<n}
/] {pxc=c'A1<cAc<n}
/] {pxc=((c+1)—1)IA1<c+1A(c+1)—-1<n}
p= p*c;
//{p=(c+1)—1)IA1<c+1A(c+1)—1<n}
c= c+1;
/] {p=(c—-1)!'A1<cAc—1<n}

[/ {p=(c—-1)IAN1<cAc—1<nA-(c<n)}
//{p=(c—1)'Ac—1<nAc>n}

// {p=(c—-1)Ac—1<nAc—-12>n}

/[ {p=n'}
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Arbeitsblatt 5.5: Exponents Reuvisited

Wir kénnen jetzt das Programm vom Anfang korrekt beweisen:

x= 1;
= 1;

[Hx x= 27 (c—1) && .. x/
while (c<=vy) {
[#% x= 27(c—1) && ... && c<=y */

[Hx L o/

Xx= 2%X;

[Hx . o/

c= c+1;

[Hx x= 27 (c—1) && ... */

}
[k { x= 2Ty && ... && | (c<=y) x/
/%% .ox/

[xx { x= 2"y } x/
» Findet den Rest der Invariante, und
» Fillt den restlichen Teil aus.
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Uberblick: die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils

F{Ple/x]} x = e{P}

F{AAb}{B} F{AA-b}c{B}
F {A} if (b) ¢ else ¢; {B}

F{AAb)}c{A}
F {A} while(b) c {A A b}

F{Ala{B} F{B}a{C}
F{A}{}{A} F{A}a;a{C}
A=A +{A}c{B} B=&
F{A}c{B}
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Zusammenfassung Floyd-Hoare-Logik

» Die Logik abstrahiert iiber konkrete Systemzustinde durch
Zusicherungen (Hoare-Tripel {P} c {Q}).

» Zusicherungen sind boolsche Ausdriicke, angereichert durch logische
Variablen.

> Semantische Giiltigkeit von Hoare-Tripeln: = {P} c{Q}.
> Syntaktische Herleitbarkeit von Hoare-Tripeln: - {P} c {Q}

» Zuweisungen werden durch Substitution modelliert, d.h. die Menge der
giltigen Aussagen andert sich.

> Fiir lterationen wird eine Invariante benétigt (die nicht hergeleitet
werden kann).
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Uberblick: die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils
H{Ple/x]} x = e{P}
F{AAb}c{B} F{AA=b}c {B}
F {A} if (b) co else ¢; {B}
F{AAb}c{A}
F {A} while(b) c {AA —b}
F{Ata{B} F{B}a{C}
F{AH{}{A} F{Alaie{C}
A=A +{Alc{B} B=8
F{A}c{B}
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Invarianten Finden: die Fakultat
p= 1;
= 1 Invariante:
while (c <= n) {
p=p*c; —(c—1) 1<
c—c 41 p=(c—1)!Ac—-1<nAc>0
}
» Kern der Invariante: Fakultat bis ¢ — 1 berechnet.
» Invariante impliziert Nachbedingung p = n! = (¢ — 1)!
» Nebenbedingung fiir Weakening innerhalb der Schleife.
» ¢l =cx(c—1)! gilt nur fiir c > 0.
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Zihlende Schleifen

» Fakultat ist Beispiel fiir zadhlende
Schleife (for).

» Fir Nachbedingung «[n] ist }
Invariante: ist syntaktischer Zucker fiir
bli—1 ANiel< i= 0;
V= 1/ A =0 while (i<=n) {
|: i+1;
» Ggf. weitere Nebenbedingungen }
erforderlich

Korrekte Software 7[22

for (i= 0; i<=n; i++) {

v
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Invarianten
Korrekte Software 4[22) v
Invarianten finden
@ Initiale Invariante: momentaner Zustand der Berechnung
® Invariante und negierte Schleifenbedingung muss Nachbedingung
implizieren; ggf. Invariante verstarken.
© Beweise innerhalb der Schleife bendtigen ggf. weiter
Nebenbedingungen; Invariante verstarken.
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Beispiel 1: Zahlende Schileife
L /) (o<} » Invariante:
2 x= 0; c—1
3 = 1; x = ANc—1<n
4+ while (c <=n) { ; -
5 X= X+cC;
6 c= c+1;
7}
s /) {x=20)
Hierbei ist Zg die Summe der Zahlen von a bis b, mit folgenden
Eigenschaften:
0
0
a a+1
a>0= Z = Z +a
0 0
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Beispiel 2: Variante der zdhlenden Schleife

> : .
v /) {0<y) Invariante:
2 x= 0; c
3 c= 0; x = Z ANO<c
4 while (c <vy) { 0
5 c= c+1;
il 5= el » Kein C-ldiom
7
> Startwert 0 wird ausgelassen
s // {x=25} €
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Beispiel 3: Andere Variante der zahlenden Schleife

// {n=NAO0< n} » Invariante:

x= 0; N
wxh”iﬂ(]rf = 0) { X:Z An<N
n= n—lv; n

}

v/ {x=%0}

o v s ow N e
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Arbeitsblatt 6.1: Fakultat Revisited

Dieses Programm berechnet die Fakultat von n:

L /) {0<nAn=N} » Finden Sie eine Invariante.

2 p=1; > Beweisen Sie die Korrektheit.
: wlrle*ﬁo_< n) { Fir die Invariante bendtigen sie
: E; 271’, ein indiziertes Produkt (analog
o} ' zur Summenfunktion):

T //{p=N}

ﬁ:a-(a+1)u.4-b

a
Fir das Produkt gelten folgende Eigenschaften:

Beispiel 4: Nicht-zdhlend (rekursiv)

a b
al=1] a>b=[[=1
1 a
b b
al<b= H =a- H
a a+1
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Beispiel 5: Jetzt wird’s kompliziert. . .
L Jj{0<a) » Was berechnet das?
> t= 1: Ganzzahlige Wurzel von a.
3 s= 1; » Invariante:
4 i= 0;
s while (s <=a) { s—t<aAt=2i+tlAs=i’+t
6 t= t+ 2;
7 s= s+ t;
: i= i+ L »> Nachbedingung 1:

> s—t<as=il+t—=i?<a
» Nachbedingung 2:
> s=P4+tt=2-i+1=

w [/ HP<ana< (i+1)%}

s=(i+1)?
> a<ss=(i+1)2=a<
(i+1)?
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. J/{0<a) Invariante:

2 [r=Fak .

s g= 0: a=b-q+rAN0<r

4+ while (b <=r) {

5 r= r—b;

6 q= q+1; » Spezieller Fall: letzter Teil der

7 Nachbedingung ist genau

s //{a=bxq+rA0O<rAr<b} negierte Schleifeninvariante
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Korrektheit des

Floyd-Hoare-Kalkiils

Korrekte Software 14 [22] v

Floyd-Hoare-Tripel: Giiltigkeit und Herleitbarkeit

» Definition von letzter Woche: P, Q € Assn, ¢ € Stmt
= {P}c{Q} “Hoare-Tripel gilt" (semantisch)
F{P}c{Q} “Hoare-Tripel herleitbar” (syntaktisch)

> Frage:  H{P}c{Q} <~ E{P}c{Q}

> Korrektheit: - {P} c{Q} = = {P}c{Q}

» Wir kénnen nur giiltige Eigenschaften von Programmen herleiten.

> Vollstandigkeit: = {P} c{Q} == F {P}c{Q}

» Wir kénnen alle giiltigen Eigenschaften auch herleiten.
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Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils

Der Floyd-Hoare-Kalkiil ist korrekt.
Wenn  {P} c{Q}, dann |= {P} c{Q}. J

Beweis:
» Definition von |= {P} c {Q}:

E{P}c{Q} <= VIVo.0 |:I P A3’ (0,0") € [c]le = o ):’ Q
» Beweis durch Regelinduktion iiber der Herleitung von - {P} c {Q}.
» Bsp: Zuweisung, Sequenz, Weakening, While.

» While-Schleife erfordert Induktion Gber Fixpunkt-Konstruktion

Korrekte Software 16 [22] =219




Arbeitsblatt 6.2: Korrektheit der Zuweisung

Beweisen Sie die Korrektheit der Zuweisungsregel:

F{Ple/x]} x = e{P}

® Was genau ist zu zeigen?

® Wir bendtigen folgendes Lemma:
o ' Ble/x] <= olle]a(0)/x] ' B

Wie zeigen wir damit die Behauptung?
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Volistandigkeitsbeweis

» Zu Zeigen:

Ve € Stmt.VQ € Assn.Iwp(c, Q).V1.Vo.0 =" wp(c, Q) = [c]eo ' Q

» Beweis per struktureller Induktion iber c:
> = {}: Wahle wp({}, @) = @
» ¢ =X = a: wihle wp(X = a, Q) := Q[a/x]
> ¢ = cp; c1: Wahle wp(cp; c1, Q) := wp(cp, wp(cr, Q))

> c=if b else c;: Wahle
wp(c, Q) := (b Awp(c, Q)) V (=b Awp(c1, Q))

» ¢ = while (b) ¢p: 77
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Volistandigkeit der Floyd-Hoare-Logik

Floyd-Hoare-Logik ist vollstandig modulo weakening.

Wenn = {P} c{Q}, dann I {P} c {Q} bis auf die Bedingungen der
Weakening-Regel.

» Beweis durch Konstruktion einer schwachsten Vorbedingung wp(c, Q).

> Problemfall: while-Schleife.
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Volistandigkeitsbeweis: while

> ¢ = while (b) ¢p:
Wie missen eine Formel finden (wp(while (b) cp, Q)) die alle o
charakterisiert, so dass
o =! wp(while (b) co, Q)
—— Vk > 0Vop,...,0k. 0 =09

Yo<i<k(oiE'bA  [aolcoi = ois1
T T

co terminiert auf o; in

Ok ):Ib\/Q

» Es gibt so eine Formel ausdriickbar in Assn, die im Wesentlichen
darauf aufbaut, dass

@ jede Sequenz an Werten, die die Programmvariablen X in b und ¢
annehmen, mittels einer Formel beschrieben werden kann (3-Pradikat)

Volistandigkeit der Floyd-Hoare-Logik

Floyd-Hoare-Logik ist vollstandig modulo weakening.

Wenn = {P} c{Q}, dann I {P} c {@} bis auf die Bedingungen der
Weakening-Regel.

» Beweis durch Konstruktion einer schwéchsten Vorbedingung wp(c, Q).

» Problemfall: while-Schleife.

> Vollstandigkeit (relativ):

E{P}c{Q} & P=wp(c,Q)

» Wenn wir eine giiltige Zusicherung nicht herleiten kdnnen, liegt das
nur daran, dass wir eine Beweisverpflichtung nicht beweisen kénnen.

» Logik erster Stufe ist unvollstandig, also kdnnen wir gar nicht besser
werden.

Korrekte Software 21 [22] 1Y

Tit+1

® wp(co, X = 7i41(X)) die Formel beschreibt, was vor ¢y gelten muss, damit
hinterher die Programmvariablen X die Werte 0;,1(X) haben
© —~wp(cop, false) beschreibt was vor ¢y nicht gelten darf, damit ¢ nicht
terminiert.
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Zusammenfassung
» Invarianten finden in drei Schritten,
» Floyd-Hoare-Logik ist korrekt, wir kdnnen nur giiltige Zusicherungen
herleiten.
» Floyd-Hoare-Logik ist vollstandig bis auf das Weakening.
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Motivation

» Immer nur ganze Zahlen ist doch etwas langweilig.

> Weitere Basisdatentypen von C (Felder, Zeichenketten, Strukturen)

v

Noch rein funktional, keine Referenzen

» Nicht behandelt, aber nur syntaktischer Zucker: enum

» Prinzipiell: keine union

Korrekte Software 3 [29] Rl v
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Arrays
> Beispiele:
int six[6] = {1,2,3,4,5,6};
int a[3][2];
int b[][] ={ {1, 0},
{3, 7}

{5. 8} }; /« Ergibt Array [3][2] +/
> b [2][1] liefert 8, b [1][0] liefert 3
» Index startet mit O, row-major order
» In CO: Felder als echte Objekte (in C: Felder = Zeiger)

» Allgemeine Form:

Zeichenketten

» Zeichenketten sind in C (und C0) Felder von char, die mit einer Null
abgeschlossen werden.

» Beispiel:
char hallo[6] = {'h", "a’, "I", "I", o', "\0" }

» Niitzlicher syntaktischer Zucker:

char hallo[] = "hallo";

» Auswertung: hallo [4] liefert o

Korrekte Software 5 [29] Rl v

typ name[groessel ][ groesse2]...[ groesseN] =
{
» Alle Felder haben feste GroBe.
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Strukturen

» Strukturen haben einen structure tag (optional) und Felder:

struct Vorlesung {
char dozenten [2][30];
char titel [30];
int cp;

} ksgm;

struct Vorlesung pi3;

» Zugriff auf Felder iiber Selektoren:

int i = 0;

char namel[] = "Serge Autexier";

while (i < strlen(namel)) {
ksgm.dozenten [0][i] = namel[i];
=i+ 1;

}

> Rekursive Strukturen nur iiber Zeiger erlaubt (kommt noch)
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CO: Erweiterte Ausdriicke

> Lexp beschreibt L-Werte (l-values), abstrakte Speicheradressen

» Neuer Basisdatentyp C fir Zeichen

» Erweiterte Grammatik:
Lexp /= Idt | /[a] | /.1dt
Aexp a:=Z|C|Lexp|ai+a|ai—a|arxa]|ai/a
Bexp b::=1|0|ay==a|ar<a|!b]| b &&by| b1 || b2

Exp e := Aexp | Bexp
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Werte und Zustande

» Zustande bilden strukturierte Adressen auf Werte (wie vorher) ab.

Systemzustande

» Locations: Loc ::= Idt | Loc[Z] | Loc.ldt
> Werte: V=Z4C

> Zustande: £ % Loc — V

» Wir betrachten nur Zugriffe vom Typ Z oder C (elementare Typen)

» Niitzliche Abstraktion des tatsiachliche C-Speichermodells

Korrekte Software 8 [29] =219




Beispiel

Programm Zustand

struct A {
int c[2]; x[0].¢[0] > 1 x[1].¢[0] — 3
StLuct B { sol. x[0].c[1] — 2 x[1].c[1] — 4
}Cb?r mereoe [ 20])5 x[0].b.name[0] ~ ‘n’ x[1].b.name[0] + ‘n’

b ' x[0].b.namel[1] + ‘a’ x[1].b.name[1] ~ ‘a’

x[0].b.name[2] s 'm’ x[1].b.name[2] +— ‘m’

struct A x[] = { x[0].b.name[3] +— ‘€’ x[1].b.name[3] + ‘e’
{é{l i} e et 1 gy XOkbmemell o Y (U bnamefd] = 2
} ! ' ' ! ' x[0].b.name[5] +— ‘\O'  x[1].b.name[5] — \0’
{{3.4}.

{{'n",’a",'m",’e","2","\0"}}

}

g
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Operationale Semantik: Ausdriicke

» Ein L-Wert als Ausdruck wird ausgewertet, indem er ausgelesen wird:

(m, o) =rexp | I € Dom(o)

(m, o) = pexp (1)

(M, o) = Lexp | I ¢ Dom(c)  (m,0) —pexp L

<m’ J) — Aexp L <m¢ U> — Aexp L

» Auswertung fir C:

(¢ 1 C,0) = pexp Ord(c)

wobei Ord : C — Z eine bijektive Funktion ist, die jedem Character
eine Ordinalzahl zuweist (zum Beispiel ASCII Wert).
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Operationale Semantik: L-Werte

> Lexp m wertet zu Loc / aus: (m,0) —jexp /| L
x € Ildt
(X,0) = Lexp X

<m70> —Lexp / 7£ €L <2, J) — Aexp i 7é L
(m[a]: U> —Lexp /[’]

(m, o) = rexp ! (3,0) = pexp | i=_1 oder /=1
<m[a]v U> 7 Lexp L

(m» U> —Lexp I# 1
(m.i,a) 7 Lexp l.i

<m’0'> —Lexp L
(m.i, 0'> ‘)Lexp 1
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Operationale Semantik: Zuweisungen

» Zuweisungen sind nur definiert fiir elementare Typen:

(m:7,0) = Lexp ! (exT,0) = v 7 elementarer Typ

(m=e,0) =stme ov/l]
In allen anderen Fallen (L, keine/unterschiedliche elementare Typen)

(m=e,0) —stm L

» Die restlichen Regeln bleiben
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Denotationale Semantik
» Denotation fiir Lexp:

[-1z : Lexp — (X — Loc)

[<le ={(e,x) |0 € £}
[mlalle = {(e, /1) | (0, 1) € [mlc, (o, 7) € [a] 4}
[m.ile = {(o,1.i) | (o, 1) € [m]c}

» Denotation fiir Characters c € C:

[c]a = {(o,0rd(c))|o € T}

» Denotation fiir Zuweisungen:

[m = ele = {(o,0lv/N) | (o)) € [mlz; (o, v) € [e]a}
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Beispiel

int a[3];

/[ {true}

// {3=3}

a[2] = 3;

/7 teoain = ) S

4-a2] =
all] = 4; H{Ple/x]} x = e{P}

//{al1] - a[2] = 12}

// {5-a[1] - a[2] = 60}
a[0] = 5;

// {al0] - a[1] - a[2] = 60}
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Floyd-Hoare-Kalkiil
» Die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils berechnen geltende Zusicherungen

» Notige Anderung: Substitution in Zusicherungen
F{Ple/x]} x = e{P}

> Jetzt werden Lexp ersetzt, keine Idt
» Gleichheit und Ungleichheit von Lexp nicht immer entscheidbar

> Problem: Feldzugriffe
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Beispiel: Problem

int a[3]; F{Ple/x]} x = e{P}
int i;

/] {0<i<2}

/] ¢

/] {i#1}

al0] = 3;

7/ i #1}

/i #1AT=1)}

all] = 7;

/] {i £ 1N a1 =7}

a[2] = 9;

/] (i # 1A alt] = 7}

//[ {](i:1/\7:—1)\/(i¢1/\a[1]:7}{a[1]:7}
ali] = —1;

// all]l =7}
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Arbeitsblatt 7.1: Jetzt seid ihr dran

Annotiert die beiden folgenden Programme:

int a[2]; int a[3];
int b[2]; int i;

// {0<nA0<mAn< m} //{0<n}
al[0] =m; = 2;
/] 1=3
b[0] = a[0]

a[i
//
// af0] =n;
b[1] = a[0] + n //
// //
a[l] = b[0] = b[1]; a[2] = ali] = a[0];
// {all] = m* — n?} //

// {al2] = 3xn}
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Beispiel: Suche nach dem maximalen Element

1 / {0 < n}

2 //{(vJo<J<u — al] < a0) AO<O0AO0<0<n}

3 =

4 //((vj0<J<r—~>a[,]<a[o])A0<mo<D<n}

5 r=

6 //((vjo<1<yﬂa[,]<s[,])m1<mu<,<n}

7 while (i< n) {

8 [V 0<j<i—al] <a[r)A0<i<nAO0<r<n}

9 J/A(Vj.0<j<i— al Sal)A0<i+1<nA0<r<n}
10 if (a[r] < ali]) {

11 [0S j<i—ra] <ahAO<i+1<
12 /] A(¥j.0 < j < i —> aj] < alil) A ali] < ali] A
13 J/AV.0Zj<i+l— all <all) A0< i+
14 r=
15 J/{(.0<j<i+1—al] <ald)AO<i+1<nA0<r<n}

AO<r<nAal] < ali}
<i+1<nA0<i<n}
<nA0<i<n}

j<i—a] <a)A0<i+1<nA0<r<nAalr]> alil}
i+1—al]<a[f)A0<i+1<nAO0<r<n}

21 //{(VJ.0§j<f*l*»QU]Sa[r])/\OSf+1§nAD§r<n}

23 //{(J <j<i—a[] <a)A0<i<nA0<r<n}

25 J/{(Vj0<j<i—al]l <a[)AO<i<nAO<r<nAn<i}
26 //{(Vj.0<j<n—ralj] <alr)A0<r<n}
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Benutzte Logische Umformungen

» Zeilen 11-12:
» [DAC]=[C] und
» Erweiterung von C auf B(i) A C, weil C + B(/) gilt.

» [p] = [¢V ¢] in der Form
(B() A O = [(-A() A C) v (B() A C))]
» DeMorgan:

[(FAM) A C) v (B(I) A O] = [(=A() v B(1) A €]

» Klassische Implikation:

[FUVV]& U= V]
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Erstes Beispiel: Ein Feld initialisieren

1 //{o<

2 //{Vju<]<0*>a[_/]—jAD<n}

3=

4 {VJD<1<1*>3[/]7/A1</7}

5 wlule(|<n){

6 /{Vji0<j<i—al]=jAi<nAi<n}

7 ,/(v,o<1<y7»a[, Ai+1<n}

8 //{V/0</<rﬂ((/—/Ar—J)vU#l/\a[J]—J))

9 AG=ini=)V(i#inail=))Ai+1<n}

10 //{v/0</<r+1~>((/7//\r:1)v(1#//\a[_/]:/))
1 /] Ai+1<n}

12 alil= i;

13 [/ {(Vji0<j<i+l—all=j)Ai+1<n}

14 i= i+1;

15 [/ V0 < j<i—al]=j)Ai<n}

16

17 //{(Vi0<j<i—al]=j)Ai<nAi>n}
[/ {Vi-0 <j < n—>alj] =j}

» Wichtiges Theorem:
(Vj0<j<n— P[])AP[n=Vj.0<j<n+1— P[]
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Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

/{0 < n}
//{( 1#-1—0<-1<0Aa[-1]=0A0<0<n}

1#£-1—0<-1<iAa-1=0A0<i<n}

while (i< n) {
[ {(r#-1—0<r<inal]

—0)A0<i<nAi<n}
JIA{r#—1-—0<r<ina]=0)A0<i+1<n}

1
2

3

4

5 1

6 [/{r#-1—0<r<iAna[r]=0)A0<i<n}
7

8

9

0

1

1 if (a[i] = 0) {
1 [/ {lr#-1-—0<r<iAnall=0A0<i+1<nAali]=0}
B(iynC

12 //{0<i<i+1Aali]=0A0<i+1<nAal]=0}

A(i) c B(i) c
13 [/ {(i==1A0<i+1<nAalil=0)V(O0<i<i+1Aa[il=0A0<i+1<nAali]=0)}
14 JAli==-1v(@<i<i+lnai]=0)A0<i+1<n /\a[/]fo
15 J/{i#-1—0<i<i+1Aal]=0A0<i+1<nAali]=0}

A(i) B(i) C
16 =i
17 [/ {r#-1—0<r<i+1Aa]=0)A0<i+1<n}
18
19 else {
20 J/{r#—1—0<r<i+1Aal]=0A0<i+1<nAali]#0}
21 J/{lr#-1—0<r<i+1Aa[rl=0A0<i+1<n}
22 J/{r#-1—0<r<i+1Aal=0)A0<i+1<n}
23 i= i+1
24 J/{(r#-1—0<r<inal=0A0<i<n}
2% //{(r#-1—0<r<iAa]=0A0<i<nAi>n}

Kanzmséetm#fl —0<r<iAnal=0Ai=n}  20[29]
— = //

{r#-1-—0<r<nAa=0}

Allgemeine Regel bei Ersetzungen?

Wie sieht nun die allgemeine Regel aus fiir

H{Ple/x]} x = e{P}

int a[3]; int a[3];
int i; int i;

alo0] =
a[1]

Il
~ w

1%
N
|
©

a
a[a[2]7a[1]] a
// {al2l = =1} j
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Langeres Beispiel: Suche nach einem Null-Element

10 /#% { 0<n} %/
11 /xx {0<0<n} #/

12 i= 0;

13 /fsx {0<i<n} %/

14 fax { (-1#-1—0<-1<iAa[-1] =10 A0<i<n} %/

15 r= —1;

16 [sx { (r#-1-—0<r<iAal[r] =0 A0<i<n}x/

17 while (i< n) {

18 Jrex { (r# -1 —0<r<iAalr] =0 A0<i<nAi<n}x/

19 Jix { (r#-1—0<r<iAalr]=0)A0<itl<n } %/

20 if (ali] = 0) {

21 Jax { (r#-1—0<r<iAa[r]=0)A0<itl<nAal[i] =07} x/
22 Jex { 0< i41<nAali]l =0} %/

23 Jox { (i #-1— 0< i< i+l Aafi] = 0) A O i+I< n } =/

24 i

25 Jex { (r #-1 — 0 < r< i41 A afr] =— 0) A O i+1< n } */

26 }

27 else {

28 Jox { (r#-1—0<r<iAa[r] =0 AO0<i+1<nAali] #£0 } */
29 Jex { (r#-1— 0<r< i+l Aafr] =0) A0 < i+l <n } =/

30

31 /»«i((r¢—1~>0§r<w‘+1Aa[r]7o)Au§i-1§n}*/

32 i= i+1;

33 Jex { (r#-1—0<r<iAa[r] =0)A0<i<n} x/

34

35 < =

36 =

37

38
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Aligemeine Regel bei Ersetzungen (Nur Arrays)

Wie sieht nun die allgemeine Regel aus fir
F{Ple/N} I =e{P}

@ Wenn | Programmvariable ist, wie gewohnt substituieren
® Wenn | = a[s]:
> dann ersetze L(a[t]) durch L(e), falls s = t

Z,
> dann ersetze L(a[t]) durch (t =s A L(e)) V (t # s A L(a[t]))

‘2.2 kénnt ihr immer machen, 2.1 ist eine Optimierung‘

Belange reicht das.
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¥ Vorkommen der Form m.a[t] in Literalen L(m.a[t]) und s und t beide in Z,

% Vorkommen der Form a[t] in Literalen L(a[t]) und s oder t sind nicht aus

> Das ist jetzt immer noch nicht die ganz allgemeine Form, aber fiir unsere

RV




Arbeitsblatt 7.2: Langeres Beispiel: Suche nach dem

ersten Null-Element

Ausgehend von dem vorherigem Beispiel, annotiert folgendes

Langeres Beispiel: Suche nach dem ersten
Null-Element

49 Jak {(r # -1 — 0<r< i+1 A afr] = 0A (V int j . 0< j < r — a[j] # 0))

50 /\(vf 1— (Vint j . 0<j< i+l —s a[j] #0)) AO< i <n}

51 Jak {(r # -1 — 0<r< i+1 A afr] = O0A (V int j . 0< j < r — a[j] # 0))

52 A(r=1— (Vint j .0<j< i+l — a[j] #0)) AO< i+1<n } =/

53 i= i+4+1;

54 Jox {(r #—1 — 0 <1< i Aafr] =— OA (¥ int j a[j] # 0))

55 A(r::71~>(v.nt1.o<J<\*>a[J]¢o))Ao<‘<n}*/

56 /% — endloop — */

57 }

58 fxx {(r#-1— (0<r<iAa[r] —0A(Vintj.0<]j<r— a[j] #0)))
A

1— (Vint j . 0<j<i— a[j] #0))

60 AO<i<nA=(i<n)} */
61 /+ — afterloop — x/

62 [xx {(r # -1 r< i Aalr] = 0A(Vint j . 0<j<r — alj] #0)))

63 A int j . 0<j<i— a[j]#0))

64 A i<nAi>n}

65 /xx {(r # <r<iAa[r] =0A (Yint j . 0<j<r— a[j] #0)))

66 int j . 0<j<i— alj]l#0))

67

68 /xx {(r 7r<nAa[r]:0/\(V|ntJ. <j<r —alj]l #£0))

69 int j . 0<j<n— alj]l#0)} */

70 /% — end — x

o}
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Langeres Beispiel: Suche nach dem ersten
Null-Element

11 /xx {0 < n} /
12 /u{(vlmj.ogj<0~>a[j]¢o)Aogogn)*/

13 =

14 /u{(v-mj.ogj<\~>a[j]¢o)Aogign)*/

15 Jxx {(-1# -1 — 0< —1< i A a[-1] = OA (V int j . 0 < j < -1 —> a[j] # 0))

16 A(1==—1 — (Y int j . 0<j < i —> a[j] # 0))
17 A0S < npe/

18 r= -1

19 Jex {(r #-1 — 0<r<i Aa[rlfOA (Vint j . 0<j<r —s a[j] #0))

20 A (r==1 — (¥ int j i< i — alj]l #0))

21 AO0<i<n} ‘«//:«—heiore\oop—«/

22 while (i< n)

23 Jex {(r#-1— 0<r<iAalr] =0A (¥ int j .0<j<r — a[j]#0))

24 A (r= 717ﬁ(v.m,.o<J<\~>a[J]¢o)) A0S i<nAi<n}
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1o //{0<a}

N

3 = —

4 /x — beforeloop — */

5 while (i<n) {

6 /* — startloop — =/

7 —18& ali] = 0) {

8

9

10

11

12 — afterif — =/

13 i= i+l

14 /* — endloop — =/

15 }

16 /% — aftev\oop— */

17 /**{(r “1 — (0 <r<nAalr] =0A (Vint j 0<j<r — alj] #0))
18 A(r=1— (Yint j . 0<j<n—sa[j]#0))} =/
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Langeres Beispiel: Suche nach dem ersten
Null-Element
22 while (i< n)

23 Jox {(r #-1 — 0 < r< i Aalr] = O0A (Y int j . 0<j <r — a[j] # 0))

24 Alr=1— (Vint j . 0<j<i—alji]#0) A0<i<nn

i <n} %/ [*x — startloop — =/

25 Jox {(r # -1 — 0<r< i Aalr] = O0A (Y int j . 0< — a[j] #0))

26 A (r==1 — (¥ int j D<J<\7~>E[J]#0))AD<|<n)*/

27 if (r=—18& a[i] = 0) {

28 [H% ((r#—l—aogmiAa[v]:m(v int j . 0<j<r— al[j]#0))
29 A(r=1— (Yint j . 0<j<i —s a[j] #0))

30 AO<i<nAr=-1Aali] =0} %/

31 [ex {(V int j 0§j<v—‘a[]]#0)/\a[\]: /\DS\< */

32 Jax {(i #-1 — 0 < i< i+1 A a[i] = OA (V int 0<] \*»a[J],zo))
33 A (i=1— (¥ int j O§j<\+14‘a[1]#0)/\0<w<n)

34 =i

35 fex {(r # -1 — 0 < r< i+l A afr] = 0A (Y int j . 0<j < r —> a[j] #0))
36 A(r=1— (Vint ] .0<|< i+l — a[j] #0)) AO<i<n} #/
37

38 else {

39 Jex {(r # -1 — 0<r< i Aafr] =0A (Y int j . 0<j<r — a[j] #0))
40 A (r=-1 — (¥ int j < i — a[j] #0))

41 AOLi<nA-(r=——-1Aali] = 0)} %/

42 [#x {(r # -1 — 0 < r< i+l A af oA (Vint j . 0<j<r — a[j] #0))
43 A (r=1 — (¥ int j <j < i+l — a[j] # 0))

44 AO<i<nA-(r=— ] =0)} =/

45 [ox {(r #-1 — 0 < r< i+l A a[r] = 0A (V int j . 0< j < r — a[j] # 0))
46 A(r=1— (Vint j . 0<j< i+l — a[j] #0)) A0 < i <n} */
47 }
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Zusammenfassung

» Strukturierte Datentypen (Felder und Structs) erfordern strukturierte

Adressen

» Abstraktion iber ,,echtem" Speichermodell

» Anderungen in der Semantik und im Floyd-Hoare-Kalkiil iiberschaubar

» ... aber mit erheblichen Konsequenzen: Substitution
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Korrekte Software: Grundlagen und Methoden

Vorlesung 8 vom 11.6.20
Verifikationsbedingungen

Serge Autexier, Christoph Lith
Universitat Bremen

Sommersemester 2020
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Fahrplan
Einfithrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil

Invarianten und die Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils

>

>

>

>

>

>

» Strukturierte Datentypen
» Verifikationsbedingungen

» Vorwarts mit Floyd und Hoare
> Modellierung

» Spezifikation von Funktionen

» Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Rickblick
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Idee

» Hier ist ein einfaches Programm:
[/ {X=xAY =y}
z=Y,;
/] AX=xAY =2z}

y = x;
/I (X =yny =2}

» Wir sehen:
@ Die Verifikation erfolgt riickwarts (von hinten nach vorne).

@® Die Verifikation kann berechnet werden.

» Geht das immer?
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Riickwartsanwendung der Regeln

» Zuweisungsregel kann riickwarts angewandt werden, weil die
Nachbedingung eine offene Variable ist — P passt auf jede beliebige
Nachbedingung (siehe “Definition” Folie 24 der letzten Vorlesung)

F{Ple/N} I =e{P}

» Was ist mit den anderen Regeln? Nur while macht Probleme!

F{AAb} o {B} F{AA-b}c, (B}

F{AH } {A} = {A} if (b) ¢ else ¢; {B}
F{Ala{B} F{B}a{C} F{AADb}c{A}
F{A}ci 2 {C} F {A} while (b) c {AA b}

A=A F{A}c{B} B=F
F{A}c{B"}
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Berechnung von Vorbedingungen

» Die Riickwartsrechnung von einer gegebenen Nachbedingung
entspricht der Berechnung einer Vorbedingung.

» Gegeben CO-Programm ¢, Pradikat Q, dann ist
> wp(c, Q) die schwichste Vorbedingung P so dass = {P} c{Q};
» Pradikat P schwicher als P’ wenn P/ = P

» Semantische Charakterisierung:

Schwéchste Vorbedingung

Gegeben Zusicherung Q € Assn und Programm ¢ € Stmt, dann

E{P}c{Q} < P —>wp(c, Q)

> Wie kénnen wir wp(c, Q) berechnen?
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Berechnung von wp(c, Q)

» Einfach fiir Programme ohne Schleifen:

wp({},P) < P
wp(l=e,P) £ Ple/l] (Genauer: Folie 24 letzte VL)
wp(c1; €2, P) wp(c1, wp(cz, P))
wp(if (b) ¢o else ¢, P) (b Awp(co, P)) V (=b Awp(ci, P))

a

fef

» Fir Schleifen: nicht entscheidbar.

> “Cannot in general compute a finite formula” (Mike Gordon)

» Wir kénnen rekursive Formulierung angeben:

wp(while (b) ¢, P) 2 (=b A P)V (b A wp(c, wp(while (b) ¢, P)))

> Hilft auch nicht weiter. ..
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Losung: Annotierte Programme

» Wir helfen dem Rechner weiter und annotieren die Schleifeninvariante
am Programm.

» Damit berechnen wir:
> die approximative schwichste Vorbedingung awp(c, Q)

» zusammen mit einer Menge von Verifikationsbedingungen wvc(c, Q)

» Die Verifikationsbedingungen treten dort auf, wo die Weakening-Regel
angewandt wird.

» Es gilt:

/\wvc(c7 Q) == {awp(c, Q)} c{Q} J
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Approximative schwachste Vorbedingung

» Fir die while-Schleife:

der

awp(while (b) //+x inv i/ c, P) i

wvc(while (b) //+ inv i +/ ¢,P) £ wvc(c,i)

U{inb— awp(c,i)}
U{in-b—s P}

> Entspricht der while-Regel (1) mit Weakening (2):

F {AA b} c{A}

F {A} while (b) c {AA b} @
ANb=>C F{C}c{A} AA-b=B )
F {A} while (b) c{B} @
Korrekte Software 8 [26] =219




Uberblick: Approximative schwichste Vorbedingung

awp({},P) =P
awp(/ = e,P) ZP[I/x] (Genauer: Folie 24 letzte VL
awp(c1; &2, P)  Zawp(cr, awp(ca, P))
awp(if (b) co else c1,P) (b A awp(co, P)) V (=b A awp(cy, P))
awp(while (b) //+x inv i %/ c,P) £i
wve({},P) 9
wve(l = e, P) £
wve(er; @, P) Zwve(cr, awp(c, P)) Uwve(e, P)
wvc(if (b) ¢ else 1, P) Zwve(c, P) Uwve(cr, P)
wvc(while (b) //+ inv i %/ ¢, P) Zwvc(c,i)U{i Ab— awp(c,i)}
U{in-b— P}

WVC{P}c{Q}) Z{P —s awp(c, Q)} Uwvc(c, Q)

Korrekte Software 9 [26] Y

Beispiel: das Fakultatsprogramm

» In der Praxis sind Vorbedingung gegeben, und nur die
Verifikationsbedingungen relevant.

» Sei F das annotierte Fakultitsprogramm:

v //{0<n}

2 p= 1;

3 ¢c= 1;

4+ while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!Ac—1<n}*
s {p=p *c;

6 c=c+ 1;

T}

s 1/ {p=nl}

» Berechnung der Verifikationsbedingungen zur Nachbedingung.
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Notation fiir Verifikationsbedingungen

v //{0<n}

2 p= 1;

3 c=

4+ while (c <=n) //**inv{p=(c—1)Ac—1<n};*/
s {p=p *c;

6 c=c+1

T}

o /) {p=nl}

6|p=(c+1)=1)NA((c+1)=1)<n
5|pxc=((c+1)-1)IA((c—1)+1)<n
4lp=(c—1)Ac—=1<n
3lp=(1-1)A(1-1)<n
201=(1-1A(1-1)<n
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Notation fiir Verifikationsbedingungen

v //{0<n}
2 p=1;
3 o= 1
4+ while (c <=n) //**inv{p=(c—1)Ac—1<n}; */
s {p=p *c;
6 c=c+ 1;
T}
o //{p=nt}
WVC 6,5|0
41 (p=(c—1)Ac—1<nAc<n—
pxn=(c—1)IANc—1<nAc<n)
ANp=(c—1IAc—-1<nA—(c<n)—
p=n!
3,2|0
1{0<n—1=(1-1)A(1-1)<n
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Vereinfachung von Verifikationsbedingungen

Wir nehmen folgende strukturellen Vereinfachungen an den
generierten Verifikationsbedingungen vor:

@ Auswertung konstanter arithmetischer Ausdriicke, einfache
arithmetische Gesetze

> Bsp. (x+1)—1~x,1-1~0
® Normalisierung der Relationen (zu <, <, =, #) und Vereinfachung
» Bsp: (x <y)w x>y y<x

© Konjunktionen in der Konklusion werden zu einzelnen
Verifikationsbedingungen

> Bsp: AANAANA3 — PAQ~ ALANAIANA3 — P,AINAYANA3 — Q

O Alle Bedingungen mit einer Pramisse false oder einer Konklusion true
sind trivial erfiillt.
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Arbeitsblatt 8.1: Jetzt seid ihr dran!

//{0<nAn=N}
B

1
2 p= 0;
3 while (n>0) //**inv {p=sum(n+1,N);}*/
« {p=p+n;
5
6
7

n n— 1;
}
// {p=sum(1,N)}
0 falls i > j
i+sum(i+1,j) sonst
» Berechnet die AWP fiir die Zeilen 5,4,3,2
» Berechnet die WVC fiir die Zeilen 5,4,3,2,1

» Sei ¢ obiges Programm: Berechnet

» Wobei gilt: sum(i,j) = {

WVC({0 < nAn=N}c{p=sum(l,N)})
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Jetzt seid ihr dran!

1 //{0<nAn=N}
2 p= 0;
3 while (n>0) //**inv {p=sum(n+1,N);}*/
s {p=p+n;
5 n=n-—1;
s}
+ /) = sum(1, N)}
AWP 5| p =sum((n—1)+1,N)
4| p+n=sum((n—1)+1,N)
3| p=sum(n+1,N)
2| 0=sum(n+1,N)
WVC 5 |0
410
3| {(p=sum(n+1,N)An>0) — p+n=sum((n—1)+1,N),
(p=sum(n+1,N)A—=(n>0)) — p=sum(l,N)}
210U(3)
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Jetzt seid ihr dran!

1 //{0<nAn=N}

2 p= 0;

3 while (n>0) //**inv{0<nAn<NAp=sum(n+1,N);}*/ {
i« p=p+n;

5 n=n-—1;

6

7

}
// {p = sum(1, N)}

AWP 5| 0<(n—=1)A(n—1) < NAp=sum((n—1)+1,N)
410<(n—1)A(—-1)<NAp+n=sum((n—1)+1,N)
3/0<nAn<NAp=sum(n+1,N)
210<nAn<NAO=sum(n+1,N)

WVC 5,4 | 0
31{(0<nAn<NAp=sum(n+1,N)An>0)
— (0<(n=1)A(n—=1) < NAp+n=sum((n—1)+1,N)),
(n>0An< NAp=sum(n+1,N)A=(n>0)) — p=sum(l, N)}
2| 0uU(3)

kordVGHIQ.S nAn= N} c{p=sum(1,N)}) 26] 1Y

={{(0<nAn=N)— (0<nAn<NAO=sum(n+1,N))}U(3)
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Weiteres Beispiel: Maximales Element

1 //{0<n}
2 i= 0;
3 r=0;
wlisr)
4 while (il=n) //**inv{(Vj0<j<i—alj]<a[r])A0<r<i}*/
s { if (a'[r] < ali]) {
6 r=i;
7 else { }
8 i= i+1;
o //{(Vji.0<j<n —a[]<a[r])A0<r< n}
e(n,r)
AWP 8| o(i+1,r)
71 0(i+1,r)
6| o(i+1,i)
5| (alr] <alil Ag(i+1,0) v (=(alr] < ali]) Ap(i+1,r))
4 e(irr)
31 (i,0)
2| ¢(0,0)
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Weiteres Beispiel: Maximales Element

1 // {0<n}
2 i= 0;
3 r= 0;
#(isr)
) /7% inv {(1.0<j<i—all <al) AO<r<I}*

ali]) {

=c
A >

i= i+1; }
[/ A(v.0<j<n—a[] <a[r)AO<r<n}

w(n,r)

» Sehr lange Verifikationsbedingungen (u.a. wegen Fallunterscheidung)

» Wie koénnen wir das beheben?
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Weiteres Beispiel: Maximales Element

1 //{0<n}
2 i= 0;
3 r= 0;

@(isr)
4+ while (il=n) //**inv{(Vj,0<j<i—a[]<alr])AO<r<i}*
s { if (a-r < ali]) {

: elsr; 2}

8 i= i+1;

o //{(V.0<j<n—>al] <alA)AO< r < n}
w(n,r)

WvVvC

8,7,6,5 |0

41 (e(i,r)Ni#n)—
(311 < ali] A (i +1,0) v (~(alF] < alil) A (i +1,7))
gp(h ) A=(i # n)) — @(n,r)
3,2
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Spracherweiterung: Explizite Spezifikationen
» Erweiterung der Sprache CO um Invarianten fiir Schleifen und explizite
Zusicherung
Assn a = ... — Zusicherungen
Stmt c := [=e|c;|{}]if(b) c else o
| while (b) //#x inv ax/ c
| /) {a} +/
» Zusicherungen haben keine Semantik (Kommentar!), sondern
erzwingen eine neue Vorbedingung.

» Dazu vereinfachte Regel fiir Fallunterscheidung:
awp(if (b) ¢y else c1, P) £ (b A awp(co, P)) V (=b A awp(cy, P))
Wenn awp(cp, P) = b A Py, awp(ci, P) = —b A Py, dann gilt

(BABAPY)V (=bA=bAPy) = (bAPy)V(=bAPy) = (bV=b)APy = Py
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Uberblick: Approximative schwichste Vorbedingung
awp({},P) = P
awp(l = e, P) £ Ple/x] (Genauer: Folie 24 letzte VL
awp(ct; @2, P) = awp(cy, awp(cz, P))
Q@ wenn awp(c,P) =bAQ,
awp(c1, P) =-bAQ
awp(if (b) o else ¢, P) = (b Aawp(co, P))V (=b A awp(cy, P))
awp(//+x{aq} «/,P) = q
awp(while (b) //xx inv i %/ c,P) = i
we({},P) € 9
wee(l=e,P) ¥ ¢
wve(er; e, P) = wve(er, awp(ep, P)) Uwve(cy, P)
wvc(if (b) co else c1, P) wvc(co, P) Uwvc(cy, P)
wve(//+{q} «/,P) = {q— P}
wvc(while (b) //+ inv i +/ ¢,P) £ wve(c,)U{i A b — awp(c, i)}
U{in-b—s P}
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awp(if (b) o else ¢y, P)

Maximales Element mit Zusicherung

v //{0<n}

2 i= 0;

3 r= 0;

4 while (i!=n) //*inv{(Vj0<j<i—a[j]<a[r])A0O<r<n}*
s { if (a[r] < a[i]) {
6 //{Vlj..O}gj<i—)a[/]ga[r]/\0§r<n/\a[r]<a[i]}*/

8 else_ {v

9 J/{Vj.0<j<i— a[j]<a[r] A0 < r<nA—(alr] < ali])} */

1 i= i+1; }
v [/ {(Vji.0<j<n—aj] <a[r])AO<r<n}
AWP 11| o(i+1,r) 5| (i, r)
9@, r)n=(alrl <alil) 4 ]e(ir)
7| e(i+1,10) 3| ¢(i,0)
6 | @(i,r) Aalr] < ali] 2| ¢(0,0)
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Maximales Element mit Zusicherung

v //{0<n}
2 i= 0;

3 r=0;

4+ while (i!= n) //**inv{(Vj.0<j<i—a[j]<a[r])A0<r<n}*
s { if (a[r] < ali]) {

6 //{V.j40}§j<f*)a[j]ga[r]/\0§r<n/\a[r]<a[i]} */

; els; {'

9 J/{Yj.0<j<i— alj]<a[r] A0 < r<nA-(alr] < ali])} */

1 i= i1 )
v [/ {(Y.0<j<n—a[j] <a[r])AO<r<n}
wvcC 1l | ¢ 5| (e(i,r) A=(alr] < alil))
9 | (¢(i, r) A =(alr] < a[i])) —rp(i+1,r)
— p(i+1,r) (e(i,r) Aalr] < ali])
700 —s (i +1,i)
6 | (¢(i,r) Aalr] < ali])

— e(i+1,1)
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Maximales Element mit Zusicherung

v //{0<n}

2 i= 0;

3 r= 0;

4 while (i!=n) //*inv{(Vj0<j<i—a[j]<alr])AO<r<n}*
s { if (a[r] < a[i]) {
6 //{Vlj;0§j<i—)a[/]ga[r]/\0§r<n/\a[r]<a[i]}*/

8 else_ ~{v

9 J/{Vj.0<j<i— a[j]<a[r]A0< r<nA—(alr] < a[i])} */

1 i= i+1; }
2 [/ {(Vj.0<j<n—aj] <a[r])A0<r<n}
WVC 4| (5)

((isr) Ni#n) — o(i+1,r)
(p(i,r) A=(i # n)) — w(n,r)
3,20
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Maximales Element mit Zusicherung

v //{0<n}
> i= 0;

3 r= 0;

4 while (il=n) //**inv{(Vj.0<j<i—a[j]<alr])A0<r<n}*
s {if (a[r] < ali]) {

6 //{V_j.0§j<i*>a[j]ga[r]/\0§r<n/\a[r]<a[i]}*/

; els:;Y

{/{Vj.0§j<i—>a[j]ga[r]/\0§r<n/\ﬁ(a[r]<a[i])} */

1 i= i+1;
2 [/ {(Vj.0<j<n—a]j]<a[r])A0<r<n}

» Explizite Zusicherungen verkleinern Verifikationsbedingung
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Zusammenfassung

» Die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils lassen sich, weitgehend
schematisch, riickwarts (vom Ende her) anwenden — nur Schleifen
machen Probleme.

» Wir annotieren daher die Invarianten an Schleifen, und kénnen dann

die schwachste Vorbedingung und Verifikationsbedingungen
automatisch berechnen.

» Dabei sind die Verifikationsbedingungen das Interessante.
» Um die Verifikationsbedingungen zu vereinfachen fithren wir explizite

Zusicherungen in CO ein

» Die Generierung von Verifikationsbedingungen korrespondiert zur
relativen Vollstandigkeit der Floyd-Hoare-Logik.

» Warum eigentlich immer riickwarts?
Jetzt gleich. ..
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Korrekte Software: Grundlagen und Methoden

Vorlesung 9 vom 16.06.20

Vorwarts mit Floyd und Hoare

Serge Autexier, Christoph Lith
Universitat Bremen

Sommersemester 2020

13:55:56 2020-07-14 1[30] =Y

Feedback Online-Lehre

» Was kann besser werden?
> Aufgezeichnete Vorlesungen?
> Lesematerial /"“Flipped Classroom"?
> Andere Formen der Gruppenarbeit?
> Was ist gut/schlecht an Zoom?
» Technische Probleme?
> Funktionalitat?

» Break-Out Rooms?

» Was wollen wir dndern?
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Fahrplan
Einfiihrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil

Invarianten und die Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
Strukturierte Datentypen

Verifikationsbedingungen

Vorwarts mit Floyd und Hoare

Modellierung

Spezifikation von Funktionen

VVYYVYVYVYVVYVYVY VY

Referenzen und Speichermodelle
Ausblick und Riickblick

v
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Idee

» Hier ist ein einfaches Programm:
[/ AX=xAY =y}

=

Yy
/X =xNY =2z}

y = x;
/] (X=ynY=2)

JX=yAY =x}

» Wir haben gesehen:
@ Die Verifikation erfolgt riickwarts (von hinten nach vorne).

@® Die Verifikation kann berechnet werden.

» Muss das riickwarts sein? Warum nicht vorwarts? Was ist der Vorteil?
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Nachteile der Riickwartsberechnung

Errechnete Vorbedingung (AWP)
[ (al3] = 7)[5/21]
. // 400 Zeilen, die » Kann nicht vereinfacht werden,
weil wir nicht wissen, ob i # 3
é[ = 5, > AWP wird sehr groB.
// {a[3] =7} » Das Problem waéchst mit der
Lange der Programme.

. // i nicht verandern
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Der Floyd-Hoare-Kalkiil
Vorwarts
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Regelanwendung riickwarts

» Um Regel riickwarts anwenden zu kénnen:

@ Nachbedingung der Konklusion muss offene Variable sein

@ Alle Vorbedingungen der Pramissen missen disjunkte, offen Variablen
sein

© Gegenbeispiele: while-Regel, if-Regel
» Um Regeln vorwarts anwenden zu kdnnen:

@ Vorbedingung der Konklusion muss offene Variable seinM

@ Alle Nachbedingungen der Pramissen miissen disjunkte, offene Variablen
sein.

© Gegenbeispiele: . ..
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Vorwartsanwendung der Regeln

» Zuweisungsregel kann nicht vorwarts angewandt werden, weil die
Vorbedingung keine offene Variable ist:

F{Ple/x]} x = e{P}

> Andere Regeln passen bis auf if-Regel (keine disjunkten Variablen)

F{AA b} {B} F{AA=b}c {B}

F{AH}H{A} F{A}if (b) ¢ else ¢ {B}
F{Ala{B} F{Bla{C} F{Anb}c{A}
F{A}a:e{C} F {A} while (b) c {AA-b}

A=A F{A}c{B} B=B8
F{A}c{B"}
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If-Regel Vorwarts

» Abgeleitete If-Regel:

)‘{A/\b}Co{Bl} )—{A/\‘\b}cl {Bz}
= {A} if (b) ¢ else ¢; {B1V By}

» Durch Verkettung der If-Regel mit Weakening: By = B1 V B>
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Zuweisungsregel Vorwarts

> Alternative Zuweisungsregel (nach Floyd):

V & F/P)
F{P}x=e{3V.P[V/x] Ax =e[V/x]} J

» FV(P) sind die freien Variablen in P.

> Jetzt ist die Vorbedingung offen — Regel kann vorwarts angewandt

Arbeitsblatt 9.1: Das Leben mit Quantor

» Was bedeutet 3V.P?

» Die Formel ist wahr, wenn es irgendeinen Wert t fir V gibt, so dass
P[t/V] wahr ist.

» Was bedeutet VV.P?

» Die Formel ist wahr, wenn fir alle Werte t fiir V' P[t/V] wahr ist.

» Sind folgende Formeln wahr (fiir x, y € Z)? (Finde Gegenbeispiele oder

Zeugen)
Ix.x <7 Ix.x <3AXx>7 Ix.x<7TVx<3
Jydx.x+3=y Vxdy.xxy =3 IxVy.x*xy >1
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werden
> Ist keine abgeleitete Regel — muss als korrekt bewiesen werden
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Vorwartsverkettung
V & FUP)
F{P}x =e{3V.P[V/x]Ax =e[V/x]}

//{0<x}

X= 2xy;

/] {3Vi.0< Vi Ax =2y}

x= x+1;

/] {3Va.(BV4.0 S Vi Ax =2 y)[Va/x] A x = (x + 1)[Va/x]}
» Vereinfachung der letzten Nachbedingung:

IVo.(AVI0 S VIAX =2 y)[Vo/x] Ax = (x +1)[Va/xX]
= IV (A0S VIAVa=2-y)Ax= Vo +1
= AL A0S ViAX=Vad 1AV =2y
<~ IVI.0<ViAx=2-y+1
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Regeln der Vorwartsverkettung

Eigenschaften des Existenzquantors:

PIVINV =t= P[t/VIAV =t (

IV.PVIAV =t = P[t/V] (2

wenn V & FV(Q) dann (AV.P)A Q<= 3V.PAQ (
wenn V & FV(P) dann 3V.P = P (4

Damit gelten folgende Regeln bei der Vorwartsverkettung:
@ Wenn x nicht in Vorbedingung auftritt, dann P[V//x] = P.

® Wenn x nicht in rechter Seite e auftritt, dann e[V//x] = e.

© Wenn beides der Fall ist, kann der Existenzquantor wegfallen (4)
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Beispiel Vorwadrtsverkettung

/] {a<b}

a= b+a;

// {3a1.(a < b)[ar/a] Aa = (b+ a)[ar/a]}

// {3ai.a1 <bAa=b+a}

b= 3xa+b;

// {3b1.(3ar.a1 < bAa=b+ay)[bi/b] A b= (3a+ b)[b1/b]}

// {3b13ar.a1 < by ANa=by+aAb=3a+ b}

a= b— 2xa;

//{3a.(3bFa1. a1 < by ANa= by + a1 Ab=3a+ by)[ar/a] A a= (b—2a)[ax/a]}
// {3a3b3a1.a1 < bt ANap=bi+aAb=3a+ b Na=b—2a}
// {3a3b13a1.a1 < by Ab=3a+biAa=b—2a Aa,=b + ar}
/) {3h3Jar.a1 < by Ab=3(bi+a1))+ b Aa=b—2(b +a1)}

// {3b3ar.a1 < by Ab=3by+3a1+ b1 ANa=b—2b —2a)}

/) {3bFar.a1 <biAb=4b+3a1 ANa=b—2b —2a)}

// {3b13a1.a1 < by Ab=4by + 3a1 A a= (4by +3a1) — 2by — 2a1)}
// {3bi3a1.a1 < by Ab=4by+3a1 ANa=2b + a1}
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Arbeitsblatt 9.2: Vorwiartsverkettung

Gegeben folgendes Programm. Berechnet die Vorwartsverkettung der
Vorbedingung

/] ix=Xny=Y}

X= X+y;

11 {778y

y= X=y;

/] {7}

X= X—y;

/1)

Was bewirkt das Programm?
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Vorwartsverkettung

» Vorwartsaxiom aquivalent zum Rickwartsaxiom.
» Vorteil: Vorbedingung bleibt kleiner
» Nachteil: in der Anwendung umstandlicher

» Vereinfachung benétigt Rechnungmit Existenzquantor

Zwischenfazit: Der Floyd-Hoare-Kalkiil ist symmetrisch

Es gibt zwei Zuweisungsregeln, eine fiir die Riickwartsanwendung von
Regeln, eine fiir die Vorwartsanwendung
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Vorwartsberechnung von
Verifikationsbedingungen

Starkste Nachbedingung

» Vorwartsberechnung von Verifikationsbedingungen: Nachbedingung
» Gegeben CO-Programm c, Pradikat P, dann ist

» sp(P, c) die starkste Nachbedingung Q so dass = {P} c{Q}

> Pradikat Q starker als Q" wenn @ = Q'.
» Semantische Charakterisierung:

Starkste Nachbedingung
Gegeben Zusicherung P € Assn und Programm ¢ € Stmt, dann

E{P}c{Q} < sp(P,c) = @

» Wie kénnen wir sp(P, c) berechnen?
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung

ap(P.{}) < P
asp(P,x =€) ¥ 3V.P[V/x] Ax = (e[V/x])

der

asp(P,c1;¢2) = asp(asp(P, c1), c2)
asp(P,if (b) ¢ else ¢1) ¥ asp(bA P,co)Vasp(—b A P,cr)
def
asp(P,//++{q} +/) = q

asp(P,while (b) //+x inv ix/c) = iA-b
sve(P{}) £ 0
sve(P,x=¢) & 0§
sve(P,c1;c2) = sve(P, c1) Usve(asp(P, c1), ¢2)
svc(P,if (b) o else ¢1) = svc(P A b, ) Usve(P A —b,cp)
sve(P, /[ {q} +/) = {P—aq}
svc(P,while (b) //+x inv i %/ c) = svc(iAb,c)U{P — i}
U{asp(i A b,c) — i}
sve({P}c{Q}) & {asp(P,c) — Q}Usvc(P,c)
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung

Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.
1 //{0<n)
2 = 1;
1/ asp, = (3.0 < nV/pl A p = (1[V/p)}
/] asp, ={0<nAp=1}
3 = 1;
/] asps = (3V.(0 < nAp=1)[V/c] Ac=(1V/c])}
/] asps ={0<nAp=1Ac=1}
4 while (c <=n) //*inv{p=(c—1)Ac—1<n}; */{
p=p % C;
/]
c=c+ 1;
//
7 )
/] aspy ={-(c<nmAp=(c—1)'Ac—1<n}

8 //{p=nl}
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Berechnung von Nachbedingungen
» Wir berechnen die approximative starkste Nachbedingung.
» Viele Klauseln sind dhnlich der schwéchsten Vorbedingung.
» Ausnahmen:
» While-Schleife: andere Verifikationsbedingungen
» If-Anweisung: Weakening eingebaut
» Zuweisung: Vorwartsregel
» Nach jeder Zuweisung Nachbedingung vereinfachen
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Beispiel: Fakultat
1 //{0<n}
2 p=1;
3 c=1;
4 while (c <=n) //**inv{p=(c—1)Ac—1<n};*/
5 p=p*c;
6 c=c¢c+ 1;
7}
8 //{p=nl}
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Fakultat: Verifikationsbedingungen
Notation: svc, = in Zeile x generierte Verifikationsbedingung
1 //{0<n}
2 p=1;
/] sve; =0
3 = 1;
// sves =0
4 while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!Ac—1<n} */{
5 p=p*xc;
// sves =0
6 c=c+ 1;
/] svcg =0
[
// svea ={asp; = (p=(c—1)!'Ac—1<n),aspg = (p=(c—1)!A
c—1<n)}
8 //{p=nl}
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Beispiel: Fakultat, starkste Nachbedingung
Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

1 //{0<n)
2 p=1;
/] asp, ={0<nAp=1}
3 = 1;
/] asps ={0<nAp=1Ac=1}
4 while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!Ac—1<n};*/{
pP=1p % C;
[/ asps={3Va.(p=(c = 1)! A(c=1) < nAc < n)Vi/p] Ap=(p-c)[Vi/pl}
/] asps = {3Vi.(Mi=(c—1)!'A(c=1)<nAc<nAp=(Vi-c)}
/] asps ={c—1<nAc<nAp=(c—1)c}
6 c=c+ 1;
/] aspg={3Va.(c—1<nAc<nAp=(c—1)-c)[Vo/c]Ac=(c+1)[Vo/c]}
/) aspg={3Vo.(Vo—1<nAVo<nAp=(Vo—1)-Vo)Ac=(Voa+1)}
/] aspg ={c—2<nAc—1<nAp=(c—2) (c—1)}

7
/] aspy ={-(c<nmAp=(c—1)'Ac—1<n}
8 //{p=nl}
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Beispiel: Fakultat, Verifikationsbedingungen

Notation: svc, = in Zeile x generierte Verifikationsbedingung

L //{0<n}
2 p=1;
/] sve, =
c= 1;
// sves =0

4 while (c <=n) //**inv{p=(c—1)!Ac—1<n}; */{
5 p=p*c;

// sves =0
6 c=c+ 1;
/] svcg =0
!
/] sves = {asps = (p=(c—1)! Ac—1<n),
// asps = (p=(c— 1) Ac— 1< n)}
/] svaa={(0<nAp=1Ac=1)= (p=(c—1)Ac—1<n),
// (c—=2<nAc—=1<nAp=(c—2) (c—-1))
// = (p=(c—1)!'Ac—1<n)}
8 //{p=nl}
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SchlieBlich zu zeigen

sveg = {{aspg = p=n!} Usvas
={(p=(c-1)!Ac—-1<n&&—(c<=n))= p=nl},
O0<nAp=1rc=1)=(p=(c—1)!Ac—1<n),
(c=2<nAc—=1<nAp=(c—=2)(c—1))
= (p=(c—1)!Ac—-1<n)}
~ {true}
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Arbeitsblatt 9.3: Jetzt seid ihr dran!

Berechnet die starkste Nachbedingung und Verifikationsbedingungen fiir
die ganzzahlige Division:

1 /xx {0 < a} x/

2 r= a;

3 g= 0;

4 while (b<=r) /xx inv { a = bxqtr A 0 <=1 } %/ {

5 r= r—b;

6 g= q+1;

7

8 /xx { a=bxg+t r AO<r Ar<b} x/
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Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element

1 //{o<n}

2 i= 0;

3 r=0;

4 while (i!'= n)//**inv {(Vj.0<j<i—a[j]<a[r])A0<r<n}*
5 if (a[r] < ali]) {
6 r=i;

7

8 else {

9 }

10 i= i+1;

11

}
12 //{(V.0<j<n—aj]<a[r])AO<r<n}
» Problem: wir miissen u.a. zeigen

(FVi.(Vj.0<j<i—1— alj] < a[VA])A
i—l#nAaVi]<ali—-1Ar=i—-1)—0<r<n
Deshalb: Invariante verstarken!
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Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element
Verstirkte Invariante (und Schleifenbedingung):

1 //{0<n}

2 i= 0;

3 r=0;

4 while (i< n) //**inv (Vj.0<j<i— a[j] < a[r])

j.0
ANO<i<nAO<r<n x/ {

5 if (a[r] < ali]) {
6 r=i;

7

8 else {

9 }

10 i= i+1;

11

}
12 //{(¥.0<j<n—alj] <a[r])AO<r<n}

(IVi.(Vj.0<j<i—1— a[j] < a[Vi])A
0<i—-l<nAaV]<ali-1]Ar=i—1)—0<r<n
Lauft!
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Zusammenfassung
» Die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils sind symmetrisch: die
Zuweisungsregel gibt es"riickwarts” und “vorwarts".

» Dual zu Beweis und Verifikationsbedingung riickwarts gibt es Regel
und Verifkationsbedingungen vorwarts.

» Bis auf die Invarianten an Schleifen kénnen wir Korrektheit
automatisch prifen.

» Kern der Vorwartsberechnung ist die Zuweisungsregel nach Floyd.

» Vorwartsberechnung erzeugt kleinere Terme, ist aber umstandlicher zu
handhaben.

» Riickwartsberechnung ist einfacher zu handhaben, erzeugt aber
(tendenziell sehr) groBe Terme.
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Korrekte Software: Grundlagen und Methoden

Vorlesung 10 vom 23.06.20
Modellierung und Spezifikation

Serge Autexier, Christoph Lith
Universitat Bremen

Sommersemester 2020

Fahrplan
Einfithrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil

Invarianten und die Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils

>

>

>

>

>

>

» Strukturierte Datentypen
» Verifikationsbedingungen

» Vorwarts mit Floyd und Hoare
> Modellierung

» Spezifikation von Funktionen

» Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Rickblick
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Beispiel: Sortierte Felder

» Wie formulieren wir, dass ein Array sortiert ist? Ggf. bis zu einem
bestimmten Punkt n sortiert ist?

int a[8];
/) AVj.0<j<n<8.al]<alj+1]}

» Alternativ wiirden man auch gerne ein Pradikat definieren kénnen

//{Va. sorted(a,0) <— true}
//{VaVi.i >0 — (sorted(a, i + 1) +— (a[i] < a[i + 1] A sorted(a, i)))}

» ...und damit beweisen dass:

//{VaVn.sorted(a,n) — Vi, j.0 <i < j<n— a[i] < a[j]}
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Beispiel: Suche nach dem maximalen Element
1 // {0<n}
> i= 0;
s r= 0;
4+ while (i< n) {
5 if (a[r] < ali]) {
3 =R
7
8 else {
o }
o i= i+1;
1 /) AV 0<j<i—alj]<alr])A0<i<nAO0<r<n}
2
s //{(Vj.0<j<n—a[j]<a[r])A0<r<n}
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Generelles Problem: Modellbildung
Modell ist abstrakte
Reprasentation:

Source code » Verhalten des Programmes

= 0; 2 kann kiirzer beschrieben

while (i< n) werden

?=[|],:1| - » Einfachere Beweise
}

Modell ist treue

% Reprasentation:

» Eigenschaften des

Was brauchen wir?

> Expressive logische Sprache (Assn)

» Konzeptbildung auf der Modellebene
» Reichere Typen (bspw. Reprasentation von Feldern durch Listen)
» Mehr Funktionen (bspw. auf Listen)

» Beispiele:
> Separate Modellierungssprache, bspw. UML/OCL

» Modellierungskonzepte in der Annotationssprache (ACSL, JML)
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Executable Developer
Modelles gelten auch fiir
das Programm
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Modellierung von Typen: Integer
» Vereinfachung: int wird abgebildet auf Z
» Das kann sehr falsch sein
» Manchmal unerwartete Effekte
» Behebung: statisch auf Uberlauf priifen
» Nachteil: Plattformspezifisch
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Binare Suche

1 int binary_search(int val, int buf[], unsigned len)
2
{
3 // {0 < len}
4 int low, high, mid, res;
5 low = 0; high = len;
6 while (low < high) {
7 mid= (low+ high)/2;
8 if (buf[mid] < val)
9 low = mid + 1;
10 else
1 high = mid;
12
13 if (low < len && buf[low] = val)
14 res= low;
15 else
16 res= —1;

17 /] { res # =1 — buf|res] = val A
res = —1 — Vj.0 < j < len — buf[j] # val
18 }
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Binare Suche, korrekt

1 int binary_search(int val, int buf[], unsigned len)
2
{
3 // {0 < len}
4 int low, high, mid, res;
5 low = 0; high = len;
6 while (low < high) {
7 mid= low+ (high—low)/2;
8 if (buf[mid] < val)
9 low = mid + 1;
10 else
1 high = mid;
12 }
13 if (low < len && buf[low] = val)
14 res= low;
15 else
16 res= —1;

17 // { res #—1 — buf|res] = val A
res = —1 — Vj.0 < j < len — buf[j] # val

Typen: reelle Zahlen

» Vereinfachung: double wird abgebildet auf R
» Auch hier Fehler und unerwartete Effekte moglich:

» Kein Uberlauf, aber Rundungsfehler

> FlieBkommazahlen: Standard IEEE 754-2008

» Mogliche Abhilfe:

» Spezifikation der Abweichung von exakter (ideeller) Berechnung
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Typen: Felder

» Was reprasentiert Felder?
> Sequenzen (Listen)
» Modellierungssprache:

> Annotation + OCL
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reverse-in-place: die Invariante

Mathematisch:

{Vj0o<j<i—a[j]=bn—1—j]A
Vin—1—-i<j<n—a[j]=bn—1—j]A
Vjii<j<n-—1-i—a[j]=>b[j] }

18 }
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Typen: labelled records
» Passen gut zu Klassen (Klassendiagramme in der UML)
» Bis auf Methoden: impliziter Parameter self
» Werden nicht behandelt
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Ein langeres Beispiel: reverse in-place

1 i= 0;

2 /) {Vi0 <i<n—s afi] = bi]}

s while (i< n/2) {

. ) m

5 tmp= a[n—1-i];

6 a[n—1-i]= alil];

7 ali]= tmp;

8 i= i+1;

0}

w [/ AVj0<j<n—sai]=bln—1—i}
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Ein langeres Beispiel: reverse in-place

1 i= 0;

2 /) AVi0 <i<n—s afi] = b[i]}

3 while (i< n/2) {

s J){VO0< < i—salj]=bln—1—j]A
Vjin—1—i<j<n—al[j]=bln—-1—j]A
Vji<j<n—1—i—salj]=>b[] }

5 tmp= a[n—-1-i];

6 a[n—-1-i]= a[i];

7 ali]= tmp;

8 i= i+1;

o}

w [/ AVj0<j<n—sa[i]=bln—1—}

1Y

Korrekte Software 15 [36]

Korrekte Software 14 [36]

v

Arbeitsblatt 10.1: Jetzt seit ihr dran

» Berechnet die Beweisverpflichtungen aus der While-Schleife bei
reverse-in-place:
I'Ab— awp(c, /)

» Dazu berechnet ihr awp(c, /), mit
c=
tmp= a[n—1-i];
a[n-1-i]= a[i];
ali]= tmp;
i= i+1;
I={Vj0<j<i—a[j]=bln—1—jA
Vin—1—i<j<n—alj]=bn—1—j]A
Vjii<j<n-1-i—a[j]=0b[] }

» |hr braucht noch nichts zu beweisen. . .
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Vereinfacht mit Modellbildung

» seq(a, n) ist ein Feld der Lange n reprasentiert als Liste (Sequenz)
» Aktionen auf Sequenzen:

» :, [] — Listenkonstruktoren

> rev(a) — Reverse

» a[i: j] — Slicing (a la Python)

» ++4+ — Konkatenation
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Interaktion mit der Substitution

> set(a, i, v) ist der funktionale Update an Index i mit dem Wert v:

set([l, i, v) ==

set(a: as,0,v) ==v:as
i>0— set(a:as,i,v) == a:set(as,i —1,v)
i <0 — set(as,i,v) == as

> Damit ist
seq(a, n)[v/ali]] = set(seq(a, n),i,v)

Korrekte Software 18 [36]
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Reverse-in-Place mit Listen

1 i= 0;
2 /] {bs = seq(a, )}
3 while (i< n/2)
4 /*% inv  as =seq(a,n) =
rev(as[n — i : n])+-+as[i : n— i]++rev(as[0: i]) = bs
s R
6 tmp= a[n—1-i];
7 a[n—i—1]= a[il];
8 ali]= tmp;
9 i= i+1;

u // {as = seq(a, n) => rev(as) = bs}

» Damit vereinfachte VCs und vereinfachter Beweis.
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Arbeitsblatt 10.2: Beweise mit Listen

» Beweist durch strukturelle Induktion auf Sequenzen:

rev(as++bs) == rev(bs)++ rev(as)

» Strukturelle Induktion heiBt:
© Induktionsbasis: zeige Aussage fiir as 2 [].

@ Induktionsschritt: Annahme der Aussage, zeige Aussage fiir as “a:as

» Beweis durch Umformung, Anwendung der Gleichungen fir rev, ++

rev([l) ==
rev(x : xs) == rev(xs)++[x]
[++ys==ys

(x : xs)++ys == x : (xs++ys)

Fazit

» Die Abstraktion erméglicht wesentlich kiirzere Vorbedingungen und
Verifikationsbedingungen.

» Die Beweise auf Ebene der Listen sind wesentlich einfacher.

» Die Theorie der Listen ist wesentlich reicher.
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Was brauchen wir?

» Definiere Terme als Variablen und Funktionen besimmter Stelligkeit

» Definiere Literale und Formeln

» Interpretation von Formeln

» mit und ohne Programmvariablen

Korrekte Software 23 [36] Rl v
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Formelsprache mit Quantoren
» Wir brauchen Programmausdriicken wie Aexp
» Wir miissen neue Funktionen verwenden kénnen
> Etwa eine Fakultatsfunkion
» Wir miissen neue Pradikate definieren kénnen
> rev, ++, sorted, ...
» Wir missen Formeln bilden kénnen
> Analog zu Bexp
> Zusitzlich mit Implikation —, Aquivalenz +—
» Zusatzlich Quantoren (iber logische Variablen wie in
(Vj.0<j<n— P[)APN —Vj.0<j<n+1— P[]
Vi.i >0 — (sorted(a, i+ 1) «— (a[i] < a[i + 1] A sorted(a, i)))
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Zusicherungen (Assertions)
» Erweiterung von Aexp and Bexp durch
V4

>
» Funktionen und Pradikate selbst definieren
>

> Logische Variablen Var vi=N,MLUV, XY,

Implikation, Aquivalenzen, Quantoren by — by, by < by,¥v. b, 3v. b

» Formal:
Lexp /== Idt| /[a] | /.\dt
Aexpv a:= Z|Idt|Var|C | Lexp
|ar+a|ar—a| a1 xa

| fer,..., en)
Assn b ::= 1|0‘311132‘21!132|31<:az
[1b] by && b2 | by || by
| by — by ‘ by «— by \p(el,...,e,,)
[Wv.b|3v.b
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Die bisherigen Funktionen

Die bisherigen Funktionen selbst definiert:

n! == factorial(n)
i <0 — factorial(i) == 1
i > 0 — factorial(i) == i - factorial (i — 1)

b
Zi == sum(a, b)
i=a

a>b— sum(a,b) ==
a<=b—> sum(a,b) == a+sum(a+1,b)

Kombination aus eingebautem syntaktische Zucker und eigenen
Definitionen.
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Ein Zoo von Logiken

» Das grundlegende Dilemma:

Entscheidbarkeit «———> Ausdrucksmachtigkeit

» Der Logik-Zoo:
Entscheidbar  Vollstandig

Aussagenlogik (OPL) v v (AAB)VC
Pressburger Arithmetik v v n<x—n+a<x+a
Pradikatenlogik (PL) X vV Yx.dy.x=y
Peano-Arithmetik X X n-0=0
PL mit Ind. & Fkt. X X Z3
Pradikatenlogik 2. Stufe X X VP.P(0) — Vn.P(n)
Logik héherer Stufe (HOL) X X Haskell

» Auswahl der Logik: Kompromiss (sweet spot)
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Erfiillung von Zusicherungen

» Wann gilt eine Zusicherung b € Assn in einem Zustand o7
> Auswertung (denotationale Semantik) ergibt true
> Belegung der logischen Variablen: / : Var — (Z U C U Array)
» Semantik von b unter der Belegung /:
[vv.bls, = {(o, true) | fiir alle i € Z gilt (o, true) € [b]11/*]}
U {(o, false) | fir ein i € Z gilt (o, false) € [[b]]IB[iV/V]}
[Bv.blk, = {(o, true) | fir ein i € Z gilt (o, true) € [[b]]gfl/vl}
U {(o, false) | fir alle i € Z gilt (o, false) € [[b]]’B[';,/V]}

Analog fiir andere Typen.
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Formeln ohne Programmvariablen, ohne Arrays,

ohne Strukturen
» Eine Formel b € Assn ist pur, wenn sie weder Programmvariablen,

noch Strukturen, noch Felder enthilt (also keine Teilterme aus Lexp
und Idt.

» Eine Formel ist geschlossen, wenn sie pur ist und keine freien logischen
Variablen enthalt.

» Sei Assn® C Assn die Menge der geschlossenen Formeln
Lemma

Fiir eine geschlossene Formel b ist der Wahrheitswert [b]%, (o) von b
unabhangig von | und o.

» Sei I eine endliche Menge von Formeln, dann definieren wir

Ar [ A nby firalle b e 0
) true falls T =0
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Die bisherigen Funktionen

> Zﬁ’:a e, Hf’:ae benétigen Funktionen hdherer Ordnung und
anonyme Funktionen:

> Ganz allgemein:

a<b—a..bj==a:[a+1..b]
a>b—a..b]==]]

foldI(f, ¢, a : as) == foldI(f, f(c, a), as)
foldI(f,c,[]) == ¢

i e(i) == foldl(Axi.x + e(i),0,[a.. b])

za
H e(i) == foldl(Axi.x - e(i),0,[a.. b])

=a
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Erfiillung von Zusicherungen

» Wann gilt eine Zusicherung b € Assn in einem Zustand o?
> Auswertung (denotationale Semantik) ergibt true
» Belegung der logischen Variablen: | : Var — (Z U C)

> Semantik von b unter der Belegung /: [b]%,, [a]'4,

[N = {(0,0(7) | (0.7) € [y i € Dom(o)}
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Erfiilltheit von Zusicherungen

Erfiilltheit von Zusicherungen

b € Assn ist in Zustand o mit Belegung / erfillt (o = b), gdw

IIb]IIBV(U) = true
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Erfiilltheit von Zusicherungen unter Kontext

Erfilltheit von Zusicherungen unter Kontext

Sei ' C Assn€® eine endliche Menge und b € Assn. Im Kontext [ ist b in
Zustand o mit Belegung / erfiillt (7,0 =/ b), gdw

[r— sz\/(J) = true
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Floyd-Hoare-Tripel mit Kontext

» Sei [ € Assn® und P, Q@ C Assn

Partielle Korrektheit unter Kontext (I = {P} c{Q})
c ist partiell korrekt, wenn fiir alle Zustande o und alle Belegungen /
die unter Kontext I' P erfiillen, gilt:

wenn die Ausfiihrung von ¢ mit o in ¢’ terminiert, dann erfiillen ¢’ und
| im Kontext I' auch Q.

M= {P}c{Q} <= VI.Vo.T,0 ' PAIS' . (0,0") € [cle = T,o' ' @
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Floyd-Hoare-Kalkiil mit Kontext

I+ {Ple/x]} x = e{P}

TH{AAb}c{B} TF{AA-b}c{B}

I+ {A}if (b) co else ¢ {B}

'+ {AAb}c{A}
I+ {A} while(b) c {A A —b}

Fr-{Ala{B} TFH{Bla{C}
M {Alc;{C}
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Floyd-Hoare-Kalkiil mit Kontext
r— (A — A) I+ {A}c{B} r—(B—=8)
I+ {A%}c{B'}

und es muss gezeigt werden fiir alle Zustande o und Belegungen | dass
I — (A" — A) wahr bzw. dass

IF— (A — Al (0) = true

» []5. (o) im Aligemeinen nicht berechenbar wegen

[¥zv.bls, = {(0, 1) | fir alle i € Z gilt (o,1) € [b] /"))
U{(0,0) | fiir ein i € Z gilt (0,0) € [b]5/")}

» Unvollstandigkeit der Pradiktenlogik
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Zusammenfassung

» Spezifikation erfordert Modellbildung
» Herangehensweisen:

» Modellbildung in der Annotation (“ghost-code”)

> Separate Modellierungssprache

» Erweiterung der Annotationssprache um logische Anteile

> Quantoren, Typen, Kontexte

» Problem: Unvollstandigkeit der Logik

Korrekte Software 36 [36]
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Invarianten und die Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
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» Strukturierte Datentypen
» Verifikationsbedingungen

» Vorwarts mit Floyd und Hoare
> Modellierung

» Spezifikation von Funktionen

» Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Rickblick
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Funktionen & Prozeduren

» Funktionen sind das zentrale Modularisierungskonzept von C

» Kleinste Einheit

» NB. Prozeduren sind nur Funktionen vom Typ void

» In objektorientierten Sprachen: Methoden

» Funktionen mit (implizitem) erstem Parameter this

» Wie behandeln wir Funktionen?

Korrekte Software 3052
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Beispiel: Reverse mittels Swap

int rev(int a[], int a_len) int swap(int a[], int i, int j)

[ pre {0 < a_len}; /xx pre {i<a_lenAj < a_len};
post {...}; x/
Y
int i;
int buf = af[j];
i alil = alil:
while (i< a_len/2) ali] = buf;
[xx inv {.. ) %/ }
return;
swap(a[], i, a_len—i);
i= i+1;
}

return;

Korrekte Software 4[52]

post {ali] = \old(alj]) A alj] = \old(a[i])}

Rl v

Beispiel: Rekursion

int factorial(int n)
[*% pre {n>0}
post {\result =n!} =/

if (n=0) return 1;

else return n * factorial(n—1);

}

Korrekte Software 5 [52]
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Modellierung und Spezifikation von Funktionen

Wir brauchen:

@ Von Anweisungen zu Funktionen: Deklarationen und Parameter
® Semantik von Funktionsdefinitionen

@ Spezifikation von Funktionsdefinitionen

O Beweisregeln fiir Funktionsdefinitionen

©® Semantik des Funktionsaufrufs

@ Beweisregeln fiir Funktionsaufrufe

Korrekte Software 6 [52]
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Von Anweisungen zu Funktionen

» Erweiterung unserer Kernsprache um Funktionsdefinition und
Deklarationen:
FunDef ::= FunHeader FunSpec™ Blk
FunHeader ::= Type Idt(Decl*)
Decl ::= Type Idt
Blk ::= {Decl* Stmt}
Type ::= char | int | Struct | Array
Struct ::= struct Idt’ {Decl"}
Array ::= Type Idt[Aexp]
» Abstrakte Syntax
» GroBe von Feldern: konstanter Ausdruck

» FunSpec wird spater erldutert

Korrekte Software 752
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Riickgaben

Neue Anweisungen: Return-Anweisung

Stmt su=l=e|c;c|{}|if(b) ca else o
| while (b) //++ inv P x/ c|//#x {P} %/

| return a’

Korrekte Software 8[52]
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Riickgabewerte

» Problem: return bricht sequentiellen Kontrollfluss:
if (x = 0) return —1;
y=y / x; // Wird nicht immer erreicht
» Losung 1: verbieten!
» MISRA-C (Guidelines for the use of the C language in critical systems):

Rule 14.7 (required)
A function shall have a single point of exit at the end of the function. J

» Nicht immer moglich, uniibersichtlicher Code ...

> Loésung 2: Erweiterung der Semantik von ¥ = Y zu ¥ —= (X + X x V)

Korrekte Software 9 [52] Rl v

Semantik von Anweisungen
[Jc:Stmt— X —~ (XUX xVy)

[x = ele ={(e,0la/N) | (0,]) € [x]z, (0, 2) € [e] a}
[e1; e2le = [e2le os [eile  Komposition wie oben
[{ He = 1ds Ids :={(0,0)|c € T}
[if (b) co else ci]c = {(a.p) | (o, true) € [b]s A (0. p') € [colc}
U{(o. )| (0 fase) € [b1s A () € [etle}
mit ) €TUL x Vi
[return e]c = {(0,(0,3)) | (0, a) € [e]a}

[return]c = {(o, (0, ¥))}

[while (b) c]¢ = fix(T")

(W)= {(0,0) | (0. true) € [bls A (0,0) € ¥ 05 [c]c}
U{(0,0) | (0 false) € [bs}

Korrekte Software 11 [52] Rl v

Semantik von Funktionsdefinitionen

[1p, : FunDef - V" =~ ¥ —~ ¥ x Vy

Das Denotat einer Funktion ist eine Anweisung, die iiber den
tatsachlichen Werten fiir die Funktionsargumente parametriert ist.

[f(t1 p1,t2 p2,...,tn pn) blklDyV1s ... Ve =
{(Jv (le V)) ‘ (J[Vl/Ph ceey Vn/Pn], (0'/7 V)) € Db/kﬂb/k]]}}

» Die Funktionsargumente sind lokale Deklarationen, die mit den
Aufrufwerten initialisiert werden.

» Insbesondere kénnen sie lokal in der Funktion verandert werden.

Erweiterte Semantik
» Denotat einer Anweisung: ¥ — (ZUX x V) ¥ = (XUX x Vy)
» Abbildung von Ausgangszustand ¥ auf:

» Sequentieller Folgezustand, oder
» Riickgabewert und Riickgabezustand;
> ¥ und ¥ x V sind disjunkt.

> Was ist mit void?
> Erweiterte Werte: Vy &V + {}

» Komposition zweier Anweisungen f,g: ¥ — (ZUX x Vy):
w fe(e) f(o) =0
gosf(o)= {(a’ﬁv) (o) = (o', v)
> Und als Mengen/partielle Funktionen formuliert:

gosf={(0,p) | (0,0") efn(o'p) € g}
U{(o.(o",v)) | (o,(",v)) € £}

Korrekte Software 10 [52] =19

Arbeitsblatt 11.1: Jetzt seid ihr mal dran. ..

» Berechnet die Denotate der folgenden Programme:

>
[x =3;x=4]c =[x =4]c os [x = 3]¢
= {(0,0[4/x])} 05 {(0,0[3/x])}
= {(o,0[4/x])}
>

[x = 3;return x; x = 4]¢c = [x = 4]c os ([return x]¢ os [x = 3]c)
={(o,0[4/x])}os
({(o.(0.2)) | (0. 2) € [x]a} o5 {(0, [3/x]

)
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Spezifikation von Funktionen

» Wir spezifizieren Funktionen durch Vor- und Nachbedingungen
» Ahnlich den Hoare-Tripeln, aber vereinfachte Syntax
» Behavioural specification, angelehnt an JML, OCL, ACSL (Frama-C)

» Syntaktisch:

FunSpec ::= /** pre Assn post Assn */

Vorzustand
~~
Vorbedingung pre sp; ¥y —B
Nachbedingung post sp; Y x (X xVy) — B

Vorzustand  Nachzustand und Return-Wert

Wert von e im Vorzustand

\old(e)

\result  Riickgabewert der Funktion

Korrekte Software 15 [52] Rl v

={(o,0[4/x])} os ({(0, (0, 0(x)))} o5 {(o,[3/x])})
= {(0,0[4/x])} o5 {(0, (c[3/x], o[3/x1(x)))}
3
={(0,(o[3/x],3))}
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Semantik von Blécken und Deklarationen
Blocke bestehen aus Deklarationen und einer Anweisung.
Dblk|[~]l :Blk - X — (Z X Vu)
Dyl decls stmts] = {(, (o', v)) | (0, (c", v)) € [stmts]c}
» Von [stmts]¢c sind nur Riickgabezustande interessant.
» Kein ,fall-through"
» Was passiert ohne return am Ende?
> Keine Initialisierungen, Deklarationen haben (noch) keine Semantik.
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Beispiel: Fakultat
int fac(int n)
/*% pre {0 < n};
post {\result == nl};
*/
{
int p;
int c;
p= 1;
c= 1;
while (c<=n) /xx inv {p==(c—1)lAc<n+1A0<c} x/ {
p= p*c;
c= c+1;
}
return p;
}
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Beispiel: Suche

int findmax(int a[], int a_len)
/*x pre {\array(a,a_len) N0 < a_len};
post {Vi.0 <i<a_len — a[i] < \result}; x/
int x; int j;
x= INT_MIN; j= 0;
while (j< a_len)
[x% inv {(Vi.0<i<j—ali]<x)Aj<a_len}; x/

{
if (a[j]> x) x=al[jl;
j=j+L

return x;
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Ziel: Giiltigkeit von Spezifikationen

> Ziel ist eine Semantik von Spezifikationen Bgy[.] zu definieren, um
damit semantische Giiltigkeit zu definieren:

pre p post q = fd
= Vvi,..., V. [fd]py T vi... v, € Bspllpre p post q] I

» [ enthilt globale Definitionen, insbesondere andere Funktionen.

> Warum?
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Beispiel: Rekursion

int factorial(int n)
/%% pre {n>0}
post {\result =n!} x/

int x;
if (n=0) return 1;
else {

x = factorial (n—1);
return n *x Xx;
}

}

Beispiel: Suche

int findmax(int a[], int a_len)
/% pre {0 < a_len};
post {\result = max(seq(a,a_len))}; =/
int x; int j;
x= INT_MIN; j= 0;
while (j< a_len)
/#% inv {j >0 — x = max(seq(a,j)) Aj < a_len}; x/

{
if (a[j]> x) x=al[jl];
j= j+1;

return x;
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Beispiel: Reverse mittels Swap

int rev(int a[], int a_len) int swap(int a[], int i, int j)
/** pre {0< a_len}; /*% pre {i<a_lenAj< a_len};
post {...}; x/ post {a[i] = \old(a[j]) A a[j] = \old(a[/])}
)
int i;

int buf = a[j];
i= 0; alj] = alil;

while (i< a_len/2) ali] buf;
[Hx inv {. ) x/ }
return;
swap(a[], i, a_len—i);
i= i+1;
}
return;
}
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Semantik von Spezifikationen
» Vorbedingung: Auswertung als [sp]g I tiber dem Vorzustand
» Nachbedingung: Erweiterung von [.]z und [.].4
» Ausdriicke kénnen in Vor- oder Nachzustand ausgewertet werden.
» \result kann nicht in Funktionen vom Typ void auftreten.
Bsp[] : Env — Assn — (X x (X x Vy)) —» B
Agpl] : Env — Aexpv — (X x (¥ x Vy)) = V
Bop[!b] T = {((0, (o', v)), true) | (v, (0", v)), false) € Bep[b]'}
U{((0 (0", v)), false) | (o (0", v)), true) € B[]}
Aplx] T = {((e, (0", v)), o' (x))}

By[\old(e)] T = {((e, (o', v)), b) | (o, b) € [e]5 T}
Asp[\old(e)] T = {((0 (¢, v)),a) | (0, a) € [e]a T}
Agp[\result] T = {((o, (¢, v)),v)}

Bs,[pre p post ] I ={(c, (¢, v)) | (o, true) € [p]s TA
(0, (0", v)), true) € Byy[q] T}
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Giiltigkeit von Spezifikationen
» Die Semantik von Spezifikationen erlaubt uns die Definition der
semantischen Giiltigkeit.

pre p post q = fd
= Vvi,..., V. [fd]py T vi... vy € Bspllpre p post q] T

» [ enthalt globale Definitionen, insbesondere andere Funktionen.

» Wie passt das zu den Hoare-Tripeln = {P} c {Q}?

» Wie beweisen wir das? Erweiterung des Hoare-Kalkiils

Korrekte Software 23 [52] 1Y
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Erweiterung des Floyd-Hoare-Kalkiils

|[.]Ic :Stmt —» X — (ZUZ XVU)
Hoare-Tripel: zusatzliche Spezifikation fiir Riickgabewert.
Partielle Korrektheit (= {P} c {Q|Qr})
c ist partiell korrekt, wenn fiir alle Zustande o, die P erfiillen:

» die Ausfiihrung von ¢ mit o in o’ regular terminiert, so dass o’ die
Spezifikation Q erfiillt,

» oder die Ausfiihrung von c in ¢/ mit dem Riickgabewert v terminiert, so dass
(o', v) die Riickgabespezifikation Qg erfillt.

= {P}c{QIQr} =
Vo. (o, true) € [Pls T = 30’.(0,0") € [c]e A ((0, (¢, %), true) € Bs,[Q] T
\
3o’ v. (0, (0, v)) € [c]e A ((0, (0", v)), true) € Bs,[Qr] T
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Erweiterung des Floyd-Hoare-Kalkiils: return

I {Q} return {P|Q} I {Q[e/ \result]} return e {P|Q}

» Bei return wird die Riickgabespezifikation @ zur Vorbedingung, die
regulare Nachfolgespezifikation wird ignoriert, da die Ausfiihrung von
return kein Nachfolgezustand hat.

» return ohne Argument darf nur bei einer Nachbedingung Q auftreten,
die kein \result enthalt.

> Bei return mit Argument ersetzt der Riickgabewert den \result in der
Riickgabespezifikation.
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Erweiterung des Floyd-Hoare-Kalkiils: Spezifikation

(TAP) = P'[x;/\old(x;)] Tt {P'}c{false|Q[\old(x;)/xi|}
I f(x1,...,xn)/** pre P post Q */ {ds c}

» Die Parameter x; werden in post Q per Konvention nur als x;
referenziert, aber es ist immer der Wert im Vorzustand gemeint
(eigentlich \old(x;)).

» Deswegen wird in Q im Hoare-Tripel ersetzt

» Variablen unterhalb von \old(.) werden bei der Substitution
(Zuweisungsregel) nicht ersetzt!

> \old(.) wird beim Weakening von der Vorbedingung P ersetzt

» Sequentielle Nachbedingung von c ist false
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Beispiel: Suche

int findmax(int a[], int a_len)
/+% pre {0 < a_len};
post {\result = max(seq(a,a_len))}; =/

(TAO0< a_len) => P'[a/ \old(a), a_len/ \old(a_len)]
I+ {P'} c {false| \result = max(seq(\old(a), \old(a_len)))}
It findmax(int a[], int a_len)
/** pre {0 < a_len}
post {\result = max(seq(a,a_len))}*/ {...}

» Wobei P’ noch Ausdriicke \old(a_/en) enthalten kann,

» die dann ersetzt werden zu a_len in P'[a/ \old(a), a_len/ \old(a_len)]
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Zusammenfassung: Erweiterter Floyd-Hoare-Kalkiil

Ir={P}ca{RIQr} TF{R}c{QIQr}
M= {P}a; e {Q|Qr}

I+ {PAb}c{P|Qr}
I={Qle/x]} I =e{Q|Qr} T+ {P} while (b) c{P A—b|Qr}
FTE{PAb}a{Q|Qr} TH{PA-b}c{QIQr}

M+ {P} if (b) 1 else CQ{QlQR}

(TAP)— P TH{P}c{QIR} TAQ)— Q@ (TAR)—R
I+ {P}c{Q|R}

rE{PY{3 {PIQr}
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Erweiterter Floyd-Hoare-Kalkiil 11

It {Q} return {P|Q} I+ {Q[e/ \result]} return e{P|Q}

(TAP) = P'[xj/\old(x;)] T+ {P'}c{false|Q[\old(x;)/xi|}
[ f(x1,...,%0)/** pre P post Q */ {ds c}
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Approximative schwachste Vorbedingung

» Erweiterung zu awp(l', ¢, Q, Qr) und wvc(l, ¢, Q, Qr) analog zu der
Erweiterung der Floyd-Hoare-Regeln.

> Es werden der Kontext I und eine Riickgabespezifikation Qg bendtigt.

» Es gilt:

J\wee(T.. Q. Qr) = T |- {awp(c. Q. Qr)} ¢ {QIQr} ]

» Berechnung von awp und wvc:

awp (T, F(x1, ..., x)/** pre P post Q */ {ds blk})%
awp(I, blk, false, Q[\old(x;)/xi])

wve(T, F(x1, .. ., xa)/** pre P post Q */ {ds blk})%
{(T' A P) = P'[x;/ \old(x;)]} Uwvc(I", bk, false, Q[\old(x;)/x])
M ETf = Vx, . xa (P, Q)]
P E awp(I”, blk, Q[\old(x;)/x], Q[\old(x;)/x])
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Approximative schwachste Vorbedingung (Revisited)

awp(l,{},Q.Qr) £ Q
awp(l,/=6,Q,Qr) £ Qle/]
awp(T,c1; 02, Q, Qr) £ awp(T, c1, awp(c2, @, Qr), Qr)
awp(l,if (b) ¢y else ¢, Q, Qr) (b A awp(T, co, Q, Qr))
V(=b Aawp(T, c1, Q, Qr))
awp(T, //+ {q} +/,Q,Qr) < q
awp(T, while (b) //=« inv i %/ ¢, Qr) Zi

def

1%

awp(l,return e, Q,Qr) = Qrle/ \result]
awp(F,return, Q, Qr) £ Qr
Korrekte Software 3152 —

Approximative Verifikationsbedingungen (Revisited)

g

0

0

wve(l, a1, awp(cz, Q, Qr), Qr)

U wve(l, o, Q, Qr)

wve(T,if (b) ¢ else &, Q,Qr) £ wve(l, c1, Q, Qr) Uwve(l, &, Q, Qr)
wve(T, /=« {q} #/,Q,Qr) & {TAg= Q}

wve(T, while (b) //++ inv i +/ ¢, Q, Qr) Zwve(T, ¢, i, Qr)

U{T AiAb= awp(l,c,i, QR

U{TAin—b= Q}

wve(l, {}, Q, Qr)
wve(T, /= e, Q, Qr)
wve(T, e1; ¢, Q, Qr)

g

g

a

wve(T,return e, Q,Qr) £ 0
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Beispiel: Fakultat

1 int fac(int n)
2 /+x pre 0 < n;

3 post \result — n!; x/

4

5 int p, c;

6 p= 1;

7 c= 1;

8 while (1) /#x inv p = (c— 1)!; %/ {
9 /] {p == (c = 1) A true}

10 /] ¢

11 // {(c==nAp==n")V(c#EnApxc=cl)}
12 if (c=n) { return p; } else {}
13 // {p*xc==c!}

14 p= p*cC;

15 //{p==cl}
16 //{p==((c+1)-1)1}

17 c= c+1;

18 [/ {p==(c-1)1}

19 }
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Zusammenfassung

» Funktionen sind zentrales Modularisierungskonzept
» Wir mussen Funktionen modular verifizieren kénnen
» Erweiterung der Semantik:
» Semantik von Deklarationen und Parameter — straightforward
» Semantik von Riickgabewerten — Erweiterung der Semantik
» Erweiterung der Spezifikationen:
» Spezifikation von Funktionen: Vor-/Nachzustand statt logischer Variablen
» Erweiterung des Hoare-Kalkiils:
» Environment, um andere Funktionen zu nutzen

» Gesonderte Nachbedingung fiir Riickgabewert/Endzustand

» Es fehlt: Funktionsaufruf und Parameteriibergabe

Beispiel: Fakultat (berichtigt)

1 int fac(int n)

2 /+x pre 0 < n;

3 post \result — n!; x/

4

5 int p, c;

6 p= 1;

7 c= 1;

8 while (1) /#x inv p = (c— 1)! A 0< ¢; x/ {
9 // {p==(c—1)I A0 < cA true}

10 // {pxc==clA0<c}

11 p= p#c;

12 // {p==clA0<c}

13 /] {(e==nAp==nlA0<c)V(c#nAp==clA0<c)}
14 if (c=n) {

15 [/** {c==nAp==n'A0<c}*

16 // {c==nAp==nl}

17 return p;

18 } else {}

19 // {p==c'A0<c}

20 //{p==((c—1)+1)!A0<c+1}

21 = @iy

22 // {p==(c—-1)IA0<c}

23 1

24}
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Modellierung und Spezifikation von Funktionen

Wir brauchen:

@ Deklarationen und Parameter v/

® Semantik von Funktionsdefinitionen v/

© Spezifikation von Funktionsdefinitionen v
O Beweisregeln fiir Funktionsdefinitionen v/
©® Semantik des Funktionsaufrufs

@ Beweisregeln fiir Funktionsaufrufe
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Funktionsaufrufe und Riickgaben

Neue Ausdriicke und Anweisungen:

» Funktionsaufrufe

» Prozeduraufrufe (mit Zuweisung eines Riickgabewertes)
Aexp ax= Z|C|lexp|ai+ax|ai—ax|ar*xax|ai/a
Bexp b::=1|0|81==82‘31<32|!b|b1&&b2|b1”b2
Exp e:= Aexp | Bexp

Zur Erinnierung: Semantik von Funktionsdefinitionen

[1p, : FunDef - V" =¥ ~ ¥ x Vy
Das Denotat einer Funktion ist eine Anweisung, die iiber den
tatsachlichen Werten fiir die Funktionsargumente parametriert ist.
[f(tr p1,t2 P2, ta pn) bIKD, =

Avi, .oy v {(o, (07, v)) |
(0, (0", v)) € Dpi[[bIK] o5 {(c,o[vi/p1,- s Va/Pn])}}

» Die Funktionsargumente sind lokale Deklarationen, die mit den
Aufrufwerten initialisiert werden.

> Insbesondere konnen sie lokal in der Funktion verandert werden.

» Von Dpi[blk] sind nur Riickgabezusténde interessant.
» Kein ,fall-through*
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Stmt c i= I=e|c;|{}|if(b) a else o
| while (b) //#x inv ax/ c|//+={a} %/
| 1dt(a*)
| 1= Idt(a*)
| return a’
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Funktionsaufrufe

> Aufruf einer Funktion: f(ty,...,t):
» Auswertung der Argumente ti,...,t,

» Einsetzen in die Semantik [f]p,

» Call by name, call by value, call by reference...?
» C kennt nur call by value (C-Standard 99, §6.9.1. (10))
» Was ist mit Seiteneffekten? Wie kénnen wir Werte dndern?

> In C: Durch Ubergabe von Referenzen als Werte
= Erfordert Modellierung des Speichermodells (nichste Vorlesung)

> Wir betrachten das hier/heute nicht, somit nur reine Funktionen!
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Funktionsaufrufe

» Um eine Funktion f aufzurufen, missen wir (statisch!) die Semantik
der Definition von f dem Bezeichner f zuordnen.

» Deshalb brauchen wir eine Umgebung (Environment):

Env = /d — [FunDef]
=ld—=VN ¥ ~(ExV,)

» Das Environment ist zusatzlicher Parameter fiir alle Definitionen
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Nebenbedingungen von Funktionsaufrufen

» Aufruf einer nicht-definierten Funktion f oder mit falscher Anzahl n
von Parametern ist nicht definiert
» Muss durch statische Analyse verhindert werden

» Reine Funktion (pure function):
» keine (sichtbaren) Seiteneffekte und Spezifikation der Form

Q[\result]

...und Q enthalt nur formale Parameter innerhalb von \old(.)
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Semantik von Funktionsaufrufen

[f(tas- -y tn)]al = {(0,0")| (0, (0", v)) € T(F)(va,-- -, Vn)
/\(0, V[) S [[t,»]]AF}

b=t ta)lel = {(o, 0"[v/x]) | (0, (0", V) € T(F) (v, ..., Vi)
A (O’7 V,') € |[t;]|AF}
» Aufruf von Funktion [f(t1,...,t,)].a ignoriert Endzustand

» Aufruf einer rein funktionalen Prozedur [f(t1, ..., t;)]c ohne
Riickgabewert hat keinen Effekt

» Somit: Kombination mit Zuweisung
» Zuweisungen gehen nur anm Programmvariablen, Feldeintrage oder

Struktur-Eintrage vom Typ Z oder C.
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Beispiel: Reverse mittels Swap geht nicht. ..

int rev(int a[], int a_len) int swap(int a[], int i, int j)
/+% pre {0< a_len}; /*% pre {i<a_lenAj< a_len};
; post {...}; x/ /post {a[i] = \old(a[j]) A a[j] = \old(a[/])}
int i; ’
int buf = a[j];
i= 0; a[j] = alil;
while (i< a_len/2) ali] = buf;
[xx inv {0} %/ }
return;
swap(a[], i, a_len—i);
i= i+1;
}
return;
}
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Kontext

» Wir benétigen ferner einen Kontext I, der Funktionsbezeichnern ihre

Spezifikation (Vor/Nachbedingung) zuordnet.

> [(f) =Vx1,...,xp. (P, Q), fur Funktion f(xi,...,X,) mit
Vorbedingung P und Nachbedingung Q.

» Korrektheit gilt immer nur im Kontext, dadurch kann jede Funktion
separat verifiziert werden (Modularitat)
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Erweiterung des Floyd-Hoare-Kalkiils: Aufruf

[(f) =Vx1,...,xn (P, Q)
(= {P[t,’/X;]}
I'=f(t1,...,tn)
{Q[ti/xi][l/\result]\q4(v)—v|Qr}

» [ muss f mit der Vor-/Nachbedingung P, @ enthalten

v

In P und @ werden Parameter x; durch Argumente t; ersetzt.
> In Q werden die x; unterhalb von \old(.) durch t; ersetzt,

» Alle Ausdriicke der Form \old(e) werden durch e ersetzt,

v

\result in Q wird durch / ersetzt
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Beispiel: die Fakultatsfunktion, rekursiv

int fac(int x)
/*xx pre 0<x;
post \result = \old(x!) */

int r = 0;

if (x=0) { return 1; }
r = fac(x— 1);

return rx x;

}
[(fac) = Vxi, ..., %, (0 < x, \result = \old(x!))
r-{ Y =fac(2xy){ |QrY}
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Beobachtung
» Der Aufruf einer Funktion ersetzt die momentane Nachbedingung —
das ist ein Problem bei Schleifen!

» Wir brauchen keine Invariante mehr — ist durch die Nachbedingung
gegeben

» Rekursion benétigt keine Extrabehandlung

» Termination von rekursiven Funktionen wird extra gezeigt
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Frame Rule

» Konstanzregel (Rule of Constancy):

F{P}c{Q}
F{PAR}c{QAR}

» Nebenbedingung: ¢ verandert keine Variablen in R

» Oder: Fir alle Programm-Variablen x, die in R vorkommen, gibt es
keine Zuweisung x = ... in ¢

> Ist aber schwierig zu handhaben als Teil von wvc()

» Hier braucht man eine Behandlung ahnlich zum Einfiigen von
Zwischenbedingungen
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Funktionsaufrufe und Riickgaben

Neue Ausdriicke und Anweisungen:

» Funktionsaufrufe mit Zuweisung eines Riickgabewertes

Stmt c i= I=e|c;|{}|if(b)a else
| while (b) //#+ inv ax/ c|//+{a} x/
|
| //#+ const R x/ | = Idt(a")
| return a’
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Approximative schwichste Vorbedingung &
Verifikationsbedingung

M(f) =Vxt,....xn. (P,Q)

awp(T, //++ const R «/I = f(t1,...,tn), Q, Qr) £ R A P[t;/x]
wenn [ ¢ R

wvc(l, //#x const R x/l = f(t1,...,tn), Q, Qr)

LR A Q[ti/xill/ \result]\oia(y)y = Q}

wenn | ¢ R
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Beispiel: die Fakultatsfunktion

// {y=5Ax=2xy} int fac(int x)
/*% consty =5Ax=2%y x/ /*x pre 0<x;
I = fac(x); post \result = \old(x!) *{
// {I =10} int r =0;
if (x=20) { return 1; }
r = fac(x— 1);
return rx x;

awp(l, //++ const y =5 Ax =2xy x/ | = fac(x), | = 10!, Qg)
def

= y=5Ax=2xyN0<x

wve(l, //#+ const y =5Ax =2xy x/ | = fac(x),! = 10!, Qg)
def

= {y=5Ax=2xyANl=x!=1=10'}

Korrekte Software 51 [52] Rl v

Zusammenfassung

» Aufruf von Funktionen:

» Funktionen ohne Seiteneffekt in Kombination mit Zuweisung
» Aufruf einer Funktion ersetzt Vor/Nachbedingung
» Einschriankungen

> Keine Seiteneffekte

> Keine Veranderungen von/Zuweisungen ganzen Strukturen oder Feldern

» Prozeduren sind unbrauchbar/iberflissig

» Fazit: Funktionen sind nicht ganz so straightforward
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Korrekte Software: Grundlagen und Methoden

Vorlesung 12 vom 09.07.20

Referenzen und Speichermodelle

Serge Autexier, Christoph Lith
Universitat Bremen

Sommersemester 2020

10:35:18 2020-07-16 1[42] Rl v

Priifungstermine

» Mo, 20.07.2020: Prasenzpriifungen (9:00- 16:30, je zur vollen Stunde)

» Di, 21.07.2020: Onlinepriifungen (9:00- 13:00, alle 30 Minuten)

> Mo, 24.08.2020: Prasenzprifungen (9:00- 16:30, je zur vollen Stunde)

» Di, 25.08.2020: Onlinepriifungen (9:00- 13:00, alle 30 Minuten)
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Priifungsmodalitaten

» Anmeldung lber stud.ip.
» Prasenzprifungen:

> Im Raum 4380

» Bitte nicht vor dem Priifungsraum versammeln (sondern kurz vorher
hochkommen)

» Wichtig: Ausweispapiere mitbringen, unten am MZH ausweisen. Eingang
ins MZH nur iber die Ostseite (zur Enrique-Schmidt-StraBe).
» Onlineprifung:
» Uber Zoom, gleiche Meeting-ld wie gewohnt.
» Wir lassen euch zur Priifung in das Meeting, alle anderen bleiben draussen.
» Eine Kamera ist zwingend erforderlich.

» Die Prifung muss in einem ruhigen Raum stattfinden. Es darf sich keine
weitere Person im Raum befinden. Hilfsmittel sind nicht zugelassen.
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Fahrplan
Einfithrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil

Invarianten und die Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils

>

>

>

>

>

>

» Strukturierte Datentypen
» Verifikationsbedingungen

» Vorwarts mit Floyd und Hoare
> Modellierung

» Spezifikation von Funktionen

» Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Riickblick
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Motivation

» Warum Referenzen?
> Notig fir call by reference
» Funktion kénnen sonst nur globale Seiteneffekte haben
> Effizienz
» Kurze Begriffsklarung:
» Referenzen: getypt, eingeschrankte Arithmetik

> Zeiger: ungetypt, Zeigerarithmetik
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Refenzen in C

» Pointer in C (“pointer type"):

» Schwach getypt (void % kompatibel mit allen Zeigertypen,
Typumwandlung)

» Eingeschrankte Zeigerarithmetik (Addition, Subtraktion)
> Felder werden durch Zeigerarithmetik implementiert

» Pointer sind first-class-values

» C-Standard 148t das Speichermodell relativ offen

> Reprasentation von Objekten
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Referenzen in anderen Sprachen

> Java:
> (Fast) alles ist eine Referenz

» Schwach getypt (Subtyping und Typumwandlung)
» Haskell, SML, OCaml:

> Stark getypt (typsicher)
» Scriptsprachen (Python, Ruby):

» Ahnlich Java
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Ausdriicke

» Neue Operatoren: Addressoperator (&a) und Derefenzierung (/)
Lexp /== Idt | /[a] | [.ldt | xa
Aexp a:=Z|C]|Lexp | &/
a1+ ax| a1 —ap| a1 % a2 | a1/az | Idt(Exp™)
Bexp b:=...
Exp e := Aexp | Bexp
Stmt cu=...
Type t ::=char |int | #t | struct Idt’ {Decl*} | t Idt[4]
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Das Problem mit Zeigern

» Bisheriges Speichermodell: ¥ = Loc — V

» Aliasing:
Verschiedene Bezeichner (Lexp) fiir die gleiche Lokation / € Loc

» Wert von a andert sich ohne dass

::; i’;; a erwahnt wird.

» An der Stelle (*) zwei Bezeichner
p= &a; fiir die gleiche Loc: a und s#p
m {g?f . > GroBes Problem fiir Semantik und
= 7 Hoare-Kalkiil.
// {a=T7} (%) » Modellierung der Zuweisung durch

Substitution nicht mehr méglich
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Speichermodelle I: Konkret (Compiler)

Beispieldeklarationen:
int a;
struct {

int x;

int y[3]} b[2];
int c[3];

Ubersetzung in konkretes Speicherlayout:

[a]b c
b[0] b[1] clO][c[1][c[2]
b[0].xb[0].y b[1].xb[1].y
[b[0].y[O][b[0].y[1][b[0].y[2] b[1].y[O[b[1].y[1][b[1]-y[2]
‘ 0 ‘ 1 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7 ‘ 8 ‘ 9 ‘ 10 ‘ 11 ‘

Denotatation von b[0].y[1] ist 3
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Speichermodelle I1l: Symbolisch

Beispieldeklarationen:

int a;

struct {

int x;
int y[3]} b[2];

int c[3];

Ubersetzung in symbolische Adressen:

[a]b e \
b[0] b[1] |c[OT[e[1]]c[2]
b[0].xb[0].y b[1].Xb[1].y

[b[0] y[0][b[0] y[1][b[0].y[2] [b[].y[O]b[1].y[1][b[1].y[2]
Denotatation von b[0].y[1] ist m[0].y[1], mit m unbestimmte Adresse
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Erweiterung des Zustandmodells

> Bisheriger Zustand ¥ & Loc — V mit
» Locations: Loc ::= Idt | Loc[Z] | Loc.ldt
> Werte: V=17
» Ansatz reicht nicht mehr:
@ Werte miissen auch Locations sein: V %y + Loc

@ Idt als Location nicht ausreichend fiir Referenzen und Funktionen

» Man kann den Zustand modellbasiert oder axiomatisch beschreiben.

Arbeitsblatt 12.1: Jetzt mit Zeigern!

Hier eine weitere Folge von Deklarationen:

int xa[l];
struct {
int p[2];
struct {
int x;
int y; } xq[2];
b

» Skizziert hier das Speichermodell — konkret, abstrakt, symbolisch.
» Welches sind die jeweiligen Adressen (Loc)?
» Was sind die Denotationen fiir a[1], b.p[1], (xb.q[0]).x, (xb.q[1]).y?

> Welche davon sind definiert/undefiniert?
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Speichermodelle Il: Abstrakt (C-Standard)

Beispieldeklarationen:

int a;

struct {

int x;
int y[3]} b[2];

int c[3];

Ubersetzung in abstraktes Speicherlayout:

[a]P e \
b[O] b[1] |c[oT[c1][<f2]]
b[0].x[b[0].y b[1].xb[1].y

[b[O].y[oI[b[0].y[1][b[0] y[2] [b[1].y[OT[b[].y[1]/b[1].y[2]
[ mo] mer [ me2 [ mes [mea| mes | mes [ miz [ o [nr1]ni2]
Denotatation von b[0].y[1] ist m 4 3, mit m unbestimmte Adresse
LY
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Abstrakte Zeigerarithmetik

» Adressen sind ein abstrakter Datentyp Loc so dass:
> Es gibt unbestimmte Adressen
» Operation off addiert Offset (Feldzugriff)
» Operation fld selektiert Feld (struct)
» Problem: Gleichheit und Ungleichheit

off: Loc -+ Z — Loc fld : Loc — Idt — Loc

off(1,0) = | fld(/, £) # |
of{off(1, a), b) = off(/, a + b) fld(1, f) = fid(l,g) = f = g
offl,a)=1=a=0 fld(l,f) = fld(m,f) = =m
off(l,a) = offl,b) = a=b f# g = fld(l,f) # fld(m, g)
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Axiomatisches Zustandsmodell

» Der Zustand ist ein abstrakter Datentyp ¥ mit zwei Operationen und
folgenden Gleichungen:

read: ¥ — Loc =~V
upd: ¥ —Loc -V —~X%

def

V=Z+ Loc

read(upd(o,1,v),l) =v
| # m = read(upd(c,1,v), m) = read(o, m)
upd(upd(c,1,v), 1, w) = upd(c, I, w)
| # m = upd(upd(o, I, v), m,w) = upd(upd(c, m,w), 1, v)

» Diese Gleichungen sind vollstandig.

Rl v
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Axiomatisches Speichermodell
» Es gibt einen leeren Speicher, und neue (“frische”) Adressen:
empty : ¥
fresh : ¥ — Loc
rem: ¥ — Loc — ¥

» fresh modelliert Allokation, rem modelliert Deallokation
» dom beschreibt den Definitionsbereich:

dom(c) = {I'| 3v. read(c,l) = v}
dom(empty) = )

» Eigenschaften von empty, fresh und rem:
fresh(o) & dom(co)
dom(rem(o, 1)) = dom(o) \ {/}
| # m = read(rem(a, ), m) = read(c, m)

Erweiterung der Semantik: Umgebung

» Fir Funktionen brauchten wir eine Umgebung (Environment):

Env = Idt — [FunDef]
=ldt—~VN ¥ ~ (T xV,)

» Diese muss erweitert werden fiir Variablen:

Env = Idt — ([FunDef] & Loc)

» Insbesondere: gleicher Namensraum fiir Funktionen und Variablen (C99
Standard, §6.2.3)
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Erweiterung der Semantik: Problem
» Problem: Loc haben unterschiedliche Semantik auf der linken oder
rechten Seite einer Zuweisung.

» x = x+1 — Links: Addresse der Variablen, rechts: Wert an dieser Adresse

> Losung in C: “Except when it is (...) the operand of the unary &
oprerator, the left operand of the . operator or an assigment operator,
an Ivalue that does not have array type is converted to the value stored
in the designated object (and is no longer an Ivalue)”
C99 Standard, §6.3.2.1 (2)

» Nicht spezifisch fir C
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Kurze Frage
» Wieso modellieren wir Loc nicht als Datentyp (so wie bisher):
[ == Idt | /[Z] | /.\dt
Dann wire of(/, n) 2 I[n], fld(l, i) £ 1.i.
» [a] ware immer a. Damit funktionieren drei Dinge nicht:
@ Wir kdnnen globale nicht von lokale Variablen unterscheiden.
@ Beim rekursiven Aufruf wird keine neue Instanz erzeugt.
© Generell funktioniert call-by-reference nicht, z.B.
void f(int xx) void g()
{ {
int a; int a;
a= X f(&a);
} }
Korrekte Software 19 [42] Rl v
Erweiterung der Semantik: Lexp
[-1z : Env — Lexp — ¥ — Loc
[xIz T ={(c,T!x) | c € £}
Uexplalle T ={(o, offt/, 1)) | (0, 1) € llexple T, (0, i) € [a]la T}
lexp.f T ={(o. fd(1, ) | (1) € Dexple T}
[<ele T =[ela T
Korrekte Software 21 [42] Rl v

Erweiterung der Semantik: Aexp(1)

[-]4 : Env— Aexp - X =~V

[n]a T ={(o,n)|oceXx} firneN
lela T ={(o, read(c, 1)) | (o, 1) € [e]c T}
e € Lexp und e kein Array-Typ

lela T ={(o,)) | (0.1) € [e]c T}
e € Lexp und e ist Array-Typ

[&e]a T ={(o,1) | (o)) € [e]c T}
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Erweiterung der Semantik: Aexp(2)

[-]4: Env— Aexp — £ =V
|Iao+81]]_,4r:{ o,n0+n1\(a,no)e[[ao]],4 FA(a,nl)E[[al]]A F}

[ao * a1]a T ={(o, no * m) | (o, n0) € [ao]a T A (o, m) € [a1]a T}

(

[[ao — 81]]_,4 I ={(o,n0 — m) | (o, n0) € [[ao]]A F'A(o,m) e [[81]]_,4 r}
(
(

[ao/a1]a T ={(0,no/n1) | (0, m0) € [a0]a T A (0.m) € [ar]a T
A np # 0}
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Erweiterung der Semantik: Stmt

[x=-¢ele T ={(c, upd(c,1,a)) | (o.1) € [x]c T
A(o,a) € [e]a T}

Ix = f(t1, ..., tn)lclT = {(o, upd(c’, 1, v))| (o, (0", v)) € T(F)(va,...,vn) }
A (0’7 Vi) S [[ti]IAr
A(o, 1) € [x]cl}
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Arbeitsblatt 12.2: Pop-Quiz

Gegeben folgende Funktionen:

int f(int xx) int a[3] = {0, 0, O};
{ void ()

int a;

a= *X; int x= 1;

*x= a+1; a[x]= f(&x);

return a; }

}

Was ist der Wert des Feldes a am Ende von g?
®a=—=1{001}
®a==1{002}
©®a==1{010}
0 a==1{0 20}
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Arbeitsblatt 12.3: Kurze Semantik

Gegeben folgende Deklarationen:

struct {

int x;

int y; } p[5];
int a;

mit folgender Umgebung
Frpehamsh),h#h

Berechnet die denotationale Semantik von

a= at+ p[3].x;
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Und jetzt?

» Zustand erweitert, so dass wir Zeiger modellieren kénnen.
» Semantik entsprechend erweitert.
» Was machen wir mit dem Hoare-Kalkil, speziell der Zuweisung?

» Vorherige Modellierung — Zuweisung durch Substitution modelliert —
nicht mehr ausreichend.

» Daher: explizite Zustandspradikate
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Explizite Zustandspradikate

» Zusicherungenen (Assn) sind zustandsabhingige Pradikate

» Mit anderen Worten, Pradikate iiber Programmvariablen.

» Axiomatische Beschreibung des Zustandes erforderte neue
Modellierung auf der Ebene der Pradikate

» Explizite Zustandspradikate modellieren die Zustandsoperationen read
und upd explizit
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Explizite Zustandspradikate

» Erweiterung von Aexpv um read, neue Sorte State mit Operation

upd:
Lexps [:=...| *a
Assng b= ...
Aexp, a:==read(S,I)|Z|C|/| & |...|\old(e)]|...

State S = StateVar| upd(S,/,e)
» Zustandsvariablen StateVar:
» Aktueller Zustand o, Vorzustand poiq, Zwischenzustande po, p1, p2, - ..

» Explizite Zustandspradikate enthalten kein * oder &
» Im Gegensatz zur Semantik rechnen wir mit symbolischen Namen
» Damit Semantik:

Bsp[.] : Env — Assng — (X x (X x Vy)) = B

Aspl] : Env — Aexp, — (X x (X x Vy)) = V
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Hoare-Triple

M= {P}c{QIR}
» P, Q,R € Assn; sind explizite Zustandspradikate

» Deklarationen (Decl) allozieren fiir jede Variable eine Location (fresh),
und ordnen diese in ' dem Namen zu.

> Giiltigkeit von Hoare-Tripeln (partielle, totale Korrektheit) wie vorher
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Floyd-Hoare-Kalkiil

Alte Regel

I {Q[upd(c, x,€)/o]} x = e{Q|R}

> Ein Lexp / auf der rechten Seite e wird durch read(o, /) ersetzt.!
» & dient lediglich dazu, diese Konversion zu verhindern.
» « erzwingt diese Konversion, auch auf der linken Seite x.

» Beispiel: xa = #&b;

! AuBer / ist ein Array-Typ.
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Formal: Konversion in Zustandspradikate

(=) : Lexp — Lexp, (=)* : Aexp — Aexp,

it=i (ieldt) e* = read(o, e!) (e € Lexp)
Lid" = I1.id n* =n

le]" = I1[e#] v# =v (v logische Variable)
*t = 1# &e? = ef

a+ea” =a¥+e
\result? = \result
\old(e)* = \old(e)
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Angepasste Regeln des Hoare-Kalkiils

I {Q[upd(c, xt, e#) o]} x = e {Q|R}

I+ {Q[e?/ \result]} return e{P|Q}
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Ein Beispiel mit Zeigern

void foo (){
int x, y, xz;
z= &x;

x= 0;

xz= 5;

y= X;

/1 {0 <y}
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Ein problematisches Beispiel

void foo(int =p)

int x;

// {read(upd(upd(s, x, 7), read(s, p), 99), x) = 7}

/] {read(upd(upd(s, x, 7), read(upd(s, x, 7), p), 99), x) = 7}
x= T;

// {read(upd(s, read(s, p), 99), x) = 7}

#p= 99;

/] {read(s, x) = 7}

/ }

J{x=T7

> Konnen weder beweisen, dass read(s, p) = x noch read(s, p) # x

» Erfordert Spezifikation: wenn xp auf ein giiltiges Objekt zeigt, dann
xp # x da x lokale Variable.

» Generelles Problem — was ist mit

void foo(int #p, int x*q)

{ .}
» Koénnen weder beweisen, dass xp = g noch xp # xq
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Arbeitsblatt 12.4: Ein kurzes Beispiel

Betrachtet folgendes Beispiel:

void foo(){
int x, y, z;

x= 1;
z= X;
y= X
z= b;
//{0<y}
}

@ Konvertiert das Pradikat 0 < y in ein explizites Zustandspradikat.
® Berechnet (riickwarts) die jeweils giiltigen Zwischenzustande.

© Vereinfacht nach jedem Schritt die Zwischenzusténde.

Felder und Zeiger revisited

» In C sind Zeiger und Felder schwach spezifiziert

» Insbesondere:
> a[j]= *(a+j) fir a Array-Typ

» Derefenzierung von #x nur definiert, wenn x “giltig” ist (d.h. auf ein
Objekt zeigt) C99 Standard, §6.5.3.2(4)

» Bisher in den Hoare-Regeln ignoriert — partielle Korrektheit.

» Ist das sinnvoll? Nein, bekannte Fehlerquelle
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Ein Beispiel mit Zeigern
void foo (){
int x, y, %z;
[xx { 0< 5 } x/
%% { 0< read (upd ( . x . 5), x) } */
Jx { 0< read (upd(upd(upd(s, z, x), x, 0). x 1 5). X)) ox/
/'**&( 0< read (upd(upd(upd(s, z, x), x, 0), read(upd(s, z, x), z), 5), x) } */
Tr { 0< read(upd(upd (s, x, 0), read(s. z), 5), x) } */
Jex { 0< read(upd(upd(s, x. 0). read( s, 2).'5). x) } */
/#x { 0< read(upd(upd(s. x, 0). read(upd(s., x, 0), z). 5), x) } */
= 0;
T { 0< read(upd(s, read(s, z), 5), x) } */
*z= 5;
Jex { 0< read(s, x) } =/
Jxx { 0< read(s, x) } +/
/#x { 0< read(upd(s, y, read(s, x)., y) } */
Tos i @< weedilen o) B o)
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Weitere Beispiele: Felder
int findmax(int a[], int a_len)
/*x pre \array(a,a_len) N0 < a_len; x/
/*% post Vi.0 < i< a_len— a[i] < \result; =/
int x; int j;
x= INT_MIN; j= 0;
while (j< a_len)
[#x inv (Vi.0<i<j— a[l]<x)ANj<a_len; x/
i (alj]> x) x=aljl;
=i+
}
return x;
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Spezifikation von Zeigern und Feldern

Das Pradikat \valid(x)

\valid(x) <= read(c, x) ist definiert

» Insbesondere: \valid(xx) <= read(o, read(o, x)) ist definiert.

» Felder als Parameter werden zu Zeigern konvertiert, deshalb miissen
wir spezifizieren kénnen, dass ein Zeiger ein Feld ist.

> \array(a, n) bedeutet: a ist ein Feld der Lange n, d.h.

\array(a, n) <= (Vi.0 < i < n = \valid(a[i]))

> Giiltigkeit kann abgeleitet werden:

\array(a,n) 0</i i<n

\valid(a[i])

x= &e
\valid(*x)
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Was noch fehlt. ..

» Vorwartsrechung mit expliziten Zustandspradikaten.

> Statt Existenzquantoren lber Variablenwerte unbestimmte
Zwischenzustdnde py, py, .. .

pi & FV(P)
IF{P}x = e{Plpi/o] Ao = upd(pi, x"[pi/], e*[pi/o])|R}

» Zwischenzustinde sind existenzquantifiziert, d.h. das Pradikat gilt fir
irgendeinen Zustand p; (aber fir alle o).

» Schwachste Vorbedingung und starkste Nachbedingung:

» Ergibt sich aus den Hoare-Regeln.

» Erfordert durchgéngige und agressive Vereinfachung.

Korrekte Software 41 [42)

e Y

Zusammenfassung

» Um Referenzen (Pointer) in C behandeln zu kénnen, bendtigen wir ein
erweitertes Zustandsmodell

» Referenzen werden zu Werten wie Zahlen oder Zeichen.
> Arrays und Strukturen sind keine first-class values.

> GroBes Problem: aliasing

» Erweiterung der Semantik und der Hoare-Tripel nétig:
» Vor/Nachbedingungen werden zu expliziten Zustandspradikaten.
» Zuweisung wird zu Zustandsupdate.
> Problem:

» Zustande werden sehr groB

> Riickwartsrechnung erzeugt schnell sehr groBe ,unbestimmte" Zustinde, die
nicht vereinfacht werden kénnen

» Hier ist Vorwartsrechnung vorteilhaft

Y
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Fahrplan
Einfithrung
Operationale Semantik
Denotationale Semantik
Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil

Invarianten und die Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils

>

>

>

>

>

>

» Strukturierte Datentypen
» Verifikationsbedingungen

» Vorwarts mit Floyd und Hoare
» Modellierung

» Spezifikation von Funktionen

» Referenzen und Speichermodelle
>

Ausblick und Riickblick

Was gibt’s heute?

» Riickblick
» Ausblick
» Feedback

» Priifungsvorbereitung
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Semantik

» Operational — Auswertungsrelation (¢, o) — ¢
» Denotational — Partielle Funktion [[c] : £ — ¥
» Axiomatisch — Floyd-Hoare-Logik

» Welche Semantik wofiir?

> Beweis: Aquivalenz von operationaler und denotationaler Semantik
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Erweiterungen der Programmiersprache

» Fiir jede Erweiterung:

» Wie modellieren wir semantisch?

» Wie andern sich die Regeln der Logik?
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Riickblick
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Floyd-Hoare-Logik
» Floyd-Hoare-Logik: partiell und total
> {P}c{Q} vs. = {P}c{Q}: Vollstandigkeit, Korrektheit
» Die sechs Basisregeln
> Zuweisungsregel: vorwarts (Floyd) vs. riickwarts (Hoare)
» VCG: Schwiachste Vorbedingung und starkste Nachbedingung
> Beweis: Korrektheit und Vollstandigkeit der Floyd-Hoare-Logik
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1. Erweiterung der Programmiersprache
» Strukturen und Felder
> Lokationen: strukturierte Werte Lexp
> Erweiterte Substitution in Zuweisungsregel
> Sonstige Regeln bleiben
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2. Erweiterung der Programmiersprache

» Prozeduren und Funktionen
» Modellierung von return: Erweiterung zu ¥ — X + ¥ x Vy
» Spezifikation von Funktionen durch Vor-/Nachbedingungen
» Spezifikation der Funktionen muss im Kontext stehen
» Unterscheidung zwischen zwei Nachbedingungen

» Regeln fiir den Funktionsaufruf
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Priifungsvorbereitung

» Mindliche Modulpriifung, 20— 30 Minuten
» Schwerpunkte:

» Verstdndnis des Stoffes, weniger Folien auswendig lernen

» Stoff der Vorlesung und Ubungsblatter, weniger eure Lésungen
» Bewertung

» Sicherheit/Beherrschung des Stoffes

» covered ground

3. Erweiterung der Programmiersprache

» Referenzen

» Konversion zwischen Lexpund Aexp

> Lokationen nicht mehr symbolisch (Variablennamen), sondern abstrakt
Y =Lloc—~V,V=Z+Loc

> Zustand als abstrakter Datentyp mit Operationen read und upd
» Zuweisung nicht mehr mit Substitution, sondern explizit durch upd

Spezifikationen sind explizite Zustandspridikate, Konversion (—)', (=)#

v
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Médgliche Fragen |

» Was haben wir in KSGM gemacht?
» Wie funktioniert die operationale Semantik und wozu?

» Wie funktioniert die denotationale Semantik und wozu? Was ist ein
Fixpunkt, und wozu?

» Was bedeutet die Aquivalenz der Semantiken? Wie haben wir das
bewiesen? Was ist der Unterschied zwischen struktureller und
Regelinduktion?

> Was ist der Floyd-Hoare-Kalkil? Was bedeutet - {P} ¢ {Q} und
E{Ptc{Q}?

» Wieviele Regeln hat der Floyd-Hoare-Kalkil und warum?

» Wie beweisen wir die Korrektheit dieses Programmes?
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Mogliche Fragen 11

» Welche Probleme tauchen bei folgenden Erweiterungen der
Programmiersprache auf, und wie behandeln wir sie:
» Felder und Strukturen,
» Funktionen und Funktionsaufrufe,

» Referenzen.

» Was ist der Unterschied zwischen dem Kalkiil vorwarts und riickwarts?
Wie sind die Regeln?

» Wie funktioniert die Generierung von Verifikationsbedingungen?
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Ausblick
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Was geht noch?

» Die Sprache C
» Andere Programmiersprachen
» Logik und Spezifikation

» Success Stories
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Die Sprache C: Was haben wir ausgelassen?

Semantik:

» Nichtdeterministische Semantik: Seiteneffekte, Sequence Points
— Umstandlich zu modellieren, Effekt zweitrangig

» Implementationsabhangiges, unspezifiziertes und undefiniertes
Verhalten
— Genauere Unterscheidung in der Semantik

Kontrollstrukturen:

» switch — Ist im allgemeinen Fall ein goto

» goto, setjmp/longjmp
— Aligemeinfall: tiefe Anderung der Semantik (continuations)
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Die Sprache C: Was haben wir ausgelassen?

Typen:

» Funktionszeiger — Fiir “saubere” Benutzung gut zu modellieren

» Weitere Typen: short/long int, double/float, wchar_t, und
Typkonversionen — FleiBarbeit

» FlieBkommazahlen — Spezifikation nicht einfach

» union — Kompliziert das Speichermodell

> volatile — Bricht read/update-Gleichungen

> typedef — Argernis fiir Lexer/Parser, sonst harmlos
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Die Sprache C: Was haben wir ausgelassen?

Fiir realistische C-Programme:

» Compiler-Erweiterungen (gcc, clang)
» Biichereien (Standardbiicherei, Posix, ...)

» Nebenlaufigkeit

Korrekte Software 18 [28]

Rl v

Andere Sprachen: Wie modelliert man Java?

» Die Kernsprache ist dhnlich zu CO.
» Java hat erschwerend:

» dynamische Bindung,
> Klassen mit gekapselten Zustand und Invarianten,
» Nebenliufigkeit, und

> Reflektion.

» Java hat dafir aber
» ein einfacheres Speichermodell, und

> ecine wohldefinierte Ausfiihrungsumgebung (die JVM).
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Andere Sprachen: Wie modelliert man C++7?

> Sehr vorsichtig (konservativ)

> Viele Features, fehlende formale Semantik, ...

» Mehrfachvererbung theoretisch anspruchsvoll

» Es gibt keine Formalismen/Werkzeuge, die C++ voll unterstiitzen

» Ansitze: Ubersetzung nach C/LLVM, Behandlung dort
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Andere Sprachen: Wie modelliert man PHP?

Gar nicht.
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Logik und Spezifikation

» Wir generieren Verifikationsbedingungen, wie kann man sie
beweisen?

» Automatische Beweiser:

» SAT-Checker losen Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik (MiniSAT,
Chaff)

> SMT-Beweiser beweisen Aussagen der Pradikatenlogik mit linearer
Arithmetik, Funktionen und Induktion (Z3, Yices, CVC)

» Interaktive Beweiser:
» Beweisfiihrung durch Benutzer, Uberpriifung durch Beweiser

» Sehr machtige Logiken, aber nicht vollautomatisch (Isabelle, Coq)

Beispiel: Z3
» SMT-Beweiser versuchen Gegenbeweis zu konstruieren

» Daher: um ¢ zu beweisen, versuchen wir ® zu widerlegen

Unerfiillbare VC:
x>20ANy>0=x2>y

Beweis einer VC:
X>20ANy>0=x=0x%xy+x

Input Z3: Input Z3:

(declare-const x Int)
(declare-const y Int)

(declare-const x Int)
(declare-const y Int)

(assert (assert
(not (=> (and (>=x 0) (> y 0)) (not (=> (and (>=x 0) (> y 0))
(=x (+ (* 0y) x)))) =z y)))
) )
(check-sat) (check-sat)
Antwort: Antwort:
unsat sat
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Beispiel: Isabelle
f
apply (simps)
done
erma o1 eiva m) < (suc m)
71y (induct.tac n ruie: Giva.ind
=
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Korrekte Software in der Industrie

> Meist in speziellen Anwendungsgebieten: Luft-/Raumfahrt,
Automotive, sicherheitskritische Systeme, Betriebssysteme

» Ansatze:

@ Vollautomatisch: statische Analyse (Abstrakte Interpretation) fir
spezielle Aspekte: Freiheit von Ausnahmen und Unter/Uberlaufen,
Programmsicherheit, Laufzeitverhalten (WCET) (nicht immer korrekt,
meist vollstindig)

> Werkzeuge: absint
® Halbautomatisch: Korrektheitsannotationen, Uberpriifung automatisch

» Werkzeuge: Spark (ADA), Frama-C (C), JML (ESC/Java, Krakatao; Java),
Boogie und Why (generisches VCG), VCC (C)

© Interaktiv: Einbettung der Sprache in interaktiven Theorembeweiser
(Isabelle, Coq)

> Beispiele: L4.verified, CompCert, SAMS
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Feedback
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Deine Meinung zahlt

» Was war gut, was nicht?

» Arbeitsaufwand?

v

Mehr Theorie oder mehr Praxis?

» Programmieraufgaben?

v

Leichtgewichtiger Ubungsbetrieb — mehr oder weniger?

v

Bitte auch die Evaluation auf stud.ip beantworten!
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TschiiB!
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