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Fahrplan
Einfithrung

Operationale Semantik

Denotationale Semantik

Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
Der Floyd-Hoare-Kalkiil

Invarianten und die Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
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» Strukturierte Datentypen
» Verifikationsbedingungen

» Vorwarts mit Floyd und Hoare
> Modellierung

» Spezifikation von Funktionen

» Referenzen und Speichermodelle
» Ausblick und Rickblick
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Uberblick

» Denotationale Semantik fiir CO

» Fixpunkte
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Denotationale Semantik — Motivation

» Operationale Semantik:

Eine Menge von Regeln, die einen Zustand und ein Programm in einen
neuen Zustand oder Fehler iberfiihren

(¢,0) = stme 0’| L

» Denotationale Semantik:

Eine Menge von Regeln, die ein Programm in eine partielle Funktion
—_—

B . Denotat
von Zustand nach Zustand tberfithren
|ICI|C DI
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Denotationale Semantik — Motivation
Zwei Programme sind aquivalent gdw. sie immer zum selben Zustand
(oder Fehler) auswerten

co ~ a1 iff (Vo,0".{co,0) —rstmt 0’ < (c1,0) —>stme 0)
oder

Zwei Programme sind dquivalent gdw. sie dieselbe partielle Funktion
denotieren

o ~ c iff {(0,0"){co, 0) —seme o'} = {(0,0")(c1,0) —stme o'}

Korrekte Software 5[33] =Y

Kompositionalitat

» Semantik von zusammengesetzten Ausdriicken durch Kombination der
Semantiken der Teilausdriicke

> Bsp: Semantik einer Sequenz von Anweisungen durch Verkniipfung der
Semantik der einzelnen Anweisungen

» Operationale Semantik ist nicht kompositional:

x= 3; > Semantik von Zeile (*) ergibt sich aus der Ableitung
y=x+ 7; // (¥ davor
7= x+ y;

» Kann nicht unabhangig abgeleitet werden
» Denotationale Semantik ist kompositional.

» Wesentlicher Baustein: partielle Funktionen
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Partielle Funktion

Definition (Partielle Funktion)

Eine partielle Funktion f : X — Y ist eine Relation f C X X Y so dass
wenn (x,y1) € f und (x,y2) € f dann y; = y, (Rechtseindeutigkeit)

» Notation: fir f : X = Y, (x,y) € f <= f(x) =y.

» Wir benutzen beide Notationen, aber fiir die denotationale Semantik
die Paar-Notation.

» Zustande sind partielle Abbildungen (— letzte Vorlesung)

» Insbesondere Systemzustdande ¥ = Loc — V
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Denotierende Funktionen

» Arithmetische Ausdriicke:

a € Aexp denotiert eine partielle Funktion ¥ — 7Z

» Boolsche Ausdriicke:
b € Bexp denotiert eine partielle Funktion ¥ — B

» Anweisungen:
¢ € Stmt denotiert eine partielle Funktion ¥ — X
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Denotat von Aexp

[a] 4 : Aexp — (X — Z)

[rla = {(o,n)|oeX}
[xXla = {(o,0(x))|0o€X,x € Dom(c)}
[ao + a1]a = {(o.n0+ m) | (o,n0) € [a]a A (o,n1) € [ar]a}
[ao —ai]lu = {(o,m0 — )| (o, no) € [a0]u A (o, 1) € [ar]a}
[ao*a1]la = {(o,n0+m) | (o,n0) € [ao]a A (0,m) € [a1] 4}
[ao/a1]a = {(o,no/m) | (o, m0) € [a0]a A (0, m) € [ar]a A m # 0}
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Rechtseindeutigkeit

Lemma (Partielle Funktion)

[—1.4 ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.

Beweis:
z.z.: wenn (o, v1) € [a]u, (o, v2) € [a].4 dann v; = vo.
Strukturelle Induktion iiber Aexp:
» Induktionsbasis sind n € Z und x € Idt.
Sei a = x, dann v; = o(x) = vo.

» Induktionssschritt sind die anderen Klauseln.
Sei a=a; + a.
Induktionsannahme ist (o, n;) € [ai] 4, (o, n}) € [ai]a dann n; = nf.
Dann vi = (o, n1 + m) mit (o, m) € [a1] 4, (o, m2) € [a2] 4, und
v = nj + nh mit (o, n}) € [a1]a, (0, ny) € [a2] 4. Aus der Annahme
folgt ny = nj und ny = nj, deshalb vi = v,.
O
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Kompositionalitdt und Striktheit

» Die Rechtseindeutigkeit erlaubt die Notation als partielle Funktion:

3+ (x + y)]alo) = Blalo) - ([x1alo) + I]ale))
=3 ([x1alo) + ] ale))
=3-(a(x) +o(y))

» Diese Notation versteckt die Partialitat:

[1+x/0]a(c) =1+0(x)/0=1+1L=1

» Wenn ein Teilausdruck undefiniert ist, wird der gesamte Ausdruck
undefiniert: [—] 4 ist strikt fiir alle arithmetischen Operatoren.
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Arbeitsblatt 3.1: Semantik |

Hier Gben wir noch einmal den Zusammenhang zwischen den beiden
Notationen. Gegeben sei der Zustand s = (x — 3,y + 4) und der
Ausdruck a=T7x%x+y.

Berechnen Sie die Semantik zum einen als Relation (fiillen Sie die
Fragezeichen aus):

(s, ?) : [[71]

(s, ?) : [[x]]

(s, ?) @ [[7%x]]
(s, 7) : [lyl]

(s, 7) : [[7*x+ y1]

Berechnen Sie zum anderen die Semantik in der Funktionsnotation:
[[7*x+y]1(s) = [[7*x]]1(s)+[[yl1(s) = ... =7

Ist das Ergebnis am Ende gleich?
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Denotat von Bexp
[a]s : Bexp — (X — B)

[z = {(o.true)|oc e X}
[0z = {(o,false)| o € X}
[ao == ailz = {(o,true)| o € X, (0, no) € [a0].a(o),
(0,m) € [a1]4, no = m}
U{(o, false) | o € X, (0, no) € [ao] (o),
(o,m) € [a1] 4, no # m}
[ao < a1]lz = {(o, true) | o € X, (0, o) € [ao].a(0),
(o,m) € [a1] 4, n0 < m}
U{(o, false) | o € X, (0, no) € [ao] (o).
(0,m) € [a]a,no > m}

Denotat von Bexp

[a]s : Bexp — (X — B)

['b]ls = {(o,true) | o € ¥, (o, false) € [b]s}
U{(o, false) | o € X, (o, true) € [b]s}
[b1 && b2]p = {(o,false) | o € &, (0, false) € [b1]B}
U{(0, t2) | 0 € X, (0, true) € [b1]s, (0, t2) € [b2]B}

[b1 ]| b2z = {(o,true) | o € ¥, (o, true) € [b1]5}
U{(O7 tQ) | [ S Z,(U7 fa/se) S I[bl]lg,(a, tQ) € I[bg]lg}
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Kompositionalitdt und Striktheit
Lemma (Partielle Funktion)
[13 ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.
> Beweis analog zu [—] 4.
» Ist [—]5 strikt? Natirlich nicht:
> Sei [b1]s(0) = false, dann [by && bo](0) = [bi]s(0) = false
» Wir koénnen deshalb nicht so einfach schreiben
[b1 && bo]s(0) = [b1]5(0) A [b2]5(0)
» Die normale zweiwertige Logik behandelt Definiertheit gar nicht. Bei
uns mussen die logischen Operatoren links-strikt sein:
lrhna=1 false \ a = false trueNa=a
lva=_1 trueV a = true falseV a=a
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Arbeitsblatt 3.2: Semantik |l

Wir iiben noch einmal die Nichtstrikheit. Gegeben s = (x — 7) und
b=(7==x)|l(x/0==1)
Berechnenen Sie die Semantik als Relation in der Notation von oben:

(s, 2) : [[ (7==x) Il (x/0==1) 1]

[[(7=x) 1l x/0==1)11=7

Hilfreiche Notation: aAb=a /\ b,aVb=a \/ b
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Denotationale Semantik von Anweisungen

> Zuweisung: punktuelle Anderung des Zustands o — o[n/x]
» Sequenz: Komposition von Relationen

Definition (Komposition von Relationen)
Fiir zwei Relationen R C X x Y,S C Y x Z ist ihre Komposition

def

RoS={(x,z) |y e Y.(x,y) € RA(y,z) € S}

Wenn R, S zwei partielle Funktionen sind, ist R o S ihre
Funktionskomposition.
» Leere Sequenz: Leere Funktion? Nein, Identitat. Fiir Menge X,
def

ldx =X x X ={(x,x) | x € X}q

ist die ldentitatsfunktion (ldx(x) = x).
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Arbeitsblatt 3.3: Komposition von Relationen

Zur Ubung: betrachten Sie folgende Relationen:

)
Il
—_—

7):(2,3),(3,9). (4,3)}
0),(2,0),(3,1), (4,7),(5,9),(7,3), (8,15)}

0
Il
—_—

Berechnen Sie Ro S = {(1,7),...}
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Denotat von Stmt

[c:Stmt — (X —~ %)

[x=ale = {(o,0[n/x])| o€ XA (0,n)€ [a]a}

[aicle = [alcolelc
[{}Yle = s
[if (b) co else cile = {(o,0") | (o,true) € [b]s A (0,0") € [collc}

U{(o,0") | (o, false) € [b]5 A (0,0") € [er]le}

Aber was ist
[while (b) c]e =77
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Denotationale Semantik von while
» Sei w = while (b) ¢ (und o € ). Operational gilt:
w ~if (b) {c;w} else {}
» Dann sollte auch gelten
[wle £ [if (b) {c;w} else {}]c

» Das ist eine rekursive Definition von [w]ec:

x = F(x)
» Das ist ein Fixpunkt:
x = fix(F)
» Was ist das?
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Fixpunkte

Definition (Fixpunkt)
Fir f: X — X ist ein Fixpunkt ein x € X so dass f(x) = x.

» Hat jede Funktion f : X — X einen Fixpunkt? Nein

» Kann eine Funktion mehrere Fixpunkte haben? Ja — aber nur einen
kleinsten.

» Beispiele
> Fixpunkte von f(x) = y/x sind 0 und 1; ebenfalls fiir f(x) = x2.
» Fir die Sortierfunktion sind alle sortierten Listen Fixpunkte
» Die Funktion f(x) = x + 1 hat keinen Fixpunkt in Z
» Die Funktion f(X) = P(X) hat tiberhaupt keinen Fixpunkt

> fix(f) ist also der kleinste Fixpunkt von f.
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Konstruktion des kleinsten Fixpunktes (Kurzversion)

> Gegeben Funktion I' auf Denotaten [ : (X — X) — (X — X)
> Wir konstruieren eine Sequenz [ : £ — ¥ (mit i € N) von Funktionen:

r(s) o
M (s) ZT(I(s))

» Dann ist

fix(r) € J 1’

ieN
» Verkiirzte Version — der Fixpunkt muss so nicht existieren (er tut es
aber fiir alle Programme)
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Denotationale Semantik fiir die lteration

» Sei w = while (b) ¢
» Konstruktion: “Auffalten” der Schleife (s ist ein Denotat):

r(s) ={(o,0") | (o, true) € [b]5 A (0,0") € [c]c o s}
U {(o,0) | (o, false) € [b]s}

» b und c sind Parameter von I

» Dann ist

[wle = fix(T)
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Denotation fiir Stmt

[Jc:Stmt = (¥ =~ %)

[x = ale ={(o,0[n/x]) | o € L A (0, n) € [a].4}
[e1; e2le =[ci]c o [e2]c
[{}c =tdx
[if (b) co else cile ={(a,0") | (0, true) € [b]s A (0,0") € [colc}
U {(0,0") | (o, false) € [b]s A (0,0") € [a]c}
[while (b) c]c =fix(T)

(s) ={(c,0") | (o, true) € [b]s A (0,0") € [c]c o s}
U {(0,0) | (o, false) € [b]5}
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (1)

while (x < 0) { )&l o(x)>0
x= ><+1;< F(#)@) {f(U[U(x)+1/x]) o(x) <0

Wir betrachten den Zustand s = (x +7?) (nur eine Variable):
s T%s) T(s) r2(s) r3(s)

-2 1 Ms[-1/x]) =L TYs[-1/x]) =L T?(s[-1/x])=0
-1 L roGso/x)) =L r(s[o/x]) =0 r(sfo/x]) =0
0o L 0 0 0
1 1L 1 1 1
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (111)

Kleine Anderung im Beispielprogramm:

x= 0;
while (n!=0) { r(f _J)° o(n) =0
Bl 2 (X =\ F(olo(x) + o(n) /xllo(n) = 1/n])  sonst
n= n—1;
}
Jetzt ergibt sich:
s ro(s) r(s) r2(s) r3(s) r(s)
n X n X n X n X n X n
—2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0o L 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0
2 1 1 1 1 1 1 3 0 3 0
3 1 1 1 1 1 1 1 1 6 0
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Arbeitsblatt 3.4: Semantik Il
Wir betrachten das Beispielprogramm:
x= 1;
while (n > 0) {
X= X*n;
n= n—1;
}
Berechnen Sie wie oben den Fixpunkt:
s G™0 G~1 G™2 G™3 G™4
n x n X n X n X n X n
0
1
2
3
Korrekte Software 29 [33] Rl v

Weitere Eigenschaften der denotationalen Semantik

Lemma (Partielle Funktion)

[—Ic ist rechtseindeutig und damit eine partielle Funktion.

» Beweis lber strukturelle Induktion Giber ¢ € Stmt und lber
Fixpunktinduktion:

» Zu zeigen: wenn s rechtseindeutig, dann ist ['(s) rechtseindeutig
» Dann ist fix() rechtseindeutig.
» Eigenschaften der lteration:
> Sei w = while (b) ¢
» Dann

[wle = [if (b) {c;w} else {}]c ®
(0,0") € [w]e = (0, false) € [b]r (2)
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (1)
x= 0; ( )< d
while (n > 0) { (f _J)a o\n) =
e i, () = F(olo(x) + o(n) /xllo(n) — 1/n])  aln) >
n= n—1;
}
Wir betrachten Zustinde s = (x —7?,n+7?) (zwei Variablen).
Der Wert von x im Initialzustand ist dabei unerheblich:
s ro(s) r(s) r2(s) r3(s) r(s) rs(s)
n X n X n X n X n X n X n
-1 1 1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0
2 1 1 1 1 1 1 3 0 30 30
3 11 EE 1 1 1 1 6 0 6 0
4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 10 0
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (1V)
while (1) { F(f)(o) Z f(olo(x) + 1/x])
x= x+1;
}
Jetzt ergibt sich:
s TO%s)  TYs) T?(s) T13(s)
-2 € € 1 L
-1 € € 1 L
0 1 1 1 1
1 1 1 1 1
2 1 1 1 1
3 € € 1 1
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Der Fixpunkt bei der Arbeit (V)
x= 0; R
= @ F(F)(0)2 o o(i) > o(n)
while (i<=n) { Flolo(x) + o(1)/Allo() +1/i]) sonst
X= x+i;
i= i+1: Wir betrachten nur die while-Schleife
} mit s = (n =71 =7, x 7).
s ro(s) r(s) r2(s) r3(s) r+
n i n i Xx n i x no i X n i X n i
0 0 1 1L 1 1 1L 1 0 1 X 0 1 X 01
01 1 1L 1 0 1 x 0 1 X 0 1 X 01
10 1 1L 1 1 1L 1 1 1 1 1 2 x+1 1 2
11 1 1L 1 1 1L 1 1 2 x+1 1 2 x+1 1 2
1 2 1 1L 1 1 2 x 1 2 X 1 2 X 1 2
20 1 1L 1 1 1L 1 1 L 1 1 L 1 2 3
21 1 1L 1 1 1L 1 1 L 1 2 3 x+3 2 3
2 2 1 1 1 1 1 1 2 3 x+2 2 3 x+2 2 3
2 3 1 1L 1 2 3 x 2 3 X 2 3 X 2 3
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Beweis (1)

Zu zeigen: [w]c = [if (b) {c;w} else {}]c

6 ©) tqulde 87 = §(6,6) | (G € ublga (69)e b, 3
VU E06) [ (5, ble) e fdg 4 G6)e (93,3
= {6 [ (53 e L«‘:]K n (66€ ['Cﬂz;""“"lgs
U6 L6, plk)e g A (s,6)e Wy |

= {661 (s ) e Ubl«/\(s‘c‘)a[ﬁc]zo Wl
G
U {(§,6) K(G,&umé\%ﬂ@] =
“ F(Uuﬂc)
= U (Rx(D) = Gk (f) = X‘“kg o
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s)

x+1
x+1

x+3
x+3
X+ 2



Zusammenfassung

» Die denotationale Semantik bildet Programme (Ausdriicke) auf
partielle Funktionen ¥ — X ab.

» Zentral ist der Begriff des kleinsten Fixpunktes, der die Semantik der
while-Schleife bildet.

» Undefiniertheit wird implizit behandelt (durch die Partialitat von
r—r).

» Nicht-Termination und Undefiniertheit sind semantisch aquivalent.

» Genaues Verhéltnis zur operationalen Semantik? Néachste Vorlesung
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