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Drei Semantiken — Eine Sicht

Operational

p=1;
c:=1;
while (c <=n) {
p=p*c;
c=c+1;

Denotational

}

Programm

Axiomatisch
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Floyd-Hoare-Logik: Idee

» Was wird hier berechnet?
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p= 1;
c= 1;
while
p
CcC =

}

(
p

c <:.n) {
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+ 1;
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Floyd-Hoare-Logik: Idee

> Was wird hier berechnet? p = n!

» Warum? Wie kdnnen wir das
beweisen?
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p= 1;
c= 1;
while
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Floyd-Hoare-Logik: Idee

> Was wird hier berechnet? p = n!

» Warum? Wie kdnnen wir das
beweisen?

> Wir berechnen symbolisch, welche
Werte Variablen iiber den
Programmverlauf annehmen.
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p= 1;

c= 1;

while (c <= n) {
p—p*C,
c=c¢+ 1;

}
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Floyd-Hoare-Logik: Idee

> Was wird hier berechnet? p = n!

p= 1
» Warum? Wie kdnnen wir das c= 1;
beweisen? while (c <= n) {
p=p *x C;
c=c¢+ 1;
}

» Operationale/denotionale Semantik nicht fiir Korrektheitsbeweise
geeignet: Ausdriicke werden zu groB, skaliert nicht.

> Abstraktion nétig.

» Grundidee: Zusicherungen iiber den Zustand an bestimmten Punkten
im Programmablauf.
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Bob Floyd und Tony Hoare

Bildqlle: Stanford University Bildquelle: Wikipedia
Robert Floyd Sir Anthony Charles Richard Hoare
1936 - 2001 * 1934
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Grundbausteine der Floyd-Hoare-Logik

/] (A)
» Zusicherungen Ulber den Zustand p= 1;
» Beispiele: ;7 (|13)
» (B): Hiergilt p=c=1 : .
> (D): Hier ist c ist um eines groBer als Wh'_le (i ii n) |
der Wert von ¢ an Punkt (C) ?7 ('():) '
» Gesamtaussage: Wenn am Punkt(A) c=rc+ 1
der Wert von n > 0, dann ist am ) // (D)
Punkt (E) p = nl.
// (E)
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Grundbausteine der Floyd-Hoare-Logik

v

Logische Variablen (zustandsfrei) und Programmuvariablen

v

Zusicherungen mit logischen und Programmvariablen

v

Floyd-Hoare-Tripel {P} c {Q}
» Vorbedingung P (Zusicherung)
» Programm ¢

» Nachbedingung @ (Zusicherung)

v

Floyd-Hoare-Logik abstrahiert Programme durch logische Formeln.
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Zusicherungen (Assertions)

» Erweiterung von Aexp and Bexp durch

» Logische Variablen Var vi=NMLUVX Y, Z
> Definierte Funktionen und Pradikate iiber Aexp nl, >
» Implikation und Quantoren by = by, forall v. b, exists v. b
» Formal:
Aexpv a:= Z|Ildt|Var|a;+ay|a1—ax| a1 xa
| f(er,...,en)
Assn b= 1|0|ag==a |al=a|a<=a
| 1b | by && b2 | by || b2
| b1 = b | p(e1,...,en) | forallv; b | existsv; b
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Erfiillung von Zusicherungen

» Wann gilt eine Zusicherung b € Assn in einem Zustand o7

> Auswertung (denotationale Semantik) ergibt true

» Aber: was ist mit den logischen Variablen?
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Erfiillung von Zusicherungen

» Wann gilt eine Zusicherung b € Assn in einem Zustand o7

> Auswertung (denotationale Semantik) ergibt true

» Aber: was ist mit den logischen Variablen?
» Belegung der logischen Variablen: /: Var — T
» Semantik von b unter der Belegung I: B,[b]', A, [a]’

Erfilltheit von Zusicherungen

b € Assn ist in Zustand o mit Belegung / erfiillt (o =/ b), gdw
B,[b]'(¢) = true
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Floyd-Hoare-Tripel

Partielle Korrektheit (= {P} c{Q})

c ist partiell korrekt, wenn fiir alle Zustande o, die P erfiillen, gilt:
wenn die Ausfithrung von ¢ mit o in ¢’ terminiert, dann erfiillt o/ Q.

E{P}c{Q} <= VIVo.o E' PATo . (0,0') eClc] = o' E' @

» Gleiche Belegung der logischen Variablen fiir P und Q.

Totale Korrektheit (= [P] c[Q])

c ist total korrekt, wenn fir alle Zustande o, die P erfillen, die
Ausfiihrung von ¢ mit o in ¢’ terminiert, und o’ erfiillt Q.

E[Plc[Q] <= VI.Vo.0 = P= 3¢'.(0,0') eC[c] no’' = @

» Folgendes gilt: = {1} while(1){ } {1}
» Folgendes gilt nicht: = [1] while(1){ } [1]
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Regeln der Floyd-Hoare-Logik

» Die Floyd-Hoare-Logik erlaubt es, Zusicherungen der Form
F{P} c{Q} syntaktisch herzuleiten.

» Der Kalkiil der Logik besteht aus sechs Regeln der Form

F{Pi} 1 {Qi} ... {Pn} cn{Qn}
F{P}c{Q}

» Fiir jedes Konstrukt der Programmiersprache gibt es eine Regel.

Korrekte Software 11 [23] K U



Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Zuweisung

= {Ple/x]} x = e{P} J

» Eine Zuweisung x=e andert den Zustand so dass an der Stelle x jetzt
der Wert von e steht. Damit nachher das Pradikat P gilt, muss also
vorher das Pradikat gelten, wenn wir x durch e ersetzen.

» Es ist vollig normal (aber dennoch falsch) zu denken, die Substitution
gehore eigentlich in die Nachbedingung.

» Beispiele:

x =5 x = x+ 1
{x < 10}
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Zuweisung

= {Ple/x]} x = e{P} J

» Eine Zuweisung x=e andert den Zustand so dass an der Stelle x jetzt
der Wert von e steht. Damit nachher das Pradikat P gilt, muss also
vorher das Pradikat gelten, wenn wir x durch e ersetzen.

» Es ist vollig normal (aber dennoch falsch) zu denken, die Substitution
gehore eigentlich in die Nachbedingung.

» Beispiele:
{5 < 10 <= (x < 10)[5/x]}

x =5 x = x+ 1
{x < 10}

Korrekte Software 12 [23] o< QY



Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Zuweisung

= {Ple/x]} x = e{P} J

» Eine Zuweisung x=e andert den Zustand so dass an der Stelle x jetzt
der Wert von e steht. Damit nachher das Pradikat P gilt, muss also
vorher das Pradikat gelten, wenn wir x durch e ersetzen.

» Es ist vollig normal (aber dennoch falsch) zu denken, die Substitution
gehore eigentlich in die Nachbedingung.

» Beispiele:
{5 < 10 <= (x < 10)[5/x]}

x =5 x = x+ 1
{x < 10} {x < 10}
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Zuweisung

= {Ple/xI} x = e{P} J

» Eine Zuweisung x=e andert den Zustand so dass an der Stelle x jetzt
der Wert von e steht. Damit nachher das Pradikat P gilt, muss also
vorher das Pradikat gelten, wenn wir x durch e ersetzen.

» Es ist vollig normal (aber dennoch falsch) zu denken, die Substitution
gehore eigentlich in die Nachbedingung.

» Beispiele:
{5 < 10 <= (x < 10)[5/x]} {x <9< x+1<10}
x =5 x = x4+ 1
{x < 10} {x < 10}
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Fallunterscheidung

F{A&& b} ¢y {B} - {A&& —b} c; {B}
F{A} if (b) ¢y else c; {B} J

» In der Vorbedingung des if-Zweiges gilt die Bedingung b, und im
else-Zweig gilt die Negation —b.

> Beide Zweige miissem mit derselben Nachbedingung enden.
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Iteration

F{AA b} c{A}
F{A} while(b) c {AA—b} J

» |teration korrespondiert zu Induktion.

» Bei (natirlicher) Induktion zeigen wir, dass die gleiche Eigenschaft P
fur 0 gilt, und dass wenn sie fiir P(n) gilt, daraus folgt, dass sie fir
P(n+1) gilt.

> Analog dazu bendétigen wir hier eine Invariante A, die sowohl vor als
auch nach dem Schleifenrumpf gilt.

» In der Vorbedingung des Schleifenrumpfes kdnnen wir die
Schleifenbedingung b annehmen.

» Die Vorbedingung der Schleife ist die Invariante A, und die
Nachbedingung der Schleife ist A und die Negation der
Schleifenbedingung b.
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Sequenzierung

F{Ata{B} F{Bla{C}
~ {A} C1, CQ{C}

» Hier wird eine Zwischenzusicherung B bendtigt.

~{AH A} J

» Trivial.
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Weakening

A=A F{A}c{B} B=F
= {A} c{B} J

» = {A} c{B}: Ausfiihrung von c startet in Zustand, in dem A gilt, und
endet (ggf) in Zustand, in dem B gilt.

» Zustandspradikate beschreiben Mengen von Zustanden: P C Q gdw.
P—= Q.
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Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils: Weakening

A=A +{Alc{B} B=F
= {A} c{B} J

» = {A} c{B}: Ausfiihrung von c startet in Zustand, in dem A gilt, und
endet (ggf) in Zustand, in dem B gilt.

» Zustandspradikate beschreiben Mengen von Zustanden: P C Q gdw.
P—= Q.

» Wir kénnen A zu A’ einschranken (A’ C A oder A = A), oder B zu
B’ vergroBern (B C B’ oder B = B’), und erhalten |= {A'} c{B'}.
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Uberblick: die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils

= {Ple/x]} x = e{P}

H{AA b} cy{B} F{AA=b}c {B}
F{A} if (b) ¢y else c; {B}

- {AA Db} c{A}
- {A} while(b) c {AA —b}

F{Ala{B} F{B}a{C}
F{AH{ A} F{A} a2 {C}

A=A +{A}c{B} B=F8
= {A} c{B}
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Einfache Beispiele

Sei p: Sei q:
z= X; if (x<y){
X=Y; Z = X;
y= z; } else {
Z= Y,
}
Zu zeigen: Zu zeigen:

» p vertauscht x und y
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Einfache Beispiele

Sei p: Sei q:
z= X; if (x<y){
X=Y; Z = X;
y= z; } else {
Z= Y,
}
Zu zeigen: Zu zeigen:

» p vertauscht x und y
»F{x=XAy=Y}

p
{x=YAry=X}
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Einfache Beispiele

Sei p:

Zu zeigen:
» p vertauscht x und y
»F{x=XAy=Y}

p
{x=YAy=X}
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Sei q:
if (x<y){

| else |
=Y,
}

Zu zeigen:

» g berechnet in z das Minimum
von x und y
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Einfache Beispiele

Sei p:
z= X;
X=Y,;
y= 2z,

Zu zeigen:
» p vertauscht x und y
»F{x=XAy=Y}

p
{x=YAy=X}
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Sei q:
if (x<y){

Z = X;
} else {
Z= Y,
}

Zu zeigen:

» g berechnet in z das Minimum
von x und y

» - {true}

q
{z<xANz<y}
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Wie wir Floyd-Hoare-Beweise aufschreiben

/] (P}

/1 (P}

/] (P}

/] {Ps}

while (x< n) {
/] {P3s A x < n}
/] (P}
{/ (P3}

/] {Ps A=(x < n)}

//{Q)

Korrekte Software

Beispiel zeigt: F {P} c{Q}
Programm wird mit giiltigen
Zusicherungen annotiert.

Vor einer Zeile steht die
Vorbedingung, danach die
Nachbedingung.

Implizite Anwendung der
Sequenzenregel.
Weakening wird notiert durch
mehrere Zusicherungen, und
muss bewiesen werden.
» Im Beispiel:P — Py,
P, = P;, Ps Ax < n= Py,
P3s A —(x < n) = Q.
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Das einfache Beispiel in neuer Notation

/[ {x=XNy=Y}
/[y =Y rx=Xx}

/[ Y=Y nz=x)
X=Y;
// {x=YANz=X}
y= z;

[/ {x=Y Ny =X}
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Das Fakultatsbeispiel

// {1=0'ANO<n}
//{l=1-1)IA1<1A1-1<n}

p= 1;
//{p=1-1)!A"1<1A1-1<n}
c= 1;

/] {p=(c—1)!'A"1<cAc—1<n}

while (c<=n) {
//{p=(c—1A1<cAc—1<nAc<n}
// {pxc=(c—1)lxcAl1<cAc<n}
// {pxc=c'AN1<cAc<n}
//{pxc=((c+1)—1)!'A1<c+1A(c+1)—-1<n}

p= p*c;
//{p=(c+1)—DNA1<c+1A(c+1)—1<n}
c= c+1;

/] Ap=(c—1)IAN1<cAc—-1<n}

//{p=(c—1)A1<cAc—1<nA-(c<n)}
//{p=(c—1)I"N1<cAc—-1<nAc>n}
//{p=(c—1)IA1<cAc—1=n}

// {p=n'}
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Das Fakultatsbeispiel (Quellcode)

[y

Jxe |
/% {
p= 1;
[#= { p
c= 1;

[*x { p

[y

factorial (0) && 0 <= n } x/

— factorial(l— 1) && 1 <=1 && 1-1<=n } x/

while (c<=
/*x { p = factorial(c—1) && 1<= c && c-1<=n & & c <=n } x*/

= factorial(c—1)x c && 1 <= c && c <=n } %/

= factorial(c) && 1 <= c && c <=n } %/

= factorial ((c+1)— 1) && 1 <= c+1 && (c+1)—-1 <= n

/xx { pxc
/xx { pxc
/xx { pxc

p= p*c;

/xx A

p:

c= c+1;

[#* A
}
/%%
/%%
/[ xx
/%%

A A
T T T T
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p =

factorial(l— 1) & 1 <=1 && 1-1 <= n } x/

factorial(c— 1) & 1 <= c && c-1<=n } %/

n) {

factorial
factorial
factorial
factorial

PR

c—1) && 1<= ¢ &&
c—1) && 1<= c &&
c—1) && 1<= c &&
n) } */

22 [23]

c—1
c—1
c—1

factorial ((c+1)—1) && 1<= c+1 && (c+1)-1 <= n } x*/

factorial(c—1) && 1 <= ¢c && c-1<=n } x/

<= n && factorial(c <
<=n&& c>n} x/
—n )
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Zusammenfassung Floyd-Hoare-Logik

» Die Logik abstrahiert {iber konkrete Systemzustidnde durch
Zusicherungen (Hoare-Tripel {P} c {Q}).

» Zusicherungen sind boolsche Ausdriicke, angereichert durch logische
Variablen.

» Semantische Giiltigkeit von Hoare-Tripeln: = {P} c {Q}.
» Syntaktische Herleitbarkeit von Hoare-Tripeln: - {P} c {Q}

» Zuweisungen werden durch Substitution modelliert, d.h. die Menge der
glltigen Aussagen andert sich.

» Fur lterationen wird eine Invariante benétigt (die nicht hergeleitet
werden kann).
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