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Idee

» Hier ist ein einfaches Programm:
[ A{X=xAY =y}

z=y;
/] AX=xANY =2z}
y = x;

[I{X=yNY =z}

X =y nY =x}

» Wir haben gesehen:
@ Die Verifikation erfolgt riickwarts (von hinten nach vorne).

@® Die Verifikation kann berechnet werden.

» Muss das riickwarts sein? Warum nicht vorwarts? Was ist der Vorteil?

Fahrplan

» Einfiihrung

» Operationale Semantik

» Denotationale Semantik

» Aquivalenz der Operationalen und Denotationalen Semantik
» Die Floyd-Hoare-Logik

» Invarianten und die Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils
» Strukturierte Datentypen

» Modellierung und Spezifikation

» Verifikationsbedingungen

» Vorwarts mit Floyd und Hoare

» Funktionen und Prozeduren

> Referenzen

Ausblick und Riickblick

v
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Nachteile der Riickwartsberechnung

Errechnete Vorbedingung (AWP):
(al3] = 7)[5/4lil]

» Kann nicht vereinfacht werden, weil w
nicht wissen, ob i # 3

» AWP wird sehr groB3.

//{i#3}

. /* 400 Zeilen, die
i nicht verandern x/

ali]= 5;
// {al3] =7} > Das Problem wachst mit der Lange der
Programme.
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Der Floyd-Hoare-Kalkiil
Vorwarts
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Vorwartsanwendung der Regeln

» Zuweisungsregel kann nicht vorwarts angewandt werden, weil die
Vorbedingung keine offene Variable ist:

F{Ple/x]} x = e{P}

» Die anderen Regeln passen:

F{AA b} {B} F{AA b} {B}
= {A} if (b) ¢ else c1 {B}

F{AH{} {4}

F{Ata{B} +{Bla{C} F{AAb}c{A}

F{A}a;a{C} F {A} while (b) c {AA—b}

A=A F{A}c{B} B=F8
F{A}c{B}

Zuweisungregel Vorwarts

» Alternative Zuweisungsregel (nach Floyd):

V & FU(P)
F{P}x=e{3V.x=¢e[V/x]AP[V/x]}

> FV(P) sind die freien Variablen in P.

» Jetzt ist die Vorbedingung offen — Regel kann vorwarts angewandt
werden

» Gilt auch fir die anderen Regeln.
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Vorwartsverkettung
V & FUP)
F{P}x=e{3V.x = (e[V/x]) A P[V/x]}
/] {0<x}
x= 2%y,
/] {3V1.0< Vi Ax =2y}
x= x+1;
/] AFVa. (V1.0 < Vi Ax =2 y)[Va/x] Ax = (x + 1)[Vo/x]}
» Vereinfachung der letzten Nachbedingung:
Vo, (VA0S VIAX =2 y)[Vo/x] Ax = (x +1)[Va/X]
<:>3V2(3V10 <VIAV; :2-_)/)/\)(: Vo+1
<= V0. IVT.0< VIAX=Vo+1AVoa=2"y
<~ IVI.0O<ViAx=2-y+1
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Regeln der Vorwartsverkettung

@ Wenn x nicht in Vorbedingung auftritt, dann P[V/x] = P.
® Wenn x nicht in rechter Seite e auftritt, dann e[V /x] = e.

© Wenn beides der Fall ist, kann der Existenzquantor wegfallen:

V¢FVP)=3V.P=P

® Wenn x vorher zugewiesen wurde, Vereinfachung mit

AV.P[VIAV =t = P[t/V]

Vorwartsverkettung

» Vorwiértsaxiom aquivalent zum Rickwartsaxiom.

v

Vorteil: Vorbedingung bleibt kleiner

> Nachteil: in der Anwendung umstandlicher

v

Vereinfachung benétigt Lemma: 3x.P(x) A x =t <= P(t)

Zwischenfazit: Der Floyd-Hoare-Kalkiil ist symmetrisch

Es gibt zwei Zuweisungsregeln, eine fiir die Riickwartsanwendung von
Regeln, eine fiir die Vorwartsanwendung
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Starkste Nachbedingung

» Vorwartsberechnung von Verifikationsbedingungen: Nachbedingung
» Gegeben CO-Programm c, Pradikat P, dann ist

> sp(P, c) die stdrkste Nachbedingung Q so dass = {P} c{Q}

» Pradikat Q starker als Q" wenn Q = Q'.
» Semantische Charakterisierung:

Starkste Nachbedingung
Gegeben Zusicherung P € Assn und Programm ¢ € Stmt, dann

E{P}c{Q} <> sp(P,c) = Q

> Wie konnen wir sp(P, ¢) berechnen?
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Uberblick: Approximative stirkste Nachbedingung
ap(P){} < P

asp(P)x=e & 3V.P[V/x] Ax = (e[V/x])
asp(P)ci; & & asp(asp(c1)P)c2
asp(P)if (b) cp else c; = asp(bA P)cy Vasp(—b A P)c
asp(P)/++{a} +/ £ g
asp(P)while (b) /xxinv i x/ ¢ i A=b
se(P){} & ¢
sve(P)x=e £ ¢
svc(P)c; 2 £ sve(P)c Usve(asp(c1)P)ca
sve(P)if (b) ¢o else ¢; = sve(P A b)cy Usve(P A —b)cy
sve(P)/ela} o/ £ (P—rq)
svc(P)while (b) /«xinv i x/ c sve(i A b)cU{P — i}
U{asp(i A b)c — i}

sve({P} c{Q}) & {asp(P)c — Q} Usvc(P)c

def

Korrekte Software 14 [20] =219

Korrekte Software 9 [20] Y
Vorwartsberechnung von
Verifikationsbedingungen
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Berechnung von Nachbedingungen
» Wir berechnen die approximative starkste Nachbedingung.
» Viele Klauseln sind dhnlich der schwachsten Vorbedingung.
» Ausnahmen:
> While-Schleife: andere Verifikationsbedingungen
> |f-Anweisung: Weakening eingebaut
> Zuweisung: Vorwartsregel
» Nach jeder Zuweisung Nachbedingung vereinfachen
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Beispiel: Fakultat
L //{0<n}
2 p=1;
3 c=1;
4 while (c <=n) /#x inv {p=(c—1)!IAc—1<n}; %/ {
5 p=p*c;
6 c=c¢c+ 1;
7
8 //{p=nl}
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Fakultdt: Starkste Vorbedingung
Notation: asp, = Starkste Nachbedingung nach Zeile x.

aspy = 3V.0 < n[V/pl Ap=(1[V/p])
~0<nAp=1
asp3= V. (0<nAp=1)[V/c]Ac=(1[V/c])

~0<nAp=1Ac=1
aspy, = —(c<nAp=(c—1)lAc—1<n
asps = IVi.(p=(c—=1)!'A(c—=1)<nAc<n)[Vi/p]
Ap=(p-c)[Va/p]
IV (Vi=(c—1)!A(c—1)<nAc<nAp=(Vi-c)
~wc—1<nAc<nAp=(c—-1)-c
aspg= IVo.(c—1<nAc<nAp=(c—1)-c)[Va/c]
Ac = (c+1)[Va/c]
V~>3V2.(V271§n/\\/2SI'l/\p:(\/zfl)L\/2)/\(,‘:(\/2+1
wc—2<nAc—1<nAp=(c=2)l-(c—-1)
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Fakultat: Verifikationsbedingungen
Notation: vc, = in Zeile x generierte Verifikationsbedingung

veg = {asp3 — p=(c—1)!Ac—1<n,
asps — p=(c—1)!'Ac—1<n}
veg = asp, — p = n!

Vereinfachung: vcy <= vca1 A veap A veas A veas

vag1 =0<nAp=1Ac=1—p=(c—1)!
=0<n—1=(1-1)

veao, =0<nAp=1Ac=1—c—-1<n
=0<n—0<n

vaz =c—2<nAc—1<nAp=(c—=2)!-(c=1)— p=(c—1)!
=c—1<nAp=(c—=2)-(c—1)— p=(c—1)!

viga =c—2<nANc—-1<nAp=(c=2) - (c—-1)—c—-1<n
=c—-1<n—c—-1<n

n<c—1Ac—=1<nAp=(c-1)!—p=n!

VCg
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Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element

L //{0<n}

2 i= 0;

3 r=0;

4 while (il= n) /#x inv (Vj,O<j<i—alj]<alr])A0<r<
nox/ A

5 if (a[r] < ali]) {

6 r=i;

7

8 else {

9 }

10 i= i+1;

11

12 //{(Vji.0<j<n—al] <alr])A0<r<n}

» Problem: wir missen u.a. zeigen

(FIVi.(Vj.0<j<i—1— afj] <a[Vi])A
i—l#nAaV]<ali—-1Ar=i—-1)—0<r<n
Deshalb: Invariante verstarken!
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Beispiel: Suche nach dem Maximalen Element
Verstarkte Invariante (und Schleifenbedingung):

1 //{0<n}

2 i=0;

3 r=0;

4 while (i< n) /#x inv (Vj0<j<i—a[j]<a[r]) x/
ANO<i<nAO<r<n

5

6 if (a[r] < a[i]) {

7 r=i;

8 }

9 else {

10 }

11 i= i+1;

}
13 //{(Vj0<j<n—alj]<alr])AO<r<n}

(FVi.(Vj.0<j<i—1— a[j] < a[Vi])A
0<i—l<nnaVi]<ali—-1]Ar=i—-1)—0<r<n

a 1
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Zusammenfassung

v

Die Regeln des Floyd-Hoare-Kalkiils sind symmetrisch: die
Zuweisungsregel gibt es"riickwarts” und “vorwarts”.

» Dual zu Beweis und Verifikationsbedingung riickwarts gibt es Regel
und Verifkationsbedingungen vorwarts. automatisch prifen.

» Kern der Vorwartsberechnung ist die Zuweisungsregel nach Floyd.

v

Vorwartsberechnung erzeugt kleinere Terme, ist aber umsténdlicher zu
handhaben.

v

Rickwartsberechnung ist einfacher zu handhaben, erzeugt aber
(tendenziell sehr) groBe Terme.

Korrekte Software 20 [20] =219




	Der Floyd-Hoare-Kalkül Vorwärts
	Vorwärtsberechnung von Verifikationsbedingungen

