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Invarianten Finden: die Fakultat

p= 1;

&= 4 Invariante:

while (c <= n) {
p=pxc p=(c—1)Ac—1<nAc>0
c=c+ 1;

}

» Kern der Invariante: Fakultat bis ¢ — 1 berechnet.
> Invariante impliziert Nachbedingung

» Nebenbedingung fiir Weakening innerhalb der Schleife.
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Zihlende Schleifen

> Fakultat ist Beispiel fiir zahlende for (i= 0; i<=n; i+4) {

Schleife (for).

» Fir Nachbedigung v ist Invariante:
ist syntaktischer Zucker fiir
Yli—1/nlAi—=1<n i= 0;
while (i<=n) {
> Ggf. weitere Nebenbedingungen i= i+1;
erforderlich }
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Invarianten finden
1. Initiale Invariante: momentaner Zustand der Berechnung
2. Invariante und negierte Schleifenbedingung muss Nachbedingung
implizieren; ggf. Invariante verstarken.
3. Beweise innerhalb der Schleife benétigen ggf. weiter
Nebenbedingungen; Invariante verstarken.
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Beispiel 1
1 /) {0<y} > Invariante:
2 x= 1;
3 c= 1; x=2TAc—1<y
4+ while (c <=vy) {
5 Xx= 2%X;
6 c= c+1;
T}
s [/ {x=2"}
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Beispiel 2

v //{0<y} > Invariante:

2 x= 1;

3 c= 1, x=2ANc<y
4+ while (¢ <y) {

5 c= c+1;

6 X= 2%X;

")

o /) x=2}

Korrekte Software 8 [17] =219




Beispiel 2

/] {0<y} > Invariante:

x= 1;

= 0; x=2°Nc<y
while (c < vy) {

c= c+1;

X= 2%X;

® ~ o e s W oo e

}
/] {x=2}
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Beispiel 3

[/ {y=YN0<y} > Invariante:

x= 1,

while (y != 0) { x =2
X= 2%X;

y=y-1;

T A

}
/] x=2")
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Beispiel 4

Beispiel 5

v

1 //{0<a} » Was berechnet das?

2 t= 1; Ganzzahlige Wurzel von a.

3 s= L » Invariante:

4 i= 0;

5 while (s <= a) { _ o 2

. t— t4 2. s—t<aAt=2i+1As=i+t
7 s= s+ t;

8 i= i+ 1;

9

Nachbedingung 1: aus
s—t<as=i2+t folgt
i?<a.

w //{P<ana<(i+1)*}

v

Nachbedingung 2: aus
s=i?4+tt=2-i+1und
a<sfolgt a< (i+1)2
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. /) {0<a) Invariante:

2 r= a; —h.

s g= 0; a=b-q+rAN0<r

4+ while (b <=r) {

5 r= r—b;

6 q= q+1; > Spezieller Fall: letzter Teil der

7 Nachbedingung ist genau

e //{a=bxq+rA0<rAr<b} negierte Schleifeninvariante

Korrekte Software 11 [17] Rl v

Korrektheit des

Floyd-Hoare-Kalkiils

Korrekte Software 13 [17] Rl v

Floyd-Hoare-Tripel: Giiltigkeit und Herleitbarkeit

v

Definition von letzter Woche: P, Q € Assn, c € Stmt
= {P}c{Q} “Hoare-Tripel gilt" (semantisch)
F{P}c{Q} “Hoare-Tripel herleitbar” (syntaktisch)

Frage: +{P}c{Q} o = {P}c{Q}

v

v

Korrektheit: - {P} c {Q} = ={P}c{Q}

> Wir konnen nur giiltige Eigenschaften von Programmen herleiten.

Volisténdigkeit: = {P} c{Q} == F {P} c{Q}

v

> Wir konnen alle giiltigen Eigenschaften auch herleiten.
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Korrektheit des Floyd-Hoare-Kalkiils

Der Floyd-Hoare-Kalkiil ist korrekt.
Wenn + {P} c{Q}, dann = {P} c{Q}. J

Beweis:
» Definition von = {P} c{Q}:

= {P}c{Q} <= VIVo.o = PA3d' (0,0') eClc] = o' E' Q
> Beweis durch Regelinduktion tber der Herleitung von F {P} c {Q}.
» Bsp: Zuweisung, Sequenz, Weakening, While.

> Zuweisung benétigt Lemma: o =/ Ble/x] <> o[A[e](0)/x] E' B
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Volistandigkeit der Floyd-Hoare-Logik

Floyd-Hoare-Logik ist vollstandig modulo weakening.

Wenn |= {P} c{Q}, dann - {P} c {Q} bis auf die Bedingungen der
Weakening-Regel.

» Beweis durch Konstruktion einer schwachsten Vorbedingung wp(c, Q).

> Problemfall: while-Schleife.

» Wenn wir eine giiltige Zusicherung nicht herleiten kdnnen, liegt das
nur daran, dass wir eine Beweisverpflichtung nicht beweisen kénnen.

» Logik erster Stufe ist unvollstandig, also konnen wir gar nicht besser
werden.
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Zusammenfassung

» Invarianten finden in drei Schritten,

> Floyd-Hoare-Logik ist korrekt, wir kénnen nur giiltige Zusicherungen
herleiten.

» Floyd-Hoare-Logik ist vollstandig bis auf das Weakening.
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