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Fixpunkt

» Sei f : A — A eine Funktion. Ein Fixpunkt von f ist ein a € A, so dass
f(a) = a.

» Beispiele
» Fixpunkte von f(x) = y/x sind 0 und 1; ebenfalls fiir f(x) = x2.

» Fir die Sortierfunktion ist
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Regeln und Regelinstanzen

Definition

Sei R eine Menge von Regeln X1=*1 n > (.

Die Anwendung einer Regel auf spezifische aj ... a, ist eine Regelinstanz

» Betrachte folgende Regelmenge R

Induktive Definierte Mengen

Definition
Seit R eine Menge von Regelinstanzen und B eine Menge. Dann
definieren wir

I:?(B):{y\Hxl,...,xkgB.MeR} und

<

RO(B) = B und R'*Y(B) = R(R/(B))

Korrekte Software 6 [27] =219

— - n m
22 23 n-m
> Regelinstanzen sind
= = 4 8 4 4
4 8 32 16
16 32 3 5
512 15
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Beispiel
» Betrachte folgende Regelmenge R
- - n m
22 23 n-m
» Was sind
R(0) = R(0) = {4.8}
.‘A?2((/)) =7
R3(0) =2
’f?i+1(®) =7
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Induktive Definierte Mengen

Definition
Seit R eine Menge von Regelinstanzen und B eine Menge. Dann
definieren wir

R(B):{y\Hxl,...,xkgB.MeR} und

<

R%(B) = B und R'*Y(B) = R(R/(B))

Definition (Abgeschlossen und Monoton)

» Eine Menge S is abgeschlossen unter R (R-abgeschlossen) gdw.
R(S)C S

» Eine Operation f ist monoton gdw.

VA,B.AC B = f(A) C f(B)
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Kleinster Fixpunkt Operator

Lemma

Fiir jede Menge von Regelinstanzen R ist die induzierte Operation R
monoton.

Lemma

Sei A; = Ri(0) fiir alle i € N und A= ;e A;. Dann gilt
(a) A ist R-abgeschlossen,

(b) R(A) = A, und

(c) A ist die kleinste R-abgeschlossene Menge.
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Beweis von Lemma (b): R(A) = A.

> R(A) C A:
Da A R-abgeschlossen gilt auch R(A) C A.

> AC R(A):
Seiy€ A Dann3dn>0.y € Ayund y ¢ R’(A,,_l).
Folglich muss es eine Regelinstanz Xl"'y"xk € R geben mit
X1, Xk € Apm1 C A
Also ist y € R(A).

]
Korrekte Software 11 [27] Rl v
Kleinster Fixpunkt Operator
Definition
fix(Ry = |J R"(9)
neN

ist der kleinste Fixpunkt.
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Beweis von Lemma (a).
A ist R-abgeschlossen:
Sei Xl’;’xk € Rund xq,...,xx C A.
Da A = U;cn Ai gibt es ein j so dass x1,...,xx C A;.
Also auch:
y € R(4) = R(R/(0))
= RITL(p)
=A1CA
DA
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Beweis von Lemma (c).
A ist die kleinste R-abgeschlossene Menge, d.h. fiir jede
R-abgeschlossene Menge B gilt A C B.
Beweis per Induktion iiber n dass gilt A, C B:
» Basisfall:
A =0CB
» Induktionsschritt:
Da B R-abgeschlossen ist gilt: R(B) C B.
Induktionsannahme: A, C B.
Dann gilt Ap+1 = R(A,) C R(B) C B weil R monoton und B ist
R-abgeschlossen.
DJ
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Kleinster Fixpunkt
» Betrachte folgende Regelmenge R
— — n_m
22 23 n-m
» Was sind
RY (D) = R(D) = {4,8}
R2(0) =2
R3(0) =2
'[?iJrl(m) —2
> Wie sieht fix(R) aus?
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Denotationale Semantik - Motivation

» Operationale Semantik
Eine Menge von Regeln, die einen Zustand und ein Programm in einen
neuen Zustand oder Fehler iiberfiihren

(¢,0) = stme 0’| L

» Denotationale Semantik
Eine Menge von Regeln, die ein Programm in eine partielle Funktion
—_—

. . Denotat
von Zustand nach Zustand tberfithren

Cle]:£—~X%
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Denotationale Semantik - Motivation

Zwei Programme sind aquivalent gdw. sie immer zum selben Zustand
(oder Fehler) auswerten
o ~ c iff (Yo,0"(co,0) —stme 0" & (c1,0) —stme )

oder
Zwei Programme sind aquivalent gdw. sie die selbe partielle Funktion
denotieren

co ~ a1 iff {(0,0")|{co,0) = stme o'} = {(0,0")|{c1, ) —>5tme '}
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Denotierte Funktionen

> jeder a :Aexp denotiert eine partielle Funktion ¥ — N

» jeder b :Bexp denotiert eine partielle Funktion ¥ — T

> jedes c :Stmt denotiert eine partielle Funktion ¥ — %

Denotat von Aexp

Ala] : Aexp — (X — N)

Alnl = {(o,n) |0 e X}

Al = {(o:0(x)) | o € T, x € Dom()}

Alag+ a1] = {(o,n0+ m)| (o, n0) € Alao] A (o, n1) € Afa1]}

Alao —a1] = {(o,n0 — m) | (0, n0) € Alao] A (o, m) € Afa1]}

Alao * a1] = {(0,n0 % m) | (0,n0) € Alao] A (o, m) € Ala1]}
Alag/a1] = {(o.n0/n) | (o, m0) € Alag] A (0, m) € A[a1] A n1 # 0}

Korrekte Software 18 [27] LY

Korrekte Software 17 [27] Y
Denotat von Bexp
Bla] : Bexp — (X = T)
B[] = {(o,1)|ceX}
BO] = {(c,0)|cex}
Blao==a1] = {(0,1)|0 €, (0,n0) € Alao](o),
(o,m) € Ala1], no = m}
U{(0,0) | o € I, (0, no) € Afao](0),
(0,m) € Alai], no # m}
Blag <=a1] = {(0,1) |0 € X, (0,n0) € Alao](c),
(0,m) € A[a1], no < m}
U{(0,0) | o € £, (0, no) € Alao](o)
(o,m) € Ala1], no > n1}
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Denotat von Bexp

Bla] : Bexp — (X = T)

Blb] = {(0,1) |0 €%, (0,0) € B[]}
U{(0,0) | o € Z. (0, 1) € B[b]}
Blby && b2] = {(0,0) | o € T.(0,0) € B[b]}
U{(0,t2) | o € T. (0, 1) € Blbu]. (0. t2) € Blba]}
Blby || k2] = {(o,1)] 0 € X,(0,1) € B[b]}
U{(o,t2) | 0 € ,(0,0) € B[b], (0, 22) € B[]}
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Denotat von Stmt

C[.]: Stmt — (X —~ X)

Clx=a] = {(o,0[n/x])| o€ XA(0,n)ec Ala]}

Cl{c cs}] = Cles]oCc] Komposition von Relationen

Cl{}] = M Id :={(0,0)|loc € £}
Clif (b) co else c1] = {(0,0") | (0,1) € B[b] A (0,0") € C[co]}
U{(e,0") | (0,0) € B[b] A (0,0") € Clar]}

Aber was ist
C[while (b) c] =??
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Denotationale Semantik fir while

Sei w = while (b) ¢ (und o € X). Wir wissen bereits, dass gilt

w ~ if (b) {c w} else {}

Clw] {(0,0') | (0,1) € BIb] A (0,0") € Cl{c w}}

U{(a,0) | (0,0) € B[b]}

= {(0,0") | (0,1) € B[] A (0,0") € C[w] o C[c]}
U{(e,9) | (0,0) € B[bI}

= {(o,0") | 30" (0,1) € B[b] A (0,0") € C[c] A (¢”,0") € C[w]}
U(0,0) | (0,0) € BIb}
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Denotationale Semantik von while
Sei w = while (b) ¢ (und o € X). Wir wissen bereits, dass gilt

w = if (b) {c w} else {}

Clwlo {(0,0) | (0,0) € B[b](o)}

Clwli = {(o,0")|30". (0,1) € B[b] A (0,0") € C[c]
A (0" 0") € C[wlo}

Ciwla = {(o,0)|3". (0’ 1) € B[b] A (0,0") € C[c]
A(o" ') € Clwli}

Clwlis1 = {(o,0") | 30" (0,1) € B[b] A (0,0”") € C[c]
A(a" o) € Clw]i}

M) = {(o,0")| 30" B[b](c) =1 A (0,06") € C[c] A (¢”",0") € ¢}

Ui(o,0) | B[b](e) = 0}
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Denotationale Semantik von while

Sei w = while (b) ¢ (und o € X). Wir wissen bereits, dass gilt

w = if (b) {c w} else {}

) = {(o,0)|3". (0,1) € B[b] A (0,0") € C[c] A (¢”,0") € ¥}
W{(e,0) | (0,0) € B[b]}

I ist wie R, wobei R definiert ist wie folgt:

3 (0_1/70_/) .

u{m | (0.0) eB|[b]|}

€ BIb] A (0,0") € Cl[c]l}

und die Semantik von w ist der Fixpunkt von I, d.h. C[w] = fix(I")
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Denotation fiir Stmt

C[]:Stmt— (X —~X)

Clx = 4]

{(0,0[n/X]) | 0 € = A (0, n) € Ala]}

Cl{c cs}] = Cles]oClc] Komposition von Relationen

CH{Y = W Id := {(0,0)|c € T}
C[if (b) co else c1] {(0,0") | (0,1) € B[b] A (0,0") € C[co]}
U{(e,0") | (0,0) € B[b] A (0,0") € Clar]}
fix(T)

C[while (b) c]
mit

rw) = {(o,0")|(o,1) € B[b] A (0,0") € ¢ o C[c]}
U{(o.0) | (¢,0) € B[b]}
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Weitere Intuition zur Fixpunkt Konstruktion

> Sei w = while (b) ¢

» Zur Erinnerung: Wir haben begonnen mit w ~ if (b) { cw } else {}

» Dann miisste auch gelten

Clw] £C|[if (b) { cw}else {}]

» Beweis an der Tafel
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