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Organisatorisches

» Veranstalter:

Serge Autexier Christoph Liith
serge.autexier@dfki.de christoph.lueth@dfki.de
MZH 3120, Tel. 59834 MZH 3110, Tel. 59830
> Termine:

Montag, 16 — 18, MZH 1110
Donnerstag, 14 — 16, MZH 1110

» Webseite:

http://www.informatik.uni-bremen.de/~cx1l/lehre/foma.ss13
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Die Vasa

10. August 1628
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Modellierung — Das Problem

Welt it >
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Modellierung — Das Problem
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Modell

| ——
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Modellierung — Das Problem

p—

2Mg + O — 2MgO
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Modellierung — Das Problem

x=at’+bt+c
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Modellierung — Das Problem
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Lernziele

1. Modellierung — Formulierung von Eigenschaften
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Lernziele

1. Modellierung — Formulierung von Eigenschaften

2. Beweis — Formaler Beweis der Eigenschaften
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Lernziele

1. Modellierung — Formulierung von Eigenschaften

2. Beweis — Formaler Beweis der Eigenschaften

3. Spezifikation und Verifikation — Eigenschaften von Programmen
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Themen

» Formale Logik:

» Aussagenlogik (AA B, A— B), Pradikatenlogik (Vx.P)

» Formales Beweisen: natiirliches SchlieBen und der Sequenzenkalkiil

v

Induktion, induktive Datentypen, Rekursion

Die Goédel-Theoreme

v

» Spezifikation und Verifikation:

» Die Spezifikationssprache Z
» Programme in Z

» Beispiel, Anwendung
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Der Theorembeweiser Isabelle

» Interaktiver Theorembeweiser

» Entwickelt in Cambridge und Miinchen
» Est. 1993 (7), ca. 500 Benutzer

» Andere: PVS, Coq, ACL-2

» Vielfaltig benutzt:

» VeriSoft (D) — http://www.verisoft.de

> L4.verified (AUS) —
http://ertos.nicta.com.au/research/14.verified/

» SAMS (Bremen) — http://wuw.projekt-sams.de
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Formale Logik

» Formale (symbolische) Logik: Rechnen mit Symbolen

» Programme: Symbolmanipulation

v

Auswertung: Beweis

v

Curry-Howard-Isomorphie:
funktionale Programme = konstruktiver Beweis
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Geschichte

» Gottlob Frege (1848— 1942)

> ‘Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des
reinen Denkens' (1879)

» Georg Cantor (1845- 1918), Bertrand Russel (1872— 1970), Ernst
Zermelo (1871-1953)

» Einfache Mengenlehre: inkonsistent (Russel's Paradox)

» Axiomatische Mengenlehre: Zermelo-Frankel

» David Hilbert (1862— 1943)

» Hilbert's Programm: ‘mechanisierte’ Beweistheorie

> Kurt Gadel (1906- 1978)

> Vollstdndigkeitssatz, Unvollstandigkeitssatze
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Grundbegriffe der formalen Logik

» Ableitbarkeit Th+ P

» Syntaktische Folgerung
» Giltigkeit Th = P

» Semantische Folgerung
» Klassische Logik: PV =P
» Entscheidbarkeit

> Aussagenlogik
» Konsistenz: Thi/ L

» Nicht alles ableitbar

» Vollstandigkeit: jede giiltige Aussage ableitbar

» Pradikatenlogik erster Stufe
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Unvollstandigkeit

» Godels 1. Unvollstandigkeitssatz:

» Jede Logik, die Peano-Arithmetik formalisiert, ist entweder inkonsistent
oder unvollstandig.
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Unvollstandigkeit

» Godels 1. Unvollstandigkeitssatz:

» Jede Logik, die Peano-Arithmetik formalisiert, ist entweder inkonsistent
oder unvollstandig.

» Godels 2. Unvollstandigkeitssatz:

» Jede Logik, die ihre eigene Konsistenz beweist, ist inkonsistent.
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Unvollstandigkeit

> Godels 1. Unvollstandigkeitssatz:

» Jede Logik, die Peano-Arithmetik formalisiert, ist entweder inkonsistent
oder unvollstandig.

» Godels 2. Unvollstandigkeitssatz:
» Jede Logik, die ihre eigene Konsistenz beweist, ist inkonsistent.
» Auswirkungen:

» Hilbert's Programm terminiert nicht.
» Programme nicht vollstandig spezifierbar.

» Spezifikationssprachen immer unvollstandig (oder uninteressant).
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Unvollstandigkeit

> Godels 1. Unvollstandigkeitssatz:

» Jede Logik, die Peano-Arithmetik formalisiert, ist entweder inkonsistent
oder unvollstandig.

» Godels 2. Unvollstandigkeitssatz:

» Jede Logik, die ihre eigene Konsistenz beweist, ist inkonsistent.

» Auswirkungen:
» Hilbert's Programm terminiert nicht.
» Programme nicht vollstandig spezifierbar.
» Spezifikationssprachen immer unvollstandig (oder uninteressant).

» Mit anderen Worten: Es bleibt spannend.
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Nachste Woche

» Aussagenlogik

» Erstes Ubungsblatt
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Formale Modellierung

Vorlesung 2 vom 08.04.13: Formale Logik und natiirliches SchlieBen

Serge Autexier & Christoph Liith
Universitat Bremen

Sommersemester 2013

Rev. 2144 1[17]



Heute

v

Einfiihrung in die formale Logik

v

Aussagenlogik

» Beispiel fiir eine einfache Logik

» Guter Ausgangspunkt

Naturliches SchlieBen

v

» Wird auch von Isabelle verwendet.

v

Buchempfehlung:
Dirk van Dalen: Logic and Structure. Springer Verlag, 2004.
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Fahrplan

» Teil I: Formale Logik

>

>

>

>

Einfihrung

Aussagenlogik: Syntax und Semantik, Natiirliches SchlieBen
Konsistenz & Vollstandigkeit der Aussagenlogik
Pradikatenlogik (FOL): Syntax und Semantik

Konsistenz & Vollstandigkeit von FOL

FOL mit induktiven Datentypen

FOL mit Induktion und Rekursion

Die Godel-Theoreme

Weitere Datentypen: Mengen, Multimengen, Punkte

» Teil Il: Spezifikation und Verifikation

> Teil I1l: SchluB
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Formalisierung von Aussagen

» Beispielaussagen:

John fuhr weiter und stieB mit einem FuBganger zusammen.
John stieB mit einem FuBganger zusammen und fuhr weiter.
Wenn ich das Fenster 6ffne, haben wir Frischluft.

Wenn wir Frischluft haben, dannist 1 +3 =4

Wenn 1 + 2 = 4, dann haben wir Frischluft.

John arbeitet oder ist zu Hause.

N oA e

Euklid war ein Grieche oder ein Mathematiker.

» Probleme natiirlicher Sprache:
> Mehrdeutigkeit
» Synonyme

» Versteckte (implizite) Annahmen

417]



Formale Logik

» Ziel: Formalisierung von Folgerungen wie

» Wenn es regnet, wird die StraBe nass.
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Formale Logik

» Ziel: Formalisierung von Folgerungen wie

» Wenn es regnet, wird die StraBe nass.

> Es regnet.
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Formale Logik

» Ziel: Formalisierung von Folgerungen wie
» Wenn es regnet, wird die StraBe nass.
> Es regnet.

» Also ist die StraBe nass.
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Formale Logik

» Ziel: Formalisierung von Folgerungen wie
» Wenn es regnet, wird die StraBe nass. > Nachts ist es dunkel.
> Es regnet.

» Also ist die StraBe nass.
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Formale Logik

» Ziel: Formalisierung von Folgerungen wie
» Wenn es regnet, wird die StraBe nass. > Nachts ist es dunkel.
> Es regnet. » Es ist hell.

» Also ist die StraBe nass.
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Formale Logik

» Ziel: Formalisierung von Folgerungen wie

» Wenn es regnet, wird die StraBe nass. > Nachts ist es dunkel.
> Es regnet. » Es ist hell.
> Also ist die StraBe nass. > Also ist es nicht nachts.

» Eine Logik besteht aus

» Einer Sprache £ von Formeln (Aussagen)
» Einer Semantik, die Formeln eine Bedeutung zuordnet

» SchluBregeln (Folgerungsregeln) auf den Formeln.

» Damit: Giltige (“wahre") Aussagen berechnen.
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Beispiel fiir eine Logik

» Sprache £ = {&,#,0,{}
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Beispiel fiir eine Logik

» Sprache £ = {&,#,0,{}

» SchluBregeln:

o/
Q
<
™
2

» Beispielableitung: ©

<
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Aussagenlogik

» Sprache Prop gegeben durch:

1. Variablen (Atome) V' & Prop (Menge V gegeben)
2. 1L € Prop
3. Wenn ¢,y € Prop, dann

> ¢ Ny € Prop

> ¢V & Prop

> ¢ — ) € Prop

> ¢ +— Y € Prop

4. Wenn ¢ € Prop, dann —¢ € Prop.

» NB. Prazedenzen: — vor A vor V vor —», +—

707



Wann ist eine Formel giiltig?

» Semantische Giltigkeit &= P
» Ubersetzung in semantische Domine
» Variablen sind wahr oder falsch

» Operationen verkniipfen diese Werte

» Syntaktische Gultigkeit - P

» Formale Ableitung
» Natdrliches SchlieBen
» Sequenzenkalkiil

» Andere (Hilbert-Kalkiil, gleichungsbasierte Kalkiile, etc.)
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Semantik

» Domane: {0,1} (O fiir falsch, 1 fiir wahr)

Definition (Semantik aussagenlogischer Formeln)
Fir Valuation v : V — {0,1} ist [-]v : Prop — {0,1} definiert als

[w]v = v(w) (mitw € V)
[L].=0
[¢ A 4] = min([8]v, [¥]v)
[o V¥l = max([o]y, [¥]v)
[¢ — ¢¥]v =0<=[¢]v =1und [¢], =0
[¢ «— ¥l =1+ [4]v = [¥]v
[-¢]v =1 - [¢]v
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Semantische Giiltigkeit und Folgerung

» Semantische Giltigkeit: = ¢
= ¢ gdw. [¢], =1 fir alle v

» Semantische Folgerung: sei ' € Prop, dann

= ¢ gdw. [¢], =1 wenn [¢], =1 firallep €T
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Beweisen mit semantischer Folgerung

» Die Wahrheitstabellenmethode:

» Berechne [¢], fiir alle Méglichkeiten fiir v
> Beispiel: = (¢ — ¢) «— (-0 — —¢)

¢ Y ¢—=Y W ¢ p— ¢ (¢ — )= (7 — ~9)

0 O 1 1 1 1 1
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Beweisen mit semantischer Folgerung

» Die Wahrheitstabellenmethode:

» Berechne [¢], fiir alle Méglichkeiten fiir v
> Beispiel: = (¢ — ¢) «— (-0 — —¢)

¢ Y ¢—=Y W ¢ p— ¢ (¢ — )= (7 — ~9)

0 O 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1
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Beweisen mit semantischer Folgerung

» Die Wahrheitstabellenmethode:

» Berechne [¢], fiir alle Méglichkeiten fiir v

> Beispiel: = (¢ — ¢) «— (-0 — —¢)

¢ Y 9= W 2 p—p (¢ —=Y) = (Y — 9)
00 1 1 1 1 1
01 1 0 1 1 1
10 0 1 0 0 1
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Beweisen mit semantischer Folgerung

» Die Wahrheitstabellenmethode:

» Berechne [¢], fiir alle Méglichkeiten fiir v

> Beispiel: = (¢ — ¢) «— (-0 — —¢)

¢ Y 9= W 2 p—p (¢ —=Y) = (Y — 9)
00 1 1 1 1 1
01 1 0 1 1 1
10 0 1 0 0 1
11 1 0 0 1 1
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Beweisen mit semantischer Folgerung

» Die Wahrheitstabellenmethode:

» Berechne [¢], fiir alle Méglichkeiten fiir v

> Beispiel: = (¢ — ¢) «— (-0 — —¢)

» Problem: Aufwand exponentiell 29 zur Anzahl a der Atome

» Vorteil: Konstruktion von Gegenbeispielen

¢ Y 9= W 2 p—p (¢ —=Y) = (Y — 9)
00 1 1 1 1 1
01 1 0 1 1 1
10 0 1 0 0 1
11 1 0 0 1 1
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Naturliches SchlieBen (ND)

» Vorgehensweise:

1. Erst Kalkil nur far A, —, L

2. Dann Erweiterung auf alle Konnektive.

» Fir jedes Konnektiv: Einfithrungs- und Eliminationsregel

» NB: konstruktiver Inhalt der meisten Regeln
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Beispiel fiir Natiirliches SchlieBen

» Sprache £ = {&,#,0,{}

» SchluBregeln:

o[
)
<
™

;

» Beispielableitung: ©
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Natirliches SchlieBen — Die Regeln

raa
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Die fehlenden Konnektive

» Einfithrung als Abkiirzung:

- € 61
PVY E (= Ap)

g E (¢ — YA — ¢)

> Ableitungsregeln als Theoreme.
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Die fehlenden SchluBregeln

4]
1 o o
—5 — -E
[¢]  [¢]
o Y :
svo 't gvg VR v o .
= VE
e e SV S et A A Tt

16 [17]



Zusammenfassung

» Formale Logik formalisiert das (natirlichsprachliche) SchluBfolgern
» Logik: Formeln, Semantik, SchluBregeln (Kalkiil)
» Aussagenlogik: Aussagen mit A, —, L
» -, V, «<— als abgeleitete Operatoren
» Semantik von Aussagenlogik [-], : Prop — {0,1}
» Natiirliches SchlieBen: intuitiver Kalkdl

» Naichste Woche:

» Sequenzenkalkiil

» Konsistenz und Vollsténdigkeit von Aussagenlogik
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Formale Modellierung

Vorlesung 3 vom 15.04.13: Aussagenlogik: Konsistenz &
Vollstandigkeit

Rev. 2129

Serge Autexier & Christoph Liith
Universitat Bremen

Sommersemester 2013

1[13]



Organisatorisches

Vorlesung und Ubung nichste Woche (22.04, 25.04.) fallen aus!
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Fahrplan

» Teil I: Formale Logik

>

>

>

>

Einfihrung

Aussagenlogik: Syntax und Semantik, Natirliches SchlieBen
Konsistenz & Vollstandigkeit der Aussagenlogik
Pradikatenlogik (FOL): Syntax und Semantik

Konsistenz & Vollstandigkeit von FOL

FOL mit induktiven Datentypen

FOL mit Induktion und Rekursion

Die Godel-Theoreme

Weitere Datentypen: Mengen, Multimengen, Punkte

» Teil Il: Spezifikation und Verifikation

> Teil I1l: SchluB
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Das Tagesmenli

» Einige Eigenschaften der Aussagenlogik (PL)

»TEovs. T E ¢
» Korrektheit
» Konsistenz

» Vollstandigkeit
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Eigenschaften der Aussagenlogik
» Prop bildet eine Boolesche Algebra:

FE(@VY)Vaos— oV (Vo)
F@AP)ANo— oA (Y Ao)
FEoVie—ypVe

FEoNY AP
FoV(WAa)«— (oVY)A(dVo)
Fon(@Va)c— (9AY)V(dA0)
F (V) «— —d A
Ea(pAY) s —pV )
EoVo— ¢

FEoNp— @

E ¢ — ¢
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Eigenschaften der Aussagenlogik

» Rechnen in Prop:

» Substitutivitat:
wenn = ¢ <— ¢, dann | w[‘i;;] — w[q:f] fiir Atom p.

> Sei ¢ ~ 9 gdw. = ¢ «— 1, dann ist &~ eine Aquivalenzrelation
» Damit: algebraisches Umformen als Beweisprinzip

> Beispiele: = (¢ — (¥ — 0)) +— (6 A — o)
Fo—v—0¢
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Eigenschaften der Aussagenlogik

» Operatoren durch andere definierbar:

Flps—9)«— (0 — )N (Y —9)
E (¢ — ) «— (mo V)
FoVY«— (m¢ — 1)

E oV 2(mp A )

E oA (V)
F¢+— (¢ — 1)

E L+ (¢N9)
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Eigenschaften der Aussagenlogik

» Operatoren durch andere definierbar:

Fp«—= )= (@ —= )N — 0)
= (¢ —9) <= (o V)

F oV (o — )

F oV (-9 A—Y)

F oAy = (-9 V)
Fop«— (¢ — 1)
=L« (9N —9)

» (A,—) und (V, L) sind genug (functional complete)
» Anwendung: konjunktive und disjunktive Normalformen (CNF/DNF)
> Gleichfalls: A | B (Sheffer-Strich), A | B (weder-noch)

7[13]



Korrektheit (Soundness)

v

I = ¢: Ableitbarkeit

v

I |= ¢: semantische ‘Wahrheit'

v

Ist alles wahr, was wir ableiten kénnen? (Korrektheit)

v

Ist alles ableitbar, was wahr ist? (Vollstandigkeit)
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Korrektheit (Soundness)

v

I = ¢: Ableitbarkeit

v

I |= ¢: semantische ‘Wahrheit'

v

Ist alles wahr, was wir ableiten kénnen? (Korrektheit)

v

Ist alles ableitbar, was wahr ist? (Vollstandigkeit)

Lemma 1 (Korrektheit von ND)
Wenn T = ¢, dann T |= ¢ J

Beweis: Induktion tber der Ableitung I' - ¢
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Konsistenz

» Nur konsistente Logiken (Mengen von Aussagen) sind sinnvoll

Definition 2 (Konsistenz)
Menge I von Aussagen konsistent gdw. I i/ |

Lemma 3 (Charakterisierung von Konsistenz)
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) T konsistent

(ii) Es gibt kein ¢ so dassT + ¢ und T = —¢
(iii) Es gibt ein ¢ so dass T t/ ¢
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Konsistenz

» Nur konsistente Logiken (Mengen von Aussagen) sind sinnvoll

Definition 2 (Konsistenz)
Menge I von Aussagen konsistent gdw. I i/ |

Lemma 3 (Charakterisierung von Konsistenz)
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(iv) T inkonsistent (T + L)

(v) Es gibt ein ¢ so dass T+ ¢ und T = —¢
(vi) Fir alle p, T+ ¢
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Maximale Konsistenz

» Wenn es v so dass ], =1 fir ¢p € T, dann T konsistent.

Definition 4 (Maximale Konsistenz)
I maximal konsistent gdw.
(i) T konsistent, und
(i) wenn I € " und I konsistent, dann ' ="

Lemma 5 (Konstruktion maximal konsistenter Mengen)

Fiir jedes konsistente I gibt es maximal konsistentes [* mit [ € I'*
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Eigenschaften maximal konsistenter Mengen

» Wenn ' U {¢} inkonsistent, dann I = —=¢ (Beweis: —/)
» Wenn ' U {—¢} inkonsistent, dann I - ¢ (Beweis: raa)

Lemma 6

Wenn I maximal konsistent, dann geschlossen unter Ableitbarkeit:
¢ danng el

» Wenn [ maximal konsistent ist, dann:
(i) entweder ¢ € T oder ~¢p € T
(i) pAY T gdw. ¢, €T
(iii) ¢ — p €T gdw. (wenn ¢ € T dann ¢ €T)
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Vollstandigkeit

Lemma 7
Wenn T konsistent, dann gibt es v so dass [¢], =1 fir ¢ €T. J

Damit:
» Wenn It/ ¢ dann gibt es v so dass [¢], =1 fur ¢ €T, [¢], = 0.

» Wenn 't/ ¢ dann T [~ ¢.

Theorem 8 (Vollstandigkeit der Aussagenlogik)
M- ¢ gdw. T = ¢ J

» Deshalb: Aussagenlogik entscheidbar
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Zusammenfassung

v

Aussagenlogik ist eine Boolesche Algebra.

» Aquivalenzumformung als Beweisprinzip

v

Aussagenlogik und natiirliches SchlieBen sind korrekt und vollstiandig.

» Beweis der Vollstandigkeit: maximale Konsistenz

» Konstruktion des Herbrand-Modells, Aufzahlung aller (wahren, ableitbaren)
Aussagen

v

Ausagenlogik ist entscheidbar: fir I und ¢, ' = ¢ oder I' I/ ¢.

v

Nachste VL (29.04.13): Pradikatenlogik
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Formale Modellierung

Vorlesung 4 vom 29.04.13: Pradikatenlogik erster Stufe

Rev. 2129

Serge Autexier & Christoph Liith
Universitat Bremen

Sommersemester 2013

1 [14]



Fahrplan

» Teil I: Formale Logik

>

>

>

>

Einfihrung

Aussagenlogik: Syntax und Semantik, Natirliches SchlieBen
Konsistenz & Vollstandigkeit der Aussagenlogik
Pradikatenlogik (FOL): Syntax und Semantik

Konsistenz & Vollstandigkeit von FOL

FOL mit induktiven Datentypen

FOL mit Induktion und Rekursion

Die Godel-Theoreme

Weitere Datentypen: Mengen, Multimengen, Punkte

» Teil Il: Spezifikation und Verifikation

> Teil I1l: SchluB
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Das Tagesmenli

v

Von Aussagenlogik zur Pradikatenlogik

v

Logik mit Quantoren

v

Semantik der Pradikatenlogik

v

Natlrliches SchlieBen mit Quantoren
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Beispiel: Make

The make utility automatically determines which pieces of a large
program need to be recompiled, and issues commands to recompile
them.

» Abhéngigkeiten werden durch Regeln formalisiert

» Wenn Ziel alter ist als Abhangigkeit wird es neu erzeugt.

lecture-01.pdf: lecture-0l.tex prelude.sty
pdflatex lecture-01.tex

lecture-02.pdf: lecture-02.tex prelude.sty diagram.pdf
pdflatex lecture-02.tex

diagram.pdf: diagram.svg
inkscape -A diagram.pdf diagram.svg
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Pradikatenlogik: Erweiterung der Sprache

v

Terme beschreiben die zu formalisierenden Objekte.

v

Formeln sind logische Aussagen.

v

Eine Signatur ¥ beschreibt Pradikate und Funktionen:
» Pradikatensymbole: Py, ..., P,,= mit Aritat ar(P;) € N, ar(=) =2

» Funktionssymbole: f, ..., f, mit Aritat ar(t;) € N

v

Menge X von Variablen (abzéhlbar viele)

v

Konnektive: A, —, 1V, abgeleitet: V, +—, =, —, 3
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Terme

» Menge Termy der Terme (zur Signatur ¥) gegeben durch:

» Variablen: X @ Terms

» Funktionssymbol f € ¥ mit ar(f) = nund ty,...,t, € Terms, dann
f(ty,...,t,) € Terms

» Sonderfall: n = 0, dann ist f eine Konstante, f € Terms
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Formeln

» Menge Formy der Formeln (zur Signatur X) gegeben durch:
> | € Formy
» Wenn ¢ € Formy, dann —¢ € Formy

» Wenn ¢, € Formy, dann ¢ A € Forms, ¢V € Formy,
o — Y € Formy, ¢ <— p € Formy
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Formeln

» Menge Formy der Formeln (zur Signatur ) gegeben durch:

>

>

1 € Formy
Wenn ¢ € Formy, dann —¢ € Formy

Wenn ¢, € Formy, dann ¢ Ay € Formy, ¢V p € Formy,
o — Y € Formy, ¢ <— p € Formy

Wenn ¢ € Formy,x € X, dann Vx.¢ € Formy,3x.¢p € Formy

Pradikatensymbol p € ¥ mit ar(p) = mund t1,...,t, € Term, dann
p(ti,. .., tm) € Forms

> Sonderfall: t;, t; € Terms, dann t; = t, € Formy
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Freie und gebundene Variable

Definition (Freie und gebundene Variablen)

Variablen in t € Term, p € Form sind frei, gebunden, oder bindend:
(i) x bindend in Vx.¢, Ix.9
(ii) Fur Vx.¢ und 3x.¢ ist x in Teilformel ¢ gebunden

(iii) Ansonsten ist x frei

» FV(¢): Menge der freien Variablen in ¢

v

Beispiel:
(g(x) vV IxVy.p(f(x),z) A q(a)) VVr(x, z,g(x))

» Formel (Term) s geschlossen, wenn FV(s) = ()

v

Abschluss einer Formel: Cl(¢) =Vz; ... z.¢ fir FU¢) ={z1,..., 2z}
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Semantik: Strukturen

Definition (Struktur 2 zur Signatur X)
A= (A, f,P) mit
(i) A nicht-leere Menge (Universum)
(ii) far f € ¥ mit ar(f) = n, n-stellige Funktion fy : A" — A
(iii) fur P € ¥ mit ar(P) = n, n-stellige Relation Py € A"

» Fir a € A, Konstante 3@ € Termy

» Damit Auswertung von geschlossenen Termen: [-Jo : Termy — A

I[?]]Q[ =a
[f(tr, .., tala = fa([ta]as, - - -, [tallr)

9 [14]



Semantische Giiltigkeit

» Auswertung von Formeln: [-Jo : Formy — {0,1}

[L]lx =0 [-¢]a =1~ [o]n
[o Ad]la = min([¢]a [¥]a) [0Vl = max([o]a, [V]a)
IIC) — ’lf)]]gl = max(l — [G)]]Ql, ﬂl)]]g;)

[¢«— ¢la =1—|[¢]a — [¢]al

[P(t,....,ta)]a = é iEﬁlglt‘»’iww[[tn]]wEPm
S T
[vx.¢la = min({[¢[}]]x | a € A})

[Bx.0la = max({[¢[{]]a | a € A})

» Damit semantische Giiltigkeit (Wahrheit):
AE ¢ gdw. [Cl(H)]a =1, E ¢ gdw. A = ¢ fir alle A
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Substitution

» t[7] ist Ersetzung von x durch s in t

» Definiert durch strukturelle Induktion:

s def S X=Yy
= {y xX#y
ftn )] = (] ali)
HE
(@A) £ o[ Av]]
(¢ — )] = o[l — vl
P(t,-..ta)5] = P(af],. t[3])
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Substitution

» t[7] ist Ersetzung von x durch s in t

» Definiert durch strukturelle Induktion:

s def S X=Yy
b= {y xX#y
f(tr, .. t)[2] & F(t[],- o talZ])
i
GAR)] Z o[ Al
(06— ) < o] — o[
P(ti,.. . ta)[] & P(t[],--- ta[3])
Vy.¢ xX=y
I 2N, x#y,y &FV(s)
(vy-9)}] = § Vz([DE]) x#y.yeFUs)

mit z & FV(s) U FV(¢)
(z frisch)

11 [14]



Naturliches SchlieBen mit Quantoren

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x nicht frei in offenen Vorbedingungen von ¢ (x beliebig)

> (1) Ggf. Umbenennung durch Substitution

» Gegenbeispiele fiir verletzte Seitenbedingungen

12 [14]



Der Existenzquantor

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x nicht frei in ¢, oder einer offenenen Vorbedingung auBer ¢

» (f) Ggf. Umbenennung durch Substitution

13 [14]



Zusammenfassung

» Pradikatenlogik: Erweiterung der Aussagenlogik um

» Konstanten- und Pradikatensymbole
> Gleichheit

» Quantoren

» Semantik der Pradikatenlogik: Strukturen

» Bilden Operationen und Pradikate der Logik ab

» Das natirliche SchlieBen mit Quantoren

» Variablenbindungen — Umbenennungen bei Substitution

» Eigenvariablenbedingung

» Das nachste Mal: Vollstandigkeit und natiirliche Zahlen

14 [14]



Formale Modellierung

Vorlesung 5 vom 06.05.13: Eigenschaften der Pradikatenlogik
erster Stufe

Serge Autexier & Christoph Liith
Universitat Bremen

Sommersemester 2013

Rev. 2133 1 [15]



Fahrplan

» Teil I: Formale Logik

>

>

>

>

Einfihrung

Aussagenlogik: Syntax und Semantik, Natirliches SchlieBen
Konsistenz & Vollstandigkeit der Aussagenlogik
Pradikatenlogik (FOL): Syntax und Semantik

Konsistenz & Vollstandigkeit von FOL

FOL mit induktiven Datentypen

FOL mit Induktion und Rekursion

Die Godel-Theoreme

Weitere Datentypen: Mengen, Multimengen, Punkte

» Teil Il: Spezifikation und Verifikation

> Teil I1l: SchluB

2 [15]



Das Tagesmenli

v

Wiederholung: natiirliches SchlieBen mit FOL

v

Regeln fir die Gleichheit

v

Beispiele: Graphen, natiirliche Zahlen

v

Vollstandigkeit von FOL

3[15]



Naturliches SchlieBen mit Quantoren

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x nicht frei in offenen Vorbedingungen von ¢ (x beliebig)

> (1) Ggf. Umbenennung durch Substitution

» Gegenbeispiele fiir verletzte Seitenbedingungen

4 [15]



Der Existenzquantor

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x nicht frei in ¢, oder einer offenenen Vorbedingung auBer ¢

» (f) Ggf. Umbenennung durch Substitution

5 [15]



Regeln fir die Gleichheit

» Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitat:

X=y X=y y=z
x = x refl V=x sym —— =z  trans
» Kongruenz:
X1 =Y1y---5Xn = Yn cong

f(Xl,...,Xn) = f(}’l;"-vyn)

» Substitutivitat:

X1 =Yy s Xm=Ym P(x1,...,Xm)
P(y17"'7ym)

6 [15]



Die natiirlichen Zahlen

> Verschiedene Axiomatisierungen:
» Presburger-Arithmetik

> 5 Axiome

» Konsistent und vollstandig

» Entscheidbar (Aufwand 22”, n Linge der Aussage)

» Enthalt Nichtstandardmodelle

» Peano-Arithmetik

» 8 Axiome
» Konsistent
» Unvollstandig (bzgl. Standard-Modellen)

» Nicht entscheidbar

7 [15]



Wiederholung: Konsistenz und Vollstandigkeit

» Korrektheit: wenn ' ¢ dann T = ¢

» Beweis: Induktion (iber Struktur der Ableitung

» Konsistenz: wenn I = ¢ dann T - ¢

» Beweis: Konstruktion der maximal konsistenten Theorie

» Wenn [ konsistent, gibt es Valuation die ' wahr macht.

> Frage:Korrektheit und Konsistenz fiir Pradkatenlogik?

8 [15]



Korrektheit des natirlichen SchlieBens

Lemma 1 (Korrektheit von ND)
WennT + ¢, dann T |= ¢ J

Beweis: Induktion tiber der Ableitung [ - ¢
> Neu hier: Fall ¥x.¢(x)

9 [15]



Korrektheit des natirlichen SchlieBens

Lemma 1 (Korrektheit von ND)
WennT + ¢, dann T |= ¢ J

Beweis: Induktion tiber der Ableitung [ - ¢
> Neu hier: Fall ¥x.¢(x)

9 [15]



Vorbereitende Definitionen

Definition 2 (Theorien, Henkin-Theorien)
(i) Eine Theorie ist eine unter Ableitbarkeit geschlossene Menge
T € Formy
(ii) Henkin-Theorie: Fiir jedes 3x.¢(x) € T gibt es Witness ¢ mit
Ix.p(x) — p(c) e T

Definition 3
T’ ist konservative Erweiterung von T wenn T'NX(T)=T

» Alle Theoreme in T’ in der Sprache von T sind schon Theoreme in T

» Beispiel: A, —, 1L und volle Aussagenlogik

10 [15]



Konstruktion einer maximal konsistenten Theorie

Definition 4
Sei T Theorie zur Signatur X:
Y=Y U{c | Ix.¢(x) e T}
T =T U {3x.¢(x) — c4 | Ix.¢(x) geschlossen }

Lemma 5

T* konservative Erweiterung von T

11 [15]



Konstruktion maximal konsistenter Theorien

Lemma 6
Sei T Theorie, und seien
T — Ty et Tos T — I T
n>0
Dann ist T, eine Henkin-Theorie und konservativ iiber T

Lemma 7 (Lindenbaum)

Jede konsistente Theorie ist in einer maximal konsistenten Theorie
enthalten (Henkin-Erweiterung)

12 [15]



Vollstandigkeit von ND

Lemma 8 (Existenz von Modellen)
Wenn I konsistent, dann hat I ein Modell. J

» Beweis: Maximal konsistente Henkin-Erweiterung als Modell
» Herbrand-Modell, universelles Term-Modell

» Korrollar: Wenn ' t/ ¢, dann T £ ¢

Theorem 9 (Vollstandigkeit von ND)
MN-¢ gdw. I = ¢ J

13 [15]



Entscheidbarkeit

Theorem 10 (Kompaktheit)
I hat ein Modell gdw. jede endliche Teilmenge A € I' hat ein Modell J

» Aus Vollstandigkeit folgt nicht Entscheidbarkeit:

Theorem 11 (Church)
Pradikatenlogik ist unentscheidbar. J

» Beweis durch Kodierung von FOL in unentscheidbare Theorie

14 [15]



Zusammenfassung

» Natirliches SchlieBen in FOL: Substitution und
Eigenvariablenbedingung.

» FOL ist vollstandig, aber nicht entscheidbar
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Formale Modellierung

Vorlesung 6 vom 13.05.13: Pradikatenlogik mit induktiven
Datentypen

Serge Autexier & Christoph Liith
Universitat Bremen

Sommersemester 2013

Rev. 2143 1 [26]



Fahrplan

» Teil I: Formale Logik

>

>

>

>

Einfihrung

Aussagenlogik: Syntax und Semantik, Natirliches SchlieBen
Konsistenz & Vollstandigkeit der Aussagenlogik
Pradikatenlogik (FOL): Syntax und Semantik

Konsistenz & Vollstandigkeit von FOL

FOL mit induktiven Datentypen

FOL mit Induktion und Rekursion

Die Godel-Theoreme

Weitere Datentypen: Mengen, Multimengen, Punkte

» Teil Il: Spezifikation und Verifikation

> Teil I1l: SchluB

2 [26]



Das Tagesmenli

» Standard und Nichtstandardmodelle

» Kann man nichtstandard modell ausschliessen?
» Beweis von Eigenschaften von Funktionen mit FOL-ND

> Induktive Datentypen mit einfacher, struktureller Induktion

» Wohlfundierte Induktion und rekursive Funktionen

3 [26]



Beweisen mit Natiirlichen Zahlen

» Axiome der Natiirlichen Zahlen N

Vx.s(x) #0 (N1)

Vx.Vy.s(x) =s(y) — x =y (N2)
Vx.x+0=x (A1)

Vx.Vy.x +s(y) =s(x +y) (A2)

» Beweise in ND

(N1)(N2)(A1)(A2) F ¥x.0 + x = x

4 [26]



Natirliches SchlieBen — Die Regeln

raa
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Die fehlenden SchluBregeln

4]
1 o o
—5 — -E
[¢]  [¢]
o Y :
svo 't gvg VR v o .
= VE
e e SV S et A A Tt
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Naturliches SchlieBen mit Quantoren

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x nicht frei in offenen Vorbedingungen von ¢ (x beliebig)

> (1) Ggf. Umbenennung durch Substitution

» Gegenbeispiele fiir verletzte Seitenbedingungen

7 [26]



Der Existenzquantor

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x nicht frei in ¢, oder einer offenenen Vorbedingung auBer ¢

» (f) Ggf. Umbenennung durch Substitution

8 [26]



Wie sehen unsere Zahlen eigtl. aus?

» Angefangen mit “0” und “s

» Axiome N1 und N2

9 [26]



Modelle

» Flige hinzu:
Vx.x #0 — Jy.x =s(y) (N3)
» Flige weiter hinzu:
Vx.x #s...5(x) (Kn)

n

v

“Mehrere” Kopien von N weg, Zyklen weg. ..Z bleibt.

v

N is das Standardmodell. Alle anderen Strukturen N+ 7Z, N+ 7 + Z,
... die mehr als nur N enthalten sind Nichtstandardmodelle

10 [26]



Induktionsschema

» Induktionsschema fur Natirliche Zahlen:

P(0) A (Vx.P(x) — P(s(x))) — Vx.P(x) (ISNat)

> P($) Formelschema: $ ausgezeichnetes, neues Symbol (“Variable") und

» Abgeleitete ND Regeln:

[P(c)]
x.P(x X P P
PO ¥ VF;(P)(; Pls(x) ISNat VX.P((j)( ) IS¢, c Eigenvariable
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Hilft das Induktionsschema zum Beweisen?
» Es gelten:
(N1), (N2), (ISNat) - (N3)
(N1), (N2), (ISNat) - (K,)

» Beweise in ND

(N1)(N2)(A1)(A2)(ISNat) F Vx.0 + x = x

...und auch

(N1)(N2)(A1)(A2)(ISNat) - Vx.Vy.s(x) +y = s(x + y)
...und auch

(N1)(N2)(A1)(A2)(ISNat) - Vx.Vy.x +y =y + x

> Definiere
(N1)(N2)(A1)(A2)(ISNat) =: (Presburger)

12 [26]



Und was ist mit den Modellen?

> Ist Z jetzt weg?

13 [26]



Und was ist mit den Modellen?

> Ist Z jetzt weg?
» Sei PA* :=(N1), (N2), (ISNat)+ neues Symbol co und Axiome

0o # 0,00 # s(0), 00 # s(s(0)), . ..

» Jede endliche Teilmenge von PA* hat Modell

13 [26]



Und was ist mit den Modellen?
> Ist Z jetzt weg?

» Sei PA* :=(N1),(N2), (ISNat)+ neues Symbol co und Axiome

0o # 0,00 # s(0), 00 # s(s(0)), . ..

» Jede endliche Teilmenge von PA* hat Modell

Theorem 1 (Kompaktheit)
I hat ein Modell gdw. jede endliche Teilmenge A € I hat ein Modell J

» Also hat PA* Modell, das aber groBer ist als N

» Es kann keine Axiomenmenge geben fiir N geben, die nicht auch noch
Nichtstandartmodelle hat

13 [26]



Allgemein

» Alle natirlichen Zahlen sind konstruiert aus 0 und s:

N:=0| s(N)

P(0) A (Vxi. P(x) — P(s(x))) — Yxn.P(x) (ISNat)

14 [26]



Allgemein

» Alle natirlichen Zahlen sind konstruiert aus 0 und s:

N:=0| s(N)
P(0) A (Vxn.P(x) — P(s(x))) — ¥xn.P(x) (ISNat)
» Alle natirlichen Listen tber Zahlen sind konstruiert aus Nil und cons:
LIST := Nil | cons(N,LIST)

P(Nll) A (VXLHS'H‘.P(X) — VnN.P(cons(n, X))) — VX]LHS']I‘.P(X)
(ISList)

14 [26]



Allgemein

» Alle Binarbaume tber Zahlen sind konstruiert aus Leaf und Node:
TREE := Leaf(N) | Node(TREE, TREE)
Vny.P(Leaf(n))A

(VxrreE-VyrrREE-(P(X) A P(¥)) — P(Node(x, y)))
— VX’]T]RE]E.P(X) (ISTree)

> Und allgemein fiir frei erzeugte Datentypen.
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Mehr Beweise

» Definiere < und half:

Vx.0 < x (L1)

VxVy.x <y —s(x) <s(y) (L2)
half(0) =0 (H1)

half(s(0)) =0 (H2)

Vx. half(s(s(x))) = s(half(x)) (H3)

> Beweise

(Presburger)(L1)(L2)(H1)(H2)(H3) - Vx. half(x) < x

16 [26]



Wohlfundierte Induktion

» Wohlfundiertes Induktionsschema

(Vy.(Vx.x <y A P(x)) = P(y)) — Vx.P(x)

» < wohlfundierte Relation:

VX CNX#£)— Ix e XVy € X-=(y < x)

17 [26]



Beweis mit wohlfundierter Induktion

» <-Relation

Vx.0 < s(x) Vx,y.x <y — s(x) <s(y)

» Beweise < ist wohlfundiert

>

[ Vx.x < ¢ A P(x) }
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Beweis mit wohlfundierter Induktion

» <-Relation

Vx.0 < s(x) Vx,yx <y — s(x) <s(y)

» Beweise < ist wohlfundiert

Vx.x < ¢ Vx.x < ¢ Vx.x < ¢
half(x) < x half(x) < x half(x) < x

c=0 c =5(0) Ju.c = s(s(u))
c=0v
c =s(0)V X . X
Ju.c = s(s(u)half(c) < ¢ half(c) < ¢ half(c) < ¢

Vx. half(x) < x

18 [26]



Mehr Information
» Besser zum beweisen ware wenn man gleich hatte
[ half(c) < ¢ }
half(0) < 0 half(s(0)) <s(0) half(s(s(c))) < s(s(c))
Vx. half(x) < x

19 [26]



Mehr Information
» Besser zum beweisen ware wenn man gleich hatte
[ half(c) < ¢ }
half(0) < 0 half(s(0)) <s(0) half(s(s(c))) < s(s(c))
Vx. half(x) < x

> Vergleiche: half(0) = 0 (H1)
half(s(0)) =0 (H2)
Vx. half(s(s(x))) = s(half(x)) (H3)

19 [26]



Mehr Information
» Besser zum beweisen ware wenn man gleich hatte
[ half(c) < ¢ }
half(0) < 0 half(s(0)) <s(0) half(s(s(c))) < s(s(c))
Vx. half(x) < x

» Vergleiche: half(0) = 0 (H1)
half(s(0)) =0 (H2)
Vx. half(s(s(x))) = s(half(x)) (H3)
> Generiere Induktionschema aus rekursiven Funktionsdefinitionen
| P |

PO) P(s(0) P(s(s(c)))
Vx.P(x)

19 [26]



Weitere Beispiele
LIST := Nil | cons(N,LIST)
» Sortieren

Vx. sort(Nil) = Nil

Vs, t.m = min(cons(n, /))

2

— sort(cons(n, 1)) = cons(m, sort(cons(n, /) —
Vn. min(cons(n, Nil)) = n
Vn, I. min(cons(m, )) < n — min(cons(n, cons(m, /))) = min(cons(m, [))
n

Vn, |.=(min(cons(m, /)) < n) — min(cons(n, cons(m,/))) =

> Induktionsschema
Vm, n.m = min(cons(n, /)) A P(cons(n, ) — m)
P(Nil) ~ — P(cons(n,/))
VI.P(1)
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Weitere Beispiele

» Fibonacci:
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Weitere Beispiele

» GGT:

Vy.gegt(0,y) =y

Vx. ggt(s(x),0) = s(x)

Vx,y.x <y — ggt(x,y) = ggt(x,y — x)
Vx,y.—(x <y) — ggt(x,y) = ggt(x — y,y)

x<y “(x <y)
P(x,y — x) P(x -y, x)

Wy.P(0,y) Vx.P(s(x),0) P(x,y) P(x,y)
Vx,y.P(x,y)
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Zulassige Induktionsschema

» Wann darf man die Rekursionsstruktur verwenden?
» Definierte Funktion muB. ..
» eindeutig definiert sein und ...

Po — f(Xh...,Xn) =1y

Py — f(x1,. .. x0) =ty

Py AP« LVi#]

» terminierend

» Rekursive Definition nach wohlfundierter Relation garantiert
Terminierung
Fiir jeden atomaren, rekursiven Aufruf f(t1,...,t,) erzeuge
Terminierungshypothese

Pi — (x1,...,xn) > (t1,..., tn)
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Grenzen

Vx.x < 101 — f(x) = f(f(x + 11))
Vx.=(x < 101) — f(x) = x — 10

24 [26]



Grenzen

Vx.x < 101 — f(x) = f(f(x + 11))
Vx.=(x < 101) — f(x) = x — 10

» f terminiert immer
» f ist

x —10 if x > 100
f(x):=
91 if x <100

» Definition der geeigneten wohlfundierten Relation extrem schwierig.

24 [26]
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Zusammenfassung

> Jede Axiomenmenge zur Formalisierung der Natiirlichen Zahlen hat
Nichtstandardmodelle

» Induktionsschema fiir erzeugte Datentypen
» Strukturelle Induktionsschema

» Einfach, aber zum Beweisen zu rigide
» Wohlfundiertes Induktionsschema

» Machtig und flexibel, wenig Hilfestellung beim Beweisen

» Wohlfundierte Relation aus Rekursionsstruktur terminierender
Funktionen

» Angepasst an Beweisproblem und vorhandene Definitionsgleichungen

» Terminierungsbeweis notwendig (einfache Fille automatisierbar, i.A.
unentscheidbar)
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Formale Modellierung

Vorlesung 7 vom 23.05.13: FOL mit Induktion und Rekursion

Serge Autexier & Christoph Liith
Universitat Bremen

Sommersemester 2013
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Fahrplan

» Teil I: Formale Logik

>

>

>

>

Einfihrung

Aussagenlogik: Syntax und Semantik, Natirliches SchlieBen
Konsistenz & Vollstandigkeit der Aussagenlogik
Pradikatenlogik (FOL): Syntax und Semantik

Konsistenz & Vollstandigkeit von FOL

FOL mit induktiven Datentypen

FOL mit Induktion und Rekursion

Die Godel-Theoreme

Weitere Datentypen: Mengen, Multimengen, Punkte

» Teil Il: Spezifikation und Verifikation

> Teil I1l: SchluB

2 [25]



Das Tagesmenli

» Axiomatische Definition von Theorien ist gefahrlich
» Pradikatenlogik mit mehreren Typen

» Konservative Erweiterungen als sicheres Theorie Definitionsprinzip
» Typdefinitionen

» Wohlfundierte rekursive Funktionen/Pradikate

3 [25]



Natirliches SchlieBen — Die Regeln

raa
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Die fehlenden SchluBregeln
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Naturliches SchlieBen mit Quantoren

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x nicht frei in offenen Vorbedingungen von ¢ (x beliebig)

> (1) Ggf. Umbenennung durch Substitution

» Gegenbeispiele fiir verletzte Seitenbedingungen

6 [25]



Der Existenzquantor

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x nicht frei in ¢, oder einer offenenen Vorbedingung auBer ¢

» (f) Ggf. Umbenennung durch Substitution

7 [25]



Regeln fir die Gleichheit

» Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitat:

X=y X=y y=z
x = x refl V=x sym —— =z  trans
» Kongruenz:
X1 =Y1y---5Xn = Yn cong

f(Xl,...,Xn) = f(}’l;"-vyn)

» Substitutivitat:

X1 =Yy s Xm=Ym P(x1,...,Xm)
P(y17"'7ym)

8 [25]



Motivation

» Typen miissen nicht-leere Tragermengen haben

9 [25]



Motivation

» Typen miissen nicht-leere Tragermengen haben Korrektheit

» Neue Typen axiomatisch zu spezifizieren gefahrlich
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Motivation

» Typen missen nicht-leere Tragermengen haben Korrektheit

» Neue Typen axiomatisch zu spezifizieren gefahrlich

» Konservative Erweiterungen

» Typdefinitionen sind konservative Erweiterungen

» Terminierende totale rekursive Funktionen/Pradikate sind konservative
Erweiterungen

9 [25]



Getypte Pradikatenlogik — Signatur

Ungetypt Getypt
Signatur
- Typen T - i,N,Z
- Funktionssymbole F | f ar(f) =n fimX X1y —=>70, 7T
- Pradikatssymbole P | P,ar(P)=n | P:my X - X7y, i €T
=ar(=)=2 | = :7x71,7T€T

Variablen X

abz. unendlich

abz. unendlich X, fir jedes

TeT

Xiy XNy XZ,y « -
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Getypte Pradikatenlogik — Terme & Formeln

Ungetypt Getypt
Terme Termy Terms™ U -+ U
Termz(Tn), TeT

- Variablen x € Termy x € X x € Terms™, x € X,

- Funktionen feFmita(f) =n|f 71 X - X7 —
und t1,...,tp € Terms, | 9 € F und t; €
dann  f(t1,...,t,) € | Termg,1 < i < n, dann
Terms f(ty,...,tn) € Termg

Formeln Forms

- Atome PePmta(P)=n|P .1 X ---xX1, €P
und t1,...,t, € Termy, | und t; € Termg,1 <i <
dann  P(t1,...,t,) €| n, dann P(t1,...,t,) €
JFormy JFormy

- PL Konnective P, o NP, VY, o —> P, o P...

- Quantoren Vx.¢ € Formy, x € X Vx-.¢p € Formy
dx.¢ € Formy, x € X dx:.¢ € Formy
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Getypte Pradikatenlogik — ND Regeln

o Vxr.¢
Vxo VI (%)

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x; nicht frei in offenen Vorbedingungen von ¢ (x. beliebig)

> (1) t € Termg; Ggf. Umbenennung durch Substitution
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Der Existenzquantor

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x; nicht frei in ¢, oder einer offenenen Vorbedingung auBer ¢

> (1) t € Termg; Ggf. Umbenennung durch Substitution

13 [25]



Regeln fir die Gleichheit

» Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitat:

X:tys X=ty Y=tZ

S m
x=; x refl y=x Y X=; 2 trans

» Kongruenz:
X1 =t Y1,---3Xn =t, ¥Yn cong

(X1, yxn) =¢ F(Y1,---,¥n)

» Substitutivitat:
X1 =t; Y1y-- -y Xm =t Ym P(X17"'7Xm)

P(yl,---,ym)

subst
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Basic Definitions

Definition 1 (Loose Spezifikationen)

Sei ¥ = (T, F,P) eine getypte Signature und ® € Formy. Dann ist
S = (X, ®) eine lose Spezifikation.

Die Theorie einer Spezifikation S ist Th(S) := {¢ € Formz|® + ¢}.

Definition 2 (Konsistenz)

Eine lose Spezifikation S ist konsistent wenn _L nicht beweisbar in S:
1 & Th(S).

» Insbesondere miissen dann alle Typen nicht-leere Tragermengen haben
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Spezifikations Erweiterungen

Definition 3 (Erweiterungen)

Eine Spezifikation §' = (X', ®') ist eine Erweiterung einer Spezifikation
S = (X, ®) genau dann wenn

» Y CY

» & C P

S’ is eine konservative Erweiterung von S genau dann wenn
Th(S) = Th(S)=

wobei die |X die Einschrankung auf Formeln aus Termy ist

Lemma 4
Jede konservative Erweiterung einer konsistenten Theorie ist konsistent.

v
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Typdefinition

» Spezifiziere nicht-leere Teilmenge eines gegebenen Typs r

» Deklariere neuen Typ t mit Tragermenge isomorph zu Werten in
spezifizierter Teilmenge

» Isomorphie wird durch inverse Funktionen Abs; : r — t,Rep, : t — r
axiomatisch Beschrieben
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Typdefinitionen sind Erweiterungen

Definition 5 (Typdefinitionen)
Sei S = ((T,F,P),®) eine Spezifikation, r € T und P € Formy mit
genau einer freien Variable vom Typ r. Dann ist eine Erweiterung
S'={(T',F, P, eine Typdefinition fir einen Typ t &€ T gdw.
» T'=TU{t}
» F'=FU{Abs;:r — t,Rep, : t — r}
P =PU{=:txt}
®' = d U { Vx¢. Abs;(Rep,(x)) =¢ x,
Vxr.P(xr) — Rep,(Abs¢(x)) =, x}
Man kann beweisen S F 3x,.P(x) (bzw. es gilt 3x,.P(x) € Th(S))

v

v

v
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Teminierende, totale Funktionen

v

Spezifiziere Funktionen/Pradikate die beweisbar total, eindeutig und
terminierend sind

v

Theorie-Erweiterungen um beweisbar total, eindeutig und
terminierende Funktionen/Pradikate sind konservative Erweiterungen

v

Syntaktische Kriterien fiir eindeutige und totale Deklarationen

Beweisverfahren fiir terminierende Funktionen

v
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Frei Erzeugte Typen

Definition 6 (Frei Erzeugte Typen)

Sei S = ((T F,P),®) eine Spezifikation, t € T and
ci:m xTl —teF,1<i<k. Dannistt frei erzeugt in S durch

Konstruktoren C1,.--,Ck gdw.
> SEVxe.Viz1 & EIyTll,-, . .y;,;k‘.x =c(yl,...,y™)
» S+ Vy_}l,-,...y‘l'_’n,-"‘.Vzil,-, . ..z:',-j'.c,-(yl,...,y”f) =ci(z4,...,z2") —
(Yt =2 A= Aym = y™) fiir alle ¢
i n; A i . .
> SI—VyTll,-,.. y" Vz 1_,,...zq_j <yt .y = g2, ..., z) fir alle

nj

i J |
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Kriterien fiir eindeutig und total

» Seit Typ

» Definitionsgleichungen fiir Funktion f sind Menge von bedingten
geschlossene Gleichungen der Form

VXlTl...XnTn....PO — f(Xl,...,Xn) =ty

VXU oo Xngy oo Pn— f(X1,...,X0) =t
so daB beweisbar

> 5"VX1T1...X,,T".P,'/\IDJ'(—>L, VI#J

> SFVXh.l...XnTn.Pl\/...\/Pn
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Terminierungsbeweise — ldee

» Die natirlichen Zahlen sind frei erzeugt iiber 0 und s:

» Jedem Grundterm lber N kann eine groBe zugeordnet werden iiber die
Anzahl der Konstruktoren.

» Zeige fir rekursiv definierte Funktionen auf N, dass die rekursiven
Argument in rekursiven Funktionsaufrufen kleiner sind beziglich der
Ordnung auf den natdiirlichen Zahlen unter der entsprechenden
Bedingung P;.
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Terminierung

> Beispiele:
» half(x) eine Hypothese pro Rekursionsgleichung
» fib(x): mehrere Hypothesen pro Rekursionsgleichung
> ged(x,y): lexicographische Ordnung

» Beweise alle Hypothesen im Kalkiil. Terminierung gilt relativ zur
Terminierung der anderen involvierten Funktionen und Pradikate.

» Analog fiir Pradikate auf N mit bedingten Aquivalenzen

> Allgemeine Typen: fiir frei erzeugte Datentypen kann Abbildung in
natlrliche Zahlen definiert werden, die die Anzahl der Konstruktoren
zahlt. Damit lasst sich das Terminierungsverfahren auf all frei
erzeugten Datentypen erweitern
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Erweiterung um Totale, Terminierende Funktionen is
Konservativ

Definition 7 (Funktions- und Pradikatsdefinitionen)

Sei S = ((T,F,P),®) eine Spezifikation, f : 74 X -+ X 7 = 70 &€ F
(7i € T) und W € Forms(ry. Dann ist eine Erweiterung
S'=((T,F,P),d") eine Funktionsdefinition gdw.

» W ist eine eindeutig und totale Definition fiir f

» f ist terminierend und alle in der Definition von f vorkommenden
Funktionen und Pradikate sind terminierend

» O =0UV
> FF=FU{f:m X - XTh—T0}
Analog fir Pradikatsdefinitionen.

Lemma 8

Funktionsdefinitionen bzw. Pradikatsdefinitionen sind konservativ
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Sicheres Spezifikationsprinzip

» Beginne mit Basistheorie mit N und wohlfundiertem
Induktionsschemata fiir N (getypte Pradikatenlogik mit Typ N und
Induktionsschemata!)

> N hat beweisbar nicht-leere Tragermenge

» Erweitere nur konservativ um

» totale, terminierende Funktionen und Pradikate
» Typdefinitionen (ausgehend von N)

> Erbt Induktionsprinzip liber Umweg iiber N

» Erlaubt Definition von Konstruktoren fiir neue Typen

» Terminierung: Abbildung der TermgréBe auf N mittels geschachtelter
Anwendung von Rep,

» Wenn freie Erzeugtheit des neuen Typs beweisbar, dann folgt
Induktionsschema direkt auf dem neuen Typ

» Damit hat man garantiert immer konsistente Spezifikationen (=
Modellierung).
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Vorlesung 8 vom 27.05.13: Die Godel-Theoreme

Rev. 2163

Serge Autexier & Christoph Liith
Universitat Bremen

Sommersemester 2013

1 [20]



Fahrplan

» Teil I: Formale Logik

>

>

>

>

Einfihrung

Aussagenlogik: Syntax und Semantik, Natirliches SchlieBen
Konsistenz & Vollstandigkeit der Aussagenlogik
Pradikatenlogik (FOL): Syntax und Semantik

Konsistenz & Vollstandigkeit von FOL

FOL mit induktiven Datentypen

FOL mit Induktion und Rekursion

Die Godel-Theoreme

Weitere Datentypen: Mengen, Multimengen, Punkte

» Teil Il: Spezifikation und Verifikation

> Teil I1l: SchluB
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Das Tagesmenli

» Terminierende Funktionen und abgeleitete Induktionsschemata

» Godels erster Unvollstandigkeitssatz
Jede konsistente Theorie, die hinreichend expressiv ist, um die
natirlichen Zahlen zu Formalisieren erlaubt die Formulierung von
wahren Aussagen, die weder beweisbar noch widerlegbar sind.
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Sicheres Spezifikationsprinzip

» Beginne mit Basistheorie mit N und wohlfundiertem
Induktionsschemata fiir N (getypte Pradikatenlogik mit Typ N und
Induktionsschemata!)

> N hat beweisbar nicht-leere Tragermenge

» Erweitere nur konservativ um

» totale, terminierende Funktionen und Pradikate
» Typdefinitionen (ausgehend von N)

> Erbt Induktionsprinzip liber Umweg iiber N

» Erlaubt Definition von Konstruktoren fiir neue Typen

» Terminierung: Abbildung der TermgréBe auf N mittels geschachtelter
Anwendung von Rep,

» Wenn freie Erzeugtheit des neuen Typs beweisbar, dann folgt
Induktionsschema direkt auf dem neuen Typ

» Damit hat man garantiert immer konsistente Spezifikationen (=
Modellierung).
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Abgeleitetete Induktionsschemata

> fib(x)
P(0) P(s(0)) Vx.P(x)A P(s(x)) — P(s(s(x)))
Vx.P(x)
» half(x)
P(0) P(s(0)) Vx.P(x) — P(s(s(x)))
Vx.P(x)
> ged(x)

P(0,y)

x>0 — P(x,0)

Vx,y.x >y AP(x—y,y) — P(x,y)
Vx,y.—(x > y)AP(x,y — x) — P(x,y)

Vx.Vy.P(x,y)
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Abgeleitetete Induktionsschemata besser zum Beweisen

> Abgeleitete Induktionsschemata erzeugen Fille, in denen die
Rekursionsgleichungen der Funktion/Pradikate direkt anwendbar sind

» Abgeleitete Induktionsschemata hilfreich wenn Induktion lber
Variablen gemacht wird, die als Argument der entsprechenden
Funktion vorkommen.

Vx.p(half(x))

» Falle:
1. ¢(half(0)) ~ »(0)
2. p(half(s(0))) ~ ¢(0)
3. p(half(x) — @(half(s(s(x)))) ~ ¢(half(x) — ¢(s(half(x)))
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Godels erster
Unvollstandigkeitssatz



Godels erster Unvollstandigkeitssatz

Jede konsistente Theorie, die hinreichend expressiv ist, um die
natirlichen Zahlen zu Formalisieren erlaubt die Formulierung von
wahren Aussagen, die weder beweisbar noch widerlegbar sind.

» Zu jeder Formel ¢ gibt es eine natlirliche Zahl, die diese Formel
eindeutig kodiert [o]

» Zu jedem ND-Beweis D fiir ¢ gibt es eine natiirliche Zahl, die diesen
Beweis eindeutig kodiert [D]

» Beweisbarkeit von ¢ in N ist als Pradikat Provable([¢]) formalisierbar
in N

» Konstruktion einer Formel mit Aussage “Ich bin nicht beweisbar”
o «— = Prov([¢])
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Godel Kodierung

Folgende Funktion ist definierbar in PA:
(n,m)=2"x 3"
Eigenschaften: Es gibt eindeutige Projektionen

Left((n,m)) =n  Right((n,m)) = m
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Godel Kodierung fir Terme
Signatur ¥ = (F,P), Variables X

» Variablen x1,xp, - € X
’VXI'—I = (071)
» Funktionen fy,--- € F
[fi]:==(1,1)
» Terme
[fi(te, .. ta)| == A([fi], [ta],... [ta])
wobei

n ifk:].
(n, ..., ng) = _
(n1,(n2,...,ng)) ifk>1
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Godel Kodierung fiir Formeln
Signatur ¥ = (F,P), Variables X
> Pradikate p1,---€P, L:=p1, =:=p

[pil == (2,1)

» Atome

[Pt ta)] = ([pil s [ta] - Tta])

» Konnektive und Quantoren
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Godel Kodierung fir Formeln Il
Signatur X = (F,P), Variables X

> [=el = (=1 T¢l)

> [Yopl = (o], [¥], [¢l)

> (el =(1Q1, [xil, [¢])

Lemma 1 (Facts)
Sei G :={[y] |¢ Variable, Term, oder Formel }
G ist entscheidbar

v

v

v

|n| = ¢ & [p] = n ist eindeutig definiert auf G
Substitutionsfunktion subst(n, x, t) = m definierbar auf G

[elt/x]] = subst([e], [x], [t])

v
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Godel Kodierung fiir Ableitungen

» Godel Kodierung fiir Hypothesen Liste:

i ”_{1 if n=0
AT o) @ a])) 0> 0
1 if h=1
nehsqT if h=(4,n)Vv 3Im.h= ((4,n), m)

nem if3g,m.—(qg=n)Ah=((4q), m)

» Definition von Konkatenation * und Streichen von Hypothesen
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Godel Kodierung fiir Ableitungen

dNY = ((5,[A]), PW : {14 s [o APT)

D
PNY
{ 5 “ﬂ — {(6.]A]), PM,W
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Godel Kodierung fiir Ableitungen

mﬁwﬁ’—<mFm[§}wﬁm>

Dy D>
66— 1 2
{ %l«mﬁmﬁ}hiﬂww
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Godel Kodierung fiir Ableitungen

» Basisfall: [[¢]] := ((4, [#]))
» Entsprechend fiir RAA, VI, VE

» Definiere Der(p, h, z): | p] ist Beweis fiir | z] aus Hypothesen |h|

Der(p, h,z) == (4,z) € h Hypothese
V' dp1, h1, 21, p2, ho, 2. Al
Der(pl, h1, 21) N Der(pg, ho, 22) A
h= hy xhy A
p={(5,[A1),p1, p2, [|21] A |2]1)
V' dpi, h1, 21, U —

Der(p1, h1,z1) A
h = Streiche(u, h1) A
p=((5T—1),p1[lu] — [2]])
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Beweisbarkeit

» Peano-Axiome + Erweiterung: PA Sei Ax : N Pradikat

> Prov(p,f): p is Godelnummer eines ND-Beweis fiir |f |

Prov(p, f) < 3h.(Der(p, h,z) ANVg.g € h A Ax(g))

» Thm(f): |f] ist ein PA Theorem

Thm(f) <— 3p. Prov(p, )
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Fixpoint Theorem

Theorem 2 (Fixpoint Theorem)

For each formula p(x) with only one free variable x there exists a
formula ) such that = ¢([1]) «— ¢
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Godels erster Unvollstandigkeitssatz

Jede konsistente Theorie, die hinreichend expressiv ist, um die
natirlichen Zahlen zu Formalisieren erlaubt die Formulierung von
wahren Aussagen, die weder beweisbar noch widerlegbar sind.

Thm(f) <— Ip. Prov(p, f)
existiert ¢ so dass ¢ «— = Thm([¢]|) Fixpoint auf = Thm(f)
© bedeutet: “Ich bin nicht beweisbar”

> Esgilt N = o <— = Thm([¢])
» Annahme N = Thm([¢])

<N | 3Ix. Prov(x, [¢]) <N = Prov(n, [¢]) for some n
< F Prov(n, [p]) forsomen &k
= k= Thm([¢]) =N = Thm([¢])

» Contradiction, hence ¢ is true in N, but not provable
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Zusammenfassung

» Terminierende Funktionen und abgeleitete Induktionsschemata

» Hilfreich bei Induktion lber Variablen in Argumenten von terminierenden
Funktionen um Rekursionsgleichungen anwendbar zu machen

» Godels erster Unvollstandigkeitssatz

Jede konsistente Theorie, die hinreichend expressiv ist, um die
natiirlichen Zahlen zu Formalisieren erlaubt die Formulierung von
wahren Aussagen, die weder beweisbar noch widerlegbar sind.

» Beweis durch Kodierung von Formeln und Ableitbarkeit in
Peano-Arithmetik

» Reflektion der Beweisbarkeit in einer Formel

» Konstruktion einer Formel mit der Aussage “Ich bin nicht beweisbar”
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Fahrplan

» Teil I: Formale Logik

>

>

>

>

Einfihrung

Aussagenlogik: Syntax und Semantik, Natirliches SchlieBen
Konsistenz & Vollstandigkeit der Aussagenlogik
Pradikatenlogik (FOL): Syntax und Semantik

Konsistenz & Vollstandigkeit von FOL

FOL mit induktiven Datentypen

FOL mit Induktion und Rekursion

Die Godel-Theoreme

Weitere Datentypen: Mengen, Multimengen, Punkte

» Teil Il: Spezifikation und Verifikation

> Teil I1l: SchluB
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Das Tagesmenli

v

Isabelle/HOL: sicheres spezifizieren (konservative Erweiterung)

v

typedecl, definition, typedef, datatype, primrec, fun, function
> typedef

» Mengen, Multimengen, Rat

v

datatype

» Listen, Listen ohne Wiederholung, Punkte & Vektoren 3D

321



Mengen

» Mengen lber beliebigen Typ t: Set;
» Characterisiert tiber Pradikat P : t — o

Collect : (t — o) — Set;
€:t x Set; — o
x € (Collect P) = Px

» Set; nicht leer wenn Funktionenraum t — o nicht leer.

l:t—o

Vx.—1L(x)

D¢ € Set;

C: Set; x Sety — o
ACB+—VxxxcA—x€eB
Power : Set; — Setset,

Power A = Collect(Axset,.x C A)

{x:Set; [xCA}

421



In Isabelle

typedecl ’a set

axiomatization Collect :: "(’a => bool) => ’a set" -- "comprehension'
and member :: "’a => ’a set => bool" -- "membership"
where

mem_Collect_eq [iff, code_unfold]: "member a (Collect P) = P a"
and Collect_mem_eq [simpl: "Collect (%x. member x A) = A"
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Definitionen

» Definiere nicht-rekursive Konstanten

nand: o — o0 —o nand xy = (—x) A (—y)

» Definitionen sind konservative Erweiterungen

> In Isabelle/HOL

definition mnand :: "bool => bool => bool" where
"nand x y == (~ x) & ~ y"
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Typdefinition

» Spezifiziere nicht-leere Teilmenge eines gegebenen Typs r

» Deklariere neuen Typ t mit Tragermenge isomorph zu Werten in
spezifizierter Teilmenge

» Isomorphie wird durch inverse Funktionen Abs; : r — t,Rep, : t — r
axiomatisch Beschrieben

7121



Typdefinitionen sind Erweiterungen

Definition 1 (Typdefinitionen)
Sei S = ((T,F,P),®) eine Spezifikation, r € T und P € Formy mit
genau einer freien Variable vom Typ r. Dann ist eine Erweiterung
S'={(T',F, P, eine Typdefinition fir einen Typ t &€ T gdw.
» T'=TU{t}
» F'=FU{Abs;:r — t,Rep, : t — r}
P =PU{=:txt}
®' = d U { Vx¢. Abs;(Rep,(x)) =¢ x,
Vxr.P(xr) — Rep,(Abs¢(x)) =, x}
Man kann beweisen S F 3x,.P(x) (bzw. es gilt 3x,.P(x) € Th(S))

v

v

v
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Beispiel: Paare

» Paare iiber Typen s und t
Pair_Rep:s —>t— (s>t — 0)
Pair_Rep(a, b) = Axs\yr.x =aAy=b

> In Isabelle/HOL

definition Pair_Rep :: "’a => ’b => ’a => ’b => bool" where
"Pair_Rep a b = (4x y. x a &y =Db)"

definition "prod = {f. ex a b. f = Pair_Rep (a::’a) (b::’b)}"

typedef (’a, ’b) prod (infixr "x" 20) =
"prod :: (’a => ’b => bool) set"

type_notation (xsymbols)

"prod" ("(_ x/ _)" [21, 201 20)
type_notation (HTML output)

"prod" ("(_ x/ _)" [21, 20] 20)

definition Pair :: "’a => ’b => ’a ’b prod" where
"Pair a b = Abs_prod (Pair_Rep a Db)"

9 21



Datentypen

v

Datentypen sind Typdefinition mit Definition der Konstruktoren

datatype ’a option = None | Some ’a

» Case-Expressions fiir Datentypen

case o of None -> 1 | o of Some(n) -> x

» Induktive Datentypen

datatype ’a list =
Nil amIm
| Cons ’a "’a list" (infixr "#" 65)

» Generierte Taktiken:

» case_tac: Strukturelle Fallunterscheidung

» induct_tac: Strukturelle Induktion
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Rekursive Funktionen

» Drei Méglichkeiten rekursive Funktionen zu definieren:

» primrec
Strukturelle Fallunterscheidung und Rekursion

» fun
Totale, terminierende rekursive Funktionen mit Terminierungsbeweis
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Erweiterung um Totale, Terminierende Funktionen is
Konservativ

Definition 2 (Funktions- und Pradikatsdefinitionen)

Sei S = ((T,F,P),®) eine Spezifikation, f : 74 X -+ X 7 = 70 &€ F
(7i € T) und W € Forms(ry. Dann ist eine Erweiterung
S'=((T,F,P),d") eine Funktionsdefinition gdw.

» W ist eine eindeutig und totale Definition fiir f

» f ist terminierend und alle in der Definition von f vorkommenden
Funktionen und Pradikate sind terminierend

» O =0UV
> FF=FU{f:m X - XTh—T0}
Analog fir Pradikatsdefinitionen.

Lemma 3

Funktionsdefinitionen bzw. Pradikatsdefinitionen sind konservativ
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Strukturelle Rekursive Funktionen

» case-artige definitions patterns

» Genau eine Schicht Konstruktoren

primrec append :: "’a list => ’a list => ’a list" (infixr "@" 65)
append_Nil: "[] @ ys = ys" |
append_Cons: "(x#xs) @ ys = x # xs @ ys"

» Nicht aber

primrec myhalf :: "nat => nat" where
"myhalf 0 = 0" |

"myhalf (Suc 0) = 0" |

"myhalf (Suc (Suc x)) = Suc (myhalf x)"
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Allgemeine Totale rekursive Funktionen

» fun zur Definition allgemeiner rekursiver Funktionen

fun myhalf :: "nat => nat" where
"myhalf 0 = 0" |

"myhalf (Suc 0) = 0" |

"myhalf (Suc (Suc x)) = Suc (myhalf x)"

» Automatischer Terminierungsbeweiser

» Definition wird verweigert, falls Terminierungsbeweis mislingt
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Terminierung

> Beispiele:
» half(x) eine Hypothese pro Rekursionsgleichung
» fib(x): mehrere Hypothesen pro Rekursionsgleichung
> ged(x,y): lexicographische Ordnung

» Beweise alle Hypothesen im Kalkiil. Terminierung gilt relativ zur
Terminierung der anderen involvierten Funktionen und Pradikate.

» Analog fiir Pradikate auf N mit bedingten Aquivalenzen

> Allgemeine Typen: fiir frei erzeugte Datentypen kann Abbildung in
natlrliche Zahlen definiert werden, die die Anzahl der Konstruktoren
zahlt. Damit lasst sich das Terminierungsverfahren auf all frei
erzeugten Datentypen erweitern
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Quotienten Typen

> Gegeben natiirliche Zahlen N

» Rationale Zahl ist Paar nat. Zahlen (n, m) so dass m # 0

definition israt :: "(mat * nat) => bool" where
"israt = (%x . ~((snd x) = 0)"

» typedef fiihrt nicht zu gewiinschtem Ergebnis

typedef Rat = "{x . israt(x)}"
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Quotienten Typen

> Gegeben natiirliche Zahlen N

» Rationale Zahl ist Paar nat. Zahlen (n, m) so dass m # 0

definition israt :: "(mat * nat) => bool" where
"israt = (%x . ~((snd x) = 0)"

» typedef fiihrt nicht zu gewiinschtem Ergebnis

typedef Rat = "{x . israt(x)}"

» Braucht Gleichheit der Paare zusatzlich

definition ratrel :: "(nat * nat) => (nat * nat) => bool" where
"ratrel = (%x y .~(snd x = 0) & ~(snd y = 0) &
snd x * fst y = fst x * snd y)"

» Quotienten Typen:

quotient_type rat = "nat * nat" / partial: "ratrel"
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Integers

definition intrel :: "(mat * nat) => (nat * nat) => bool" where
"intrel = (%(x, y) (u, v). x + v = u + y)"
quotient_type int = "nat * nat" / "intrel"

17 [21]



Multimengen

typedef ’a mset = "{f::’a => nat . Truel}"
apply (auto)
done
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Multimengen

typedef ’a mset = "{f::’a => nat . Truel}"
apply (auto)

done

definition emptyMSet :: "’a mset" where

"emptyMSet = Abs_mset (%x.0)"

definition unionMSet :: "’a mset => ’a mset => ’a mset" where
"unionMSet =
(%m1 m2. Abs_mset (%n.((Rep_mset ml n) + (Rep_mset m2 n))))"

definition interMSet :: "’a mset => ’a mset => ’a mset" where
"interMSet =

(%m1 m2. Abs_mset (%n.(min (Rep_mset ml n) (Rep_mset m2 n))))"
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Punkte und Mehr

» Punkte im 3D

typedef point3D = "{p::(int * int * int).Truel}"
apply (auto)

done

definition origin :: "point3D" where

"origin = (Abs_point3D (0,0,0))"
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Punkte und Mehr

» Punkte im 3D

typedef point3D = "{p::(int * int * int).Truel}"
apply (auto)

done

definition origin :: "point3D" where

"origin = (Abs_point3D (0,0,0))"

» Vektoren 3D

datatype Vektor3D = Vektor int * int * int
definition skalarProdukt :: "Vektor3D => Vektor3D => Vektor3D" whe:
"skalarProdukt = (% vl v2
case (v1,v2) of ((Vektor x y z), (Vektor u v w))
=> ,."

definition point2Vektor :: "point3D => point3D => Vektor3D" where
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Listen ohne doppelte Vorkommen

» Listen ohne doppelte Vorkommen

primrec contains :: "’a list => ’a => bool" where
"contains Nil x = False" |

"contains (Cons x xs) y = ((x = y) or contains xs x)"
fun count :: "’a => ’a list => nat" where

"count x Nil = 0" |

"count x (Cons y xs) = (if (x=y) then (Suc (count x xs))

else (count x xs))"

definition noDuplicates :: "’a list => bool" where
"noDuplicates = (%1l::’a list.\<forall>x::’a.(contains 1 x)
--> (count x 1) = (Suc 0))"

typedef ’a setlist = "{l::’a list . noDuplicates 1}"
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Zusammenfassung

» Isabelle/HOL

» Primitiven vordefiniert zur sicheren Einfiihrung neuer Typen und

Funktionen

» typedef, datatype, quotient_type

» primrec, fun

> Typen

>

>

>

Paare

Option, Listen

Rat, Int

Multimengen

Punkte und Vektoren im 3D

Listen ohne doppelte Vorkommen
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Formale Modellierung

Vorlesung 10 vom 10.06.13: Modellierung von Programmen

Serge Autexier & Christoph Liith
Universitat Bremen

Sommersemester 2013

Rev. 2187 1[9]



Fahrplan

» Teil I: Formale Logik
» Teil Il: Spezifikation und Verifikation

» Modellierung von Programmen
» Die Z-Notation

» Formale Modellierung mit der UML und OCL

» Teil Ill: SchluB

2 [9]



Das Tagesmenli

» Bis jetzt:
1. Grundlagen — formale Logik
2. Statische Datentypen

» Heute: Programme

1. Funktional,
2. imperativ,

3. objektorientiert.

3 (9]



Funktionale Programme

» Wir haben:

1. Logik hdherer Stufe
2. terminierende rekursive Funktionen

3. induktive (generierte) Datentypen

» Funktionale Programme:

1. Funktionen hoherer Ordnung
2. Beliebige Rekursion

3. Beliebige Datentypen
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Modellierung beliebiger Rekursion

Definition 1 (Partielle Ordnung)

(X,C) mit C antisymmetrisch, reflexiv und transitiv.

Definition 2 (CPO)

(X,C) mit C partielle Ordnung und jede Kette C
xxCxC...x,C ...

hat kleinste obere Schranke | |

i<w Xi

Definition 3 (Stetige Funktion)

Funktion f : (X,C) — (Y, <) ist Scott-stetig, wenn f die Ordnung C
und | | bewahrt.
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Eigenschaften von CPOs

Theorem 4 (Kleene-Tarski-Fixpunktsatz)

Sei f: (X,C) — (X, C) Scott-stetig und L € X kleinstes Element, dann
hat f einen kleinsten Fixpunkt Ifps mit f(Ifps) = Ifp.

» CPOs und stetige Funktionen modellieren funktionale Programme
(Logic of computable functions, LCF)

» CPOs modellieren Domanen (Datentypen fiir funktionale Programme)

» Moglich: konservative Einbettung in HOL (HOLCF)
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Ein Beispiel

Beispiel: Flugbuchungssystem

» Ein Flug hat eine eindeutige Flugnummer, Start und Ziel, sowie die
Anzahl Sitze (verfiigbar und insgesamt).

v

Das Flugbuchungssystem identifiziert Fliige anhand ihrer Flugnummer.
Das Flugbuchungsystem soll folgende Operationen unterstiitzen:

» Anfrage nach Verbindung (Start und Ziel) sowie Anzahl Platze;
» Buchung mit Flugnummer, Anzahl Platze

v

v

Modellierung funktional (Isabelle/HOL): axiomatisch vs. konservativ

v

Modellierung imperativ: Zustandsiibergang

7109



Die Z Notation

v

Basiert auf getypter Mengenlehre

v

Entwickelt seit 1980 (Jean-Claude Abrial, Oxford PRG)

v

Industriell genutzt (IBM, Altran Praxis (vorm. Praxis Critical
Systems))

v

IATEX-Notation und Werkzeugunterstiitzung (Community Z Tools,
HOL-Z, ProofPower)
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http://czt.sourceforge.net/

Modellierung in Z (1)
[FLIGHTID, STRING]

__Flight
flightid : FLIGHTID
dept : STRING
arr : STRING
avail : N
total : N

_ FlightDB
flights : P FLIGHTID
data : FLIGHTID - Flight

flights = dom data
Vi: FLIGHTID e (data(i)).flightid = i

9 [9]



Modellierung in Z (2)

__ Lookup
FlightDB
flid? : FLIGHTID
flight! : Flight

flid? € flights
flight! = data(flid?)
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Modellierung in Z (3)

— SuccessfulQuery
FlightDB
from? : STRING
to? : STRING
seats? : N
fid! : FLIGHTID

fid! ¢ flights
(data(fid!)).avail > seats?
(data(fid!)).dept = from?
(data(fid!)).arr = to?
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Modellierung in Z (4)

__ FailedQuery
FlightDB
from? : STRING
to? : STRING
seats? : N
fid' : FLIGHTID

fid! ¢ flights
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Zusammenfassung

» Modellierung funktionaler Programme: cpos (LCF) fiir beliebige
Rekursion

» Datenmodellierung: erzeugte Datentypen

» Modellierung imperativer Programme: Zustandsiibergang

» Datenmodellierung: als Mengen (Z) oder als Klassen (UML/OCL)

» Nachste Woche: Z im Gesamtiberblick
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Formale Modellierung

Vorlesung 11 vom 17.06.13: Die Z-Notation

Rev. 2206

Serge Autexier & Christoph Liith
Universitat Bremen

Sommersemester 2013

1 [15]



Fahrplan

» Teil I: Formale Logik
» Teil Il: Spezifikation und Verifikation

» Modellierung von Programmen
» Die Z-Notation

» Formale Modellierung mit der UML und OCL

» Teil Ill: SchluB

2 [15]



Das Tagesmenli

» Die Z-Notation

» Grundlagen
» Der Schemakalkiil

» Die Biicherei

» Das Beispiel

» Der sichere autonome Roboter

3 [15]



Was ist Z7?

» Spezifikationssprache, basierend auf getypter Mengenlehre

> Alles ist eine Menge (Mengen sind Typen)

» Viel syntaktische Konvention

» Spezifikation von imperativen Programmen

» Zustand und Zustandsanderung integraler Bestandteil

» Entwickelt Ende 80er, Oxford UCL und IBM UK
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Mengenlehre

» Begriindet 1874-1884 durch Georg Cantor (Naive Mengenlehre)

> Leider inkonsistent (Burali-Forte Paradox, Russelsches Paradox)

» Axiomatisierungen durch Zermelo (inkonsistent),
spater Frankel (ZF), von Neumann, Godel, Bernays

» Axiome:

Extensionalitat, Separation, Paarbildung, Vereinigung, Potenzmenge,
Wohlfundiertheit, Ersetzung, Leere Menge, Unendlichkeit, Auswahl

» Auswahlaxiom unabhéngig vom Rest

» Getypte Mengenlehre: HOL

» Mengen sind Pradikate sind Funktionen nach bool
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Beispiel: Fahrzeug in der Ebene

Anfangsposition
v
>
» Bremszeit und Bremsstrecke:
_ _ Abrk +2 T =% _ Vg
V(t) = Vg — aprkl S(t) = vt — 5%t = = Zapr
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Beispiel: Fahrzeug in der Ebene

Anfangsposition

» Bremszeit und Bremsstrecke:

v(t) = vo — apkt  s(t) = vt — %tz

>
Endposition
T=2 _ %
Abrk 2aprk
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Beispiel: Fahrzeug in der Ebene

Anfangsposition
v
>
Endposition
» Bremszeit und Bremsstrecke:
Aprk 42 T W 5 _ Vg
v(t) =vo —aput  s(t) = ot — -t = 2 Zam

» Modellierung in Z: Berechnung des Bremsweges

brk : NxN—=N
Vv,a:Nebrk(v,a) = (vxv)div(2xa)
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Modellierung: Punkte und Polygone
Schematyp fiir Punkte (Vektoren):

VEC
X: 7
y:Z

Typ fiir Polygone und Strecken:

POLY == {s :seq VEC | #s > 3 A head s = last s}
SEG == VEC x VEC

Addition und Skalarmultiplikation von Vektoren

add : VEC x VEC — VEC
smult : R x VEC — VEC

Vp,q: VEC e add(p,q) = (p-x + q.x,p.y +q.y)
Vn:R; p: VEC @ smult (n,p) = (nx p.x,n*p.y)
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Mehr zu Punkten und Polygonen

Durch eine Strecke definierte linke Halbebene

left : SEG — P VEC

Va,b: VEC e left (a,b) = {p: VEC | (b.y — a.y) * (p.x — b.x)—
(p.y — b.y) * (b.x — a.x) < 0}

Flache eines Polygons:

sides : POLY — P SEG
area: POLY — P VEC

Vp: POLY esidesp = {s: SEG | (s.1,s.2) in p}
Vp:POLY e areap = (){s: SEG | s € sides p e left s}

8 [15]



Bewegung von Polygonen

Anfangsposition

Endposition

Bewegung eines Polygons um einen Vektor

move : POLY x VEC — POLY

Vp:POLY; v: VEC e move (p,v) = (Ax : VEC @ add (x,v)) op
Durch eine Bewegung iiberstrichene Flache

cov : POLY x VEC — P VEC

Vp:POLY; v:VECe
cov(p,v)=J{r:R|0<7<1earea(move(p,T*v))}
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Bewegung von Polygonen

Anfangsposition

Bewegung eines Polygons um einen Vektor

move : POLY x VEC — POLY
Vp:POLY; v: VEC e move (p,v) = (Ax : VEC @ add (x,v)) op

Durch eine Bewegung iiberstrichene Flache

Vp:POLY; v:VECe

cov : POLY x VEC — P VEC

Endposition

cov(p,v)=J{r:R|0<7<1earea(move(p,T*v))}
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Der Autonome Roboter

RobotParam __ Robot
cont : POLY RobotParam
dprk - 7 vel : 7
T:7Z w:7Z
v: VEC
o: VEC
World at:Z
RobotParam ow? : Z
obs : P VEC c: POLY
¢ = move (cont, o)
v = cart (vel,w)
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Der Autonome Roboter in Bewegung

__ RobotMoves
ARobot
=World

vel'! = vel +a? T
Ww=w+ow?x T
o' = add (o, V)

» Wann werden Anderungen effektiv?

» Wann ist der Roboter sicher?
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Der Autonome Roboter Bremst

» Verhalten beim Bremsen:

__ RobotBrakes
ARobot
=World

vel'! = vel — apyx T
W =w

o' = add (o, V)

» Invariante: Bremsen muB immer sicher sein.
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Der Sichere Roboter: Anforderung
» Jetzt und in unmittelbarer Zukunft sicher

__ RobotSafeMove
RobotMoves

cov (¢,v') N obs = ()

» Sicheres Bremsen: Bremsweg frei

__ RobotSafeBrake
RobotBrakes

cov (c, brk (v,w, apx)) N obs = ()

» Sicher: Roboter kann sicher fahren oder bremsen
RobotSafe == RobotSafeMove \V RobotSafeBrake
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Der Sichere Roboter: Implementation
Sicheres Fahren: Weg ist frei, Bremsweg ist frei

_ RobotMovesSafely
ARobot
=World

(cov (¢, V') U cov (move (¢, V'), brk (V' ', apk))) N obs = )
vel' = vel + a?x T
W =w+ow?x T
o' = add (o, V)

Implementation des sicheren Roboterverhaltens:
RobotDrivesSafely = RobotMovesSafely V RobotBrakes
Zu zeigen:

RobotDrivesSafely = RobotSafe
RobotDrivesSafely = RobotSafe’
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Zusammenfassung

» Z basiert auf getypter Mengenlehre
» Elemente der Sprache:

» Axiomatische Definitionen
» Schema, Schemakalkiil

» Mathematical Toolkit (Standardbiicherei)

» Modellbasierte und Zustandsbasierte Spezifikationen
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Formale Modellierung

Vorlesung 12 vom 24.06.13: Formale Modellierung mit UML und
OCL

Serge Autexier & Christoph Liith
Universitat Bremen

Sommersemester 2013

Rev. 2223 1 [19]



Fahrplan

» Teil I: Formale Logik
» Teil Il: Spezifikation und Verifikation

» Modellierung von Programmen
» Die Z-Notation

» Formale Modellierung mit der UML und OCL

> Teil I1l: SchluB
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Das Tagesmenli

Datenmodellierung Programmbegriff

Isabelle/HOL induktive Datentypen totale rekursive Funktionen
VA (induktive) Mengen Vor/Nachzustand
UML ? ?

» Formale Modellierung mit der UML

» ... mit der OCL: Object Constraint Language
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UML als formale Spezifikationssprache

Diagrammtyp Modellierte Aspekte Formal
Klassendiagramm Statische Systemstruktur
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UML als formale Spezifikationssprache

Diagrammtyp Modellierte Aspekte Formal
Klassendiagramm Statische Systemstruktur Ja
Paketdiagramm Pakete, Namensraume
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UML als formale Spezifikationssprache

Diagrammtyp

Modellierte Aspekte

Formal

Klassendiagramm
Paketdiagramm
Objektdiagramm

Statische Systemstruktur
Pakete, Namensraume
Zustand von Objekten

Ja
Nein
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UML als formale Spezifikationssprache

Diagrammtyp Modellierte Aspekte Formal
Klassendiagramm Statische Systemstruktur Ja
Paketdiagramm Pakete, Namensraume Nein
Objektdiagramm Zustand von Objekten (Ja)

Kompositionsstrukturdiagramm  Kollaborationen
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UML als formale Spezifikationssprache

Diagrammtyp Modellierte Aspekte Formal
Klassendiagramm Statische Systemstruktur Ja
Paketdiagramm Pakete, Namensraume Nein
Objektdiagramm Zustand von Objekten (Ja)
Kompositionsstrukturdiagramm  Kollaborationen Nein

Komponentendiagramm

Dynamische Systemstruktur
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UML als formale Spezifikationssprache

Diagrammtyp Modellierte Aspekte Formal
Klassendiagramm Statische Systemstruktur Ja
Paketdiagramm Pakete, Namensraume Nein
Objektdiagramm Zustand von Objekten (Ja)
Kompositionsstrukturdiagramm  Kollaborationen Nein
Komponentendiagramm Dynamische Systemstruktur ~ (Nein)

Verteilungsdiagramm

Implementierungsaspekte
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UML als formale Spezifikationssprache

Diagrammtyp Modellierte Aspekte Formal
Klassendiagramm Statische Systemstruktur Ja
Paketdiagramm Pakete, Namensraume Nein
Objektdiagramm Zustand von Objekten (Ja)
Kompositionsstrukturdiagramm  Kollaborationen Nein
Komponentendiagramm Dynamische Systemstruktur ~ (Nein)
Verteilungsdiagramm Implementierungsaspekte Nein

Use-Case-Diagramm

Ablauf en gros
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UML als formale Spezifikationssprache

Diagrammtyp Modellierte Aspekte Formal
Klassendiagramm Statische Systemstruktur Ja
Paketdiagramm Pakete, Namensraume Nein
Objektdiagramm Zustand von Objekten (Ja)
Kompositionsstrukturdiagramm  Kollaborationen Nein
Komponentendiagramm Dynamische Systemstruktur ~ (Nein)
Verteilungsdiagramm Implementierungsaspekte Nein
Use-Case-Diagramm Ablauf en gros Nein

Aktivitatsdiagramm

Ablauf en detail
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UML als formale Spezifikationssprache

Diagrammtyp Modellierte Aspekte Formal
Klassendiagramm Statische Systemstruktur Ja
Paketdiagramm Pakete, Namensraume Nein
Objektdiagramm Zustand von Objekten (Ja)
Kompositionsstrukturdiagramm  Kollaborationen Nein
Komponentendiagramm Dynamische Systemstruktur ~ (Nein)
Verteilungsdiagramm Implementierungsaspekte Nein
Use-Case-Diagramm Ablauf en gros Nein
Aktivitatsdiagramm Ablauf en detail Nein

Zustandsdiagramm

Zustandsiiberginge
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UML als formale Spezifikationssprache

Diagrammtyp Modellierte Aspekte Formal
Klassendiagramm Statische Systemstruktur Ja
Paketdiagramm Pakete, Namensraume Nein
Objektdiagramm Zustand von Objekten (Ja)
Kompositionsstrukturdiagramm  Kollaborationen Nein
Komponentendiagramm Dynamische Systemstruktur ~ (Nein)
Verteilungsdiagramm Implementierungsaspekte Nein
Use-Case-Diagramm Ablauf en gros Nein
Aktivitatsdiagramm Ablauf en detail Nein
Zustandsdiagramm Zustandsiiberginge Ja

Sequenzdiagramm

Kommunikation
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UML als formale Spezifikationssprache

Diagrammtyp Modellierte Aspekte Formal
Klassendiagramm Statische Systemstruktur Ja
Paketdiagramm Pakete, Namensraume Nein
Objektdiagramm Zustand von Objekten (Ja)
Kompositionsstrukturdiagramm  Kollaborationen Nein
Komponentendiagramm Dynamische Systemstruktur ~ (Nein)
Verteilungsdiagramm Implementierungsaspekte Nein
Use-Case-Diagramm Ablauf en gros Nein
Aktivitatsdiagramm Ablauf en detail Nein
Zustandsdiagramm Zustandsiiberginge Ja
Sequenzdiagramm Kommunikation Ja

Kommunikationsdiagramm

Struktur der Kommunikation
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UML als formale Spezifikationssprache

Diagrammtyp Modellierte Aspekte Formal
Klassendiagramm Statische Systemstruktur Ja
Paketdiagramm Pakete, Namensraume Nein
Objektdiagramm Zustand von Objekten (Ja)
Kompositionsstrukturdiagramm  Kollaborationen Nein
Komponentendiagramm Dynamische Systemstruktur ~ (Nein)
Verteilungsdiagramm Implementierungsaspekte Nein
Use-Case-Diagramm Ablauf en gros Nein
Aktivitatsdiagramm Ablauf en detail Nein
Zustandsdiagramm Zustandsiiberginge Ja
Sequenzdiagramm Kommunikation Ja

Kommunikationsdiagramm
Zeitverlaufsdiagramm

Struktur der Kommunikation
Echtzeitaspekte

(Ja)
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UML als formale Spezifikationssprache

Diagrammtyp Modellierte Aspekte Formal
Klassendiagramm Statische Systemstruktur Ja
Paketdiagramm Pakete, Namensraume Nein
Objektdiagramm Zustand von Objekten (Ja)
Kompositionsstrukturdiagramm  Kollaborationen Nein
Komponentendiagramm Dynamische Systemstruktur ~ (Nein)
Verteilungsdiagramm Implementierungsaspekte Nein
Use-Case-Diagramm Ablauf en gros Nein
Aktivitatsdiagramm Ablauf en detail Nein
Zustandsdiagramm Zustandsiiberginge Ja
Sequenzdiagramm Kommunikation Ja

Kommunikationsdiagramm
Zeitverlaufsdiagramm

Struktur der Kommunikation
Echtzeitaspekte

(Ja)
(Ja)
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Diagramme in UML 2.3

Diagramm

i

Struktur- Verhalfens-
diagramm diagramm
[} A
| | | | |
Klassen- Komponenten Objekt- Aktivitats- Anwendungsfall
diagramm -diagramm diagramm diagramm -diagramm
) Kompasitions- Verteilungs- ' Interaktions- Zustands-
Profildiagramm stuktur- d\agramnﬁ Paketdiagramm diagramm diagramm
diagramm
[ L |
Sequenz- Kommunikations| | 'Nteraktions- Zeitverlaufs-
di di Ubersichts- )
iagramm -diagramm diagramm diagramm

Quelle: Wikiped

ia
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Semantik der UML: Metamodellierung

M3: MOF
Class
PN NN
\Metametamodell == L T J
- ] s
«\nstan(eoﬁ:." :«instanceof» \~‘\«\nstance0ﬁv
e == ; =S
M2: UML - . i ~
Generalization Class - - Attribute
» attributes
v specific 7 A *
~
\Metamodell Ty P 2 |
< T
“\\ - \._\ «instanceOfs I
«instan(eof»,“‘ winstanceOfs .. «instance O |
M1:Benutzermodell . S = i
.. Mediurm :
DVD "l; |
name: String -t ---!
\Modell 1‘
]
«instanceOfs :
MO: Laufzeitinstanzen |
L
The Big
Lebowski
\System J

Quelle: Wikipedia
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OCL

v

Object Constraint Langauge

v

Mathematisch prazise Sprache fiir UML

OO meets Z

v

Entwickelt in den 90ern

v

v

Formale Constraints an UML-Diagrammen

7 [19]



OCL Basics

» Getypte Sprache

» Dreiwertige Logik

» Ausdriicke immer im Kontext:

» Invarianten an Klassen, Interfaces, Typen

» Vor/Nachbedingungen an Operationen oder Methoden
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OCL Syntax

» Invarianten:

context class
inv: expr

» Vor/Nachbedingungen:

context Type :: op(argl : Type) : ReturnType
pre: expr
post: expr

» expr ist ein OCL-Ausdruck vom Typ Boolean
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Undefiniertheit in OCL

» Undefiniertheit propagiert (alle Operationen strikt) — OCL-Std.
§7.5.11

» Ausnahmen:
» Boolsche Operatoren (and, or beidseitig nicht-strikt)
» Fallunterscheidung

» Test auf Definiertheit: oc1IsUndefined mit

true e=1

oclIsUndefined(e) —{ false otherwise

» Resultierende Logik: dreiwertig
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Dreiwertige Logik

» Wahrheitstabelle (starke Kleene-Logik, K3):

- AL 0 1 viLl 01
1L 1L 0 L L 11
0|1 00 0 O 0L 0 1
110 1|1L 0 1 111 1 1
— L 0 1 +«— |1 0 1
7L 11 S
0|1 11 0 |L 1 0
1 1L 01 1 |L 0 1

» Fun Fact: K3 hat keine Tautologien.

> Alternative: schwache Kleene-Logik (alle Operatoren strikt)
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OCL Typen

» Basistypen:
» Boolean, Integer, Real, String

» OclAny, OclType, OclVoid
» Collection types: Set, OrderedSet, Bag, Sequences

» Modelltypen
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Basistypen und Operationen

» Integer (Z) — OCL-Std. §11.5.2
» Real (R) — OCL-Std. §11.5.1

» Integer Subklasse von Real

» round, floor von Real nach Integer

» String (Zeichenketten) — OCL-Std. §11.5.3

» substring, toReal, toInteger, characters etc.

» Boolean (Wahrheitswerte) — OCL-Std. §11.5.4
» or, xor, and, implies

» Sowie Relationen auf Real, Integer, String
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Collection Types

» Set, OrderedSet, Bag, Sequence

» Operationen auf allen Kollektionen:

» size, includes, count, isEmpty, flatten

» Kollektionen werden immer flachgeklopft

> Set

» union, intersection,

» Bag

» union, intersection, count

» Sequence

» first, last, reverse, prepend,

append

5 OCL-Std. §11.7.1

— OCL-Std. §11.7.2

5 OCL-Std. §11.7.3

— OCL-Std. §11.7.4
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Collection Types: lteratoren

» lteratoren: Funktionen hoéherer Ordnung

> Alle definiert Giber iterate — OCL-Std. §7.7.6:
coll-> iterate(elem: Type, acc: Type= expr | exprlelem, accl)

iterate(e: T, acc: T= v)
{
acc= v;
for (Enumeration e= c.elements(); e.hasMoreElements();){
e= e.nextElement();
acc.add(exprle, accl); // acc= exprle, acc]
}

return acc;

¥

» lteratoren sind alle strikt
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Modelltypen

v

Aus Attribute, Operationen, Assoziationen des Modells

v

Navigation entlang der Assoziationen

v

Fir Kardinalitat 1 Typ T, sonst Set (T)

v

Benutzerdefinierte Operationen in Ausdriicken miissen zustandsfrei sein
(Stereotyp <<query>>)
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Style Guide

v

Komplexe Navigation vermeiden (“Loose coupling”)

» Adaquaten Kontext auswahlen

v

“Use of alllnstances is discouraged”

v

Invarianten aufspalten

v

Hilfsoperationen definieren
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MDA + OCL

MDA: Model-driven architecture

v

v

Entwicklung durch Modelltransformation

[ cm |—=] PM =] Psm |—>{ Code ]

Rolle der OCL:

v

» Metasprache
» Codegenerierung

» Laufzeitchecks

v

Beispiele fiir Werkzeuge: MDT/OCL
» MDT/OCL: EMF mit OCL-Unterstiitzung
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Zusammenfassung

» Kritik UML:
» “OO0 built-in"

» Adaquat fiir eingebettete Systeme, CPS, ...7?

» OCL erlaubt Einschrankungen auf Modellen
> Erlaubt mathematisch prazisere Modellierung
> Frage:

» Werkzeugunterstiitzung?

> Ziel: Beweise, Codegenerierung, ...7?7
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Fahrplan

» Teil I: Formale Logik

» Teil Il: Spezifikation und Verifikation
» Teil Ill: SchluB

» Riickblich & Ausblick
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Das Tagesmenli

» Zur Abrundung: JML

> Riickblick

» Ausblick
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JML



Java Modeling Language (JML)

Zentral: funktionale Korrektheit

v

v

“Design by contract”

v

Spezifikation nahe am Code (Annotationen)

\4

Vor/Nachbedingungen, Invarianten

v

Werkzeuge: ESC/Java2, Mobius
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JML: Erstes Beispiel

public abstract class LinearSearch
{

//@ requires j >= 0;

public abstract /*@ pure @*/ boolean f(int j);

//@ ensures 0 <= \result;
//@ ensures (\exists int j; 0 <= j && j <= \result; £(j));
public abstract /*@ pure @*/ int limit();

/*@ public normal_behavior
@ requires (\exists int i; 0 <= i &% i <= limit(); £(i));
@ assignable \nothing;
@ ensures f(\result) &&

Q (\forall int i; 0<= i && i < \result; ! £(i));
@x*/
public int find()

}
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JML: Wichtigste Schliisselworte

>

Fiir Klassen und Interfaces:

> invariant

» spec_public

» nullable

Fiir Methoden und Konstruktoren:
» requires

> ensures

> assignable

> pure
Im Code:
assert

invariant, assignable
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JML: Langeres Beispiel

Printed by Christoph Luth
Jun 30, 13 22:18 java Page 11|
public class BoundedStack ¢

private /¢ spec_public nuilable €/

privaia /'8 specpublic @4/ int size = 0
//g public invariant 0 <= size;
/%@ public invariant elems != null

&' &e (\forall int i;

g size <= 1 45 i < elems.length;
& elems{i] = nuil

/s

/%@ requires § < n;
& assignable elems;
& ensuzes clems length == n;

p\lhl)c Boundedstack (int o) |
elens - mew Onject [

/%8 requires size < edems. length-1;
[aize],
ensuzes size mln"-xzﬁfll,
ensures elemsfsize-1]
ensures_redundanti.
\fozall int i; 0 <= i &4 i ze-1;
temars) -\l lesenstin) 1y

5o/

public void push(@nject x) |
elems[size] = x;
sizett;

/%8 requizes § < s

§ assignable size, elems{size-1];
ze == lold(size-1);

Ly
€ nuil
7 es (\foratl int is 0 < i &s i < size-l;
g elema[i] == \oldfelems[i]}]}

public veid gont) |

Slemmibize) - nuiz;

/%@ requires § < size;
§ assigna. nothing;
res \result - elems{size-17;

g/
public /*¢ pure %/ object top() {
return elems[size-1];

unday June 30, 2013 il
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Zusammenfassung JML

» Modellierung der Daten durch Java
» Zusatzliche Annotation der Programme mit Korrektheitsbedingungen
» Dadurch leichtgewichtig — erleichtert Einfliihrung
» Benefits:
» Generierung von Testfallen
» Statische Analyse (“erweiterte Typpriifung”)
» Korrektheitsbeweis (automatisch oder interaktiv)
» Nachteile:

» Umstandliche Modellierung — kein Abstraktionsgewinn
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Logiken und Spezifikationsformalismen

Datenmodellierung Programmbegriff

Isabelle/HOL induktive Datentypen totale rekursive Funktionen

yA (induktive) Mengen Vor/Nachzustand?!
UML Klassendiagramme OCL
JML Java Vor/Nachzustand,
Invarianten

Ynvarianten durch =
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Unsere Reise durch die Logik

?

S 8
T ©
(0] <
= Hel
g b
c O .
w > Werkzeuge (Beweiser)
Aussagenlogik  J J  SAT-Solver
Presburger J J SMT-Solver: Z3, CVC
Peano-Ar. N J
FOL N J ATPs: SPASS, Vampire
FOL + Induktion N N KIV, KeY, Inka
HOL N N ITPs: Isabelle, Coq, HOL, PVS
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Ausblick
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Wohin von hier?

» Verifikation von Hardware und Software
» Formalisierung von Hardware oder Software (Programmiersprache)
» Nachweis der Eigenschaften wird Beweis

» Weitere Ausdrucksméchtigkeit:

> Nebenlaufigkeit: Prozesskalkiile (CSP), Modallogik

> Zeitliche Aspekte (Temporallogik)
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Prozesskalkiile (Prozessalgebren)

» Modellierung nebenliufige Systeme
» Werkzeugunterstiitzung: Modelchecker FDR
» Beispiel (CSP): ein Flugbuchungssystem
SERVER = query — result - SERVER
O booking — (ok — SERVER 11 fail — SERVER)
O cancel — ok — SERVER
CLIENT = query — result — (booking — ok — CLIENT

M CLIENT)

SYSTEM = CLIENT || SERVER
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Prozesskalkiile (Prozessalgebren)

» Modellierung nebenlaufige Systeme
» Werkzeugunterstiitzung: Modelchecker FDR
» Beispiel (CSP): ein Flugbuchungssystem

SERVER = query — result - SERVER
O booking — (ok — SERVER 11 fail — SERVER)
O cancel — ok — SERVER

CLIENT = query — result — (booking — ok — CLIENT

M CLIENT)

SYSTEM = CLIENT || SERVER

Problem: Deadlock
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Prozesskalkiile (Prozessalgebren)

» Modellierung nebenlaufige Systeme

» Werkzeugunterstiitzung: Modelchecker FDR

» Beispiel (CSP): ein Flugbuchungssystem
SERVER = query — result — SERVER

O booking — (ok — SERVER 11 fail — SERVER)
O cancel — ok — SERVER

CLIENT = query — result — (booking — (ok — CLIENT
O fail — CLIENT)
M CLIENT)

SYSTEM = CLIENT || SERVER
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Temporale Logiken

v

System wird beschrieben als FSM

» Ggf. mit Ubergangszeiten
» Graphische Notation oder DSL (Promela fiir SPIN)

v

Spezifikation als temporallogische Formel:

> “Irgendwann muss ein Event HALT (H) auftreten”: FH
» “Es darf nie ein STOP (S) ohne eine WARNUNG (W) zuvor auftreten":

G((W — FS)V —S)

» Lineare vs. baumartige Zeit (LTL, CTL), TLA

v

Werkzeuge: SPIN, UPPAAL
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Fazit
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Dafiir und Dagegen

Was spricht fiir formale Modellierung in der Entwicklung?

» Anforderungen werden eindeutig formuliert

v

Randbedingungen werden seltener (gar nicht) iibersehen

v

Fehler werden frither gefunden
» Werkzeugunterstiitzung moglich
> Von erweitertem Typcheck bis automatischen/interaktiven Beweis

Normen (IEC 61508:3, CENELEC EN50128, DO 178B) fordern
formale Methoden fiir hohe Sicherheitsstufen (SIL 3, Level B)

v
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Dafiir und Dagegen

Was spricht fiir formale Modellierung in der Entwicklung?

» Anforderungen werden eindeutig formuliert

v

Randbedingungen werden seltener (gar nicht) iibersehen

v

Fehler werden frither gefunden
» Werkzeugunterstiitzung moglich
> Von erweitertem Typcheck bis automatischen/interaktiven Beweis

Normen (IEC 61508:3, CENELEC EN50128, DO 178B) fordern
formale Methoden fiir hohe Sicherheitsstufen (SIL 3, Level B)

v

Was spricht gegen formale Modelierung?
» Hoherer Zeitaufwand

» Qualifikation des Personals

> Verlust an Agilitat

18 [19]



Zusammenfassung

Formale Modellierung
Beschreibung der Welt durch Mittel der mathematischen Logik J

» Beispiele: HOL, die Z Notation, UML/OCL, JML

> Vorteile:
» Spezifikationen eindeutig formuliert
» Nachweis von Eigenschaften moglich

» Formale Verifikation moglich
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