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Fahrplan

» Teil I: Formale Logik

>

>

>

>

Einfihrung

Aussagenlogik: Syntax und Semantik, Natirliches SchlieBen
Konsistenz & Vollstandigkeit der Aussagenlogik
Pradikatenlogik (FOL): Syntax und Semantik

Konsistenz & Vollstandigkeit von FOL

FOL mit induktiven Datentypen

FOL mit Induktion und Rekursion

Die Godel-Theoreme

Weitere Datentypen: Mengen, Multimengen, Punkte

» Teil Il: Spezifikation und Verifikation

> Teil I1l: SchluB
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Das Tagesmenli

» Axiomatische Definition von Theorien ist gefahrlich
» Pradikatenlogik mit mehreren Typen

» Konservative Erweiterungen als sicheres Theorie Definitionsprinzip
» Typdefinitionen

» Wohlfundierte rekursive Funktionen/Pradikate
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Natirliches SchlieBen — Die Regeln
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Die fehlenden SchluBregeln
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Naturliches SchlieBen mit Quantoren

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x nicht frei in offenen Vorbedingungen von ¢ (x beliebig)

> (1) Ggf. Umbenennung durch Substitution

» Gegenbeispiele fiir verletzte Seitenbedingungen
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Der Existenzquantor

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x nicht frei in ¢, oder einer offenenen Vorbedingung auBer ¢

» (f) Ggf. Umbenennung durch Substitution

7 [25]



Regeln fir die Gleichheit

» Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitat:

X=y X=y y=z
x = x refl V=x sym —— =z  trans
» Kongruenz:
X1 =Y1y---5Xn = Yn cong

f(Xl,...,Xn) = f(}’l;"-vyn)

» Substitutivitat:

X1 =Yy s Xm=Ym P(x1,...,Xm)
P(y17"'7ym)
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Motivation

» Typen miissen nicht-leere Tragermengen haben
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Motivation

» Typen miissen nicht-leere Tragermengen haben Korrektheit

» Neue Typen axiomatisch zu spezifizieren gefahrlich
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Motivation

» Typen missen nicht-leere Tragermengen haben Korrektheit

» Neue Typen axiomatisch zu spezifizieren gefahrlich

» Konservative Erweiterungen

» Typdefinitionen sind konservative Erweiterungen

» Terminierende totale rekursive Funktionen/Pradikate sind konservative
Erweiterungen
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Getypte Pradikatenlogik — Signatur

Ungetypt Getypt
Signatur
- Typen T - i,N,Z
- Funktionssymbole F | f ar(f) =n fimX X1y —=>70, 7T
- Pradikatssymbole P | P,ar(P)=n | P:my X - X7y, i €T
=ar(=)=2 | = :7x71,7T€T

Variablen X

abz. unendlich

abz. unendlich X, fir jedes

TeT

Xiy XNy XZ,y « -
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Getypte Pradikatenlogik — Terme & Formeln

Ungetypt Getypt
Terme Termy Terms™ U -+ U
Termz(Tn), TeT

- Variablen x € Termy x € X x € Terms™, x € X,

- Funktionen feFmita(f) =n|f 71 X - X7 —
und t1,...,tp € Terms, | 9 € F und t; €
dann  f(t1,...,t,) € | Termg,1 < i < n, dann
Terms f(ty,...,tn) € Termg

Formeln Forms

- Atome PePmta(P)=n|P .1 X ---xX1, €P
und t1,...,t, € Termy, | und t; € Termg,1 <i <
dann  P(t1,...,t,) €| n, dann P(t1,...,t,) €
JFormy JFormy

- PL Konnective P, o NP, VY, o —> P, o P...

- Quantoren Vx.¢ € Formy, x € X Vx-.¢p € Formy
dx.¢ € Formy, x € X dx:.¢ € Formy
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Getypte Pradikatenlogik — ND Regeln

o Vxr.¢
Vxo VI (%)

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x; nicht frei in offenen Vorbedingungen von ¢ (x. beliebig)

> (1) t € Termg; Ggf. Umbenennung durch Substitution
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Der Existenzquantor

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x; nicht frei in ¢, oder einer offenenen Vorbedingung auBer ¢

> (1) t € Termg; Ggf. Umbenennung durch Substitution
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Regeln fir die Gleichheit

» Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitat:

X:tys X=ty Y=tZ

S m
x=; x refl y=x Y X=; 2 trans

» Kongruenz:
X1 =t Y1,---3Xn =t, ¥Yn cong

(X1, yxn) =¢ F(Y1,---,¥n)

» Substitutivitat:
X1 =t; Y1y-- -y Xm =t Ym P(X17"'7Xm)

P(yl,---,ym)

subst
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Basic Definitions

Definition 1 (Loose Spezifikationen)

Sei ¥ = (T, F,P) eine getypte Signature und ® € Formy. Dann ist
S = (X, ®) eine lose Spezifikation.

Die Theorie einer Spezifikation S ist Th(S) := {¢ € Formz|® + ¢}.

Definition 2 (Konsistenz)

Eine lose Spezifikation S ist konsistent wenn _L nicht beweisbar in S:
1 & Th(S).

» Insbesondere miissen dann alle Typen nicht-leere Tragermengen haben
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Spezifikations Erweiterungen

Definition 3 (Erweiterungen)

Eine Spezifikation §' = (X', ®') ist eine Erweiterung einer Spezifikation
S = (X, ®) genau dann wenn

» Y CY

» & C P

S’ is eine konservative Erweiterung von S genau dann wenn
Th(S) = Th(S)=

wobei die |X die Einschrankung auf Formeln aus Termy ist

Lemma 4
Jede konservative Erweiterung einer konsistenten Theorie ist konsistent.

v
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Typdefinition

» Spezifiziere nicht-leere Teilmenge eines gegebenen Typs r

» Deklariere neuen Typ t mit Tragermenge isomorph zu Werten in
spezifizierter Teilmenge

» Isomorphie wird durch inverse Funktionen Abs; : r — t,Rep, : t — r
axiomatisch Beschrieben
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Typdefinitionen sind Erweiterungen

Definition 5 (Typdefinitionen)
Sei S = ((T,F,P),®) eine Spezifikation, r € T und P € Formy mit
genau einer freien Variable vom Typ r. Dann ist eine Erweiterung
S'={(T',F, P, eine Typdefinition fir einen Typ t &€ T gdw.
» T'=TU{t}
» F'=FU{Abs;:r — t,Rep, : t — r}
P =PU{=:txt}
®' = d U { Vx¢. Abs;(Rep,(x)) =¢ x,
Vxr.P(xr) — Rep,(Abs¢(x)) =, x}
Man kann beweisen S F 3x,.P(x) (bzw. es gilt 3x,.P(x) € Th(S))

v

v

v
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Teminierende, totale Funktionen

v

Spezifiziere Funktionen/Pradikate die beweisbar total, eindeutig und
terminierend sind

v

Theorie-Erweiterungen um beweisbar total, eindeutig und
terminierende Funktionen/Pradikate sind konservative Erweiterungen

v

Syntaktische Kriterien fiir eindeutige und totale Deklarationen

Beweisverfahren fiir terminierende Funktionen

v
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Frei Erzeugte Typen

Definition 6 (Frei Erzeugte Typen)

Sei S = ((T F,P),®) eine Spezifikation, t € T and
ci:m xTl —teF,1<i<k. Dannistt frei erzeugt in S durch

Konstruktoren C1,.--,Ck gdw.
> SEVxe.Viz1 & EIyTll,-, . .y;,;k‘.x =c(yl,...,y™)
» S+ Vy_}l,-,...y‘l'_’n,-"‘.Vzil,-, . ..z:',-j'.c,-(yl,...,y”f) =ci(z4,...,z2") —
(Yt =2 A= Aym = y™) fiir alle ¢
i n; A i . .
> SI—VyTll,-,.. y" Vz 1_,,...zq_j <yt .y = g2, ..., z) fir alle

nj

i J |
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Kriterien fiir eindeutig und total

» Seit Typ

» Definitionsgleichungen fiir Funktion f sind Menge von bedingten
geschlossene Gleichungen der Form

VXlTl...XnTn....PO — f(Xl,...,Xn) =ty

VXU oo Xngy oo Pn— f(X1,...,X0) =t
so daB beweisbar

> 5"VX1T1...X,,T".P,'/\IDJ'(—>L, VI#J

> SFVXh.l...XnTn.Pl\/...\/Pn
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Terminierungsbeweise — ldee

» Die natirlichen Zahlen sind frei erzeugt iiber 0 und s:

» Jedem Grundterm lber N kann eine groBe zugeordnet werden iiber die
Anzahl der Konstruktoren.

» Zeige fir rekursiv definierte Funktionen auf N, dass die rekursiven
Argument in rekursiven Funktionsaufrufen kleiner sind beziglich der
Ordnung auf den natdiirlichen Zahlen unter der entsprechenden
Bedingung P;.
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Terminierung

> Beispiele:
» half(x) eine Hypothese pro Rekursionsgleichung
» fib(x): mehrere Hypothesen pro Rekursionsgleichung
> ged(x,y): lexicographische Ordnung

» Beweise alle Hypothesen im Kalkiil. Terminierung gilt relativ zur
Terminierung der anderen involvierten Funktionen und Pradikate.

» Analog fiir Pradikate auf N mit bedingten Aquivalenzen

> Allgemeine Typen: fiir frei erzeugte Datentypen kann Abbildung in
natlrliche Zahlen definiert werden, die die Anzahl der Konstruktoren
zahlt. Damit lasst sich das Terminierungsverfahren auf all frei
erzeugten Datentypen erweitern

23 [25]



Erweiterung um Totale, Terminierende Funktionen is
Konservativ

Definition 7 (Funktions- und Pradikatsdefinitionen)

Sei S = ((T,F,P),®) eine Spezifikation, f : 74 X -+ X 7 = 70 &€ F
(7i € T) und W € Forms(ry. Dann ist eine Erweiterung
S'=((T,F,P),d") eine Funktionsdefinition gdw.

» W ist eine eindeutig und totale Definition fiir f

» f ist terminierend und alle in der Definition von f vorkommenden
Funktionen und Pradikate sind terminierend

» O =0UV
> FF=FU{f:m X - XTh—T0}
Analog fir Pradikatsdefinitionen.

Lemma 8

Funktionsdefinitionen bzw. Pradikatsdefinitionen sind konservativ
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Sicheres Spezifikationsprinzip

» Beginne mit Basistheorie mit N und wohlfundiertem
Induktionsschemata fiir N (getypte Pradikatenlogik mit Typ N und
Induktionsschemata!)

> N hat beweisbar nicht-leere Tragermenge

» Erweitere nur konservativ um

» totale, terminierende Funktionen und Pradikate
» Typdefinitionen (ausgehend von N)

> Erbt Induktionsprinzip liber Umweg iiber N

» Erlaubt Definition von Konstruktoren fiir neue Typen

» Terminierung: Abbildung der TermgréBe auf N mittels geschachtelter
Anwendung von Rep,

» Wenn freie Erzeugtheit des neuen Typs beweisbar, dann folgt
Induktionsschema direkt auf dem neuen Typ

» Damit hat man garantiert immer konsistente Spezifikationen (=
Modellierung).
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