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Fahrplan

» Teil I: Formale Logik

>

>

>

>

Einfihrung

Aussagenlogik: Syntax und Semantik, Natirliches SchlieBen
Konsistenz & Vollstandigkeit der Aussagenlogik
Pradikatenlogik (FOL): Syntax und Semantik

Konsistenz & Vollstandigkeit von FOL

FOL mit induktiven Datentypen

FOL mit Induktion und Rekursion

Die Godel-Theoreme

Weitere Datentypen: Mengen, Multimengen, Punkte

» Teil Il: Spezifikation und Verifikation

> Teil I1l: SchluB
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Das Tagesmenli

v

Von Aussagenlogik zur Pradikatenlogik

v

Logik mit Quantoren

v

Semantik der Pradikatenlogik

v

Natlrliches SchlieBen mit Quantoren
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Beispiel: Make

The make utility automatically determines which pieces of a large
program need to be recompiled, and issues commands to recompile
them.

» Abhéngigkeiten werden durch Regeln formalisiert

» Wenn Ziel alter ist als Abhangigkeit wird es neu erzeugt.

lecture-01.pdf: lecture-0l.tex prelude.sty
pdflatex lecture-01.tex

lecture-02.pdf: lecture-02.tex prelude.sty diagram.pdf
pdflatex lecture-02.tex

diagram.pdf: diagram.svg
inkscape -A diagram.pdf diagram.svg
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Pradikatenlogik: Erweiterung der Sprache

v

Terme beschreiben die zu formalisierenden Objekte.

v

Formeln sind logische Aussagen.

v

Eine Signatur ¥ beschreibt Pradikate und Funktionen:
» Pradikatensymbole: Py, ..., P,,= mit Aritat ar(P;) € N, ar(=) =2

» Funktionssymbole: f, ..., f, mit Aritat ar(t;) € N

v

Menge X von Variablen (abzéhlbar viele)

v

Konnektive: A, —, 1V, abgeleitet: V, +—, =, —, 3
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Terme

» Menge Termy der Terme (zur Signatur ¥) gegeben durch:

» Variablen: X @ Terms

» Funktionssymbol f € ¥ mit ar(f) = nund ty,...,t, € Terms, dann
f(ty,...,t,) € Terms

» Sonderfall: n = 0, dann ist f eine Konstante, f € Terms
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Formeln

» Menge Formy der Formeln (zur Signatur X) gegeben durch:
> | € Formy
» Wenn ¢ € Formy, dann —¢ € Formy

» Wenn ¢, € Formy, dann ¢ A € Forms, ¢V € Formy,
o — Y € Formy, ¢ <— p € Formy
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Formeln

» Menge Formy der Formeln (zur Signatur ) gegeben durch:

>

>

1 € Formy
Wenn ¢ € Formy, dann —¢ € Formy

Wenn ¢, € Formy, dann ¢ Ay € Formy, ¢V p € Formy,
o — Y € Formy, ¢ <— p € Formy

Wenn ¢ € Formy,x € X, dann Vx.¢ € Formy,3x.¢p € Formy

Pradikatensymbol p € ¥ mit ar(p) = mund t1,...,t, € Term, dann
p(ti,. .., tm) € Forms

> Sonderfall: t;, t; € Terms, dann t; = t, € Formy
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Freie und gebundene Variable

Definition (Freie und gebundene Variablen)

Variablen in t € Term, p € Form sind frei, gebunden, oder bindend:
(i) x bindend in Vx.¢, Ix.9
(ii) Fur Vx.¢ und 3x.¢ ist x in Teilformel ¢ gebunden

(iii) Ansonsten ist x frei

» FV(¢): Menge der freien Variablen in ¢

v

Beispiel:
(g(x) vV IxVy.p(f(x),z) A q(a)) VVr(x, z,g(x))

» Formel (Term) s geschlossen, wenn FV(s) = ()

v

Abschluss einer Formel: Cl(¢) =Vz; ... z.¢ fir FU¢) ={z1,..., 2z}
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Semantik: Strukturen

Definition (Struktur 2 zur Signatur X)
A= (A, f,P) mit
(i) A nicht-leere Menge (Universum)
(ii) far f € ¥ mit ar(f) = n, n-stellige Funktion fy : A" — A
(iii) fur P € ¥ mit ar(P) = n, n-stellige Relation Py € A"

» Fir a € A, Konstante 3@ € Termy

» Damit Auswertung von geschlossenen Termen: [-Jo : Termy — A

I[?]]Q[ =a
[f(tr, .., tala = fa([ta]as, - - -, [tallr)
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Semantische Giiltigkeit

» Auswertung von Formeln: [-Jo : Formy — {0,1}

[L]lx =0 [-¢]a =1~ [o]n
[o Ad]la = min([¢]a [¥]a) [0Vl = max([o]a, [V]a)
IIC) — ’lf)]]gl = max(l — [G)]]Ql, ﬂl)]]g;)

[¢«— ¢la =1—|[¢]a — [¢]al

[P(t,....,ta)]a = é iEﬁlglt‘»’iww[[tn]]wEPm
S T
[vx.¢la = min({[¢[}]]x | a € A})

[Bx.0la = max({[¢[{]]a | a € A})

» Damit semantische Giiltigkeit (Wahrheit):
AE ¢ gdw. [Cl(H)]a =1, E ¢ gdw. A = ¢ fir alle A
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Substitution

» t[7] ist Ersetzung von x durch s in t

» Definiert durch strukturelle Induktion:

s def S X=Yy
= {y xX#y
ftn )] = (] ali)
HE
(@A) £ o[ Av]]
(¢ — )] = o[l — vl
P(t,-..ta)5] = P(af],. t[3])
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Substitution

» t[7] ist Ersetzung von x durch s in t

» Definiert durch strukturelle Induktion:

s def S X=Yy
b= {y xX#y
f(tr, .. t)[2] & F(t[],- o talZ])
i
GAR)] Z o[ Al
(06— ) < o] — o[
P(ti,.. . ta)[] & P(t[],--- ta[3])
Vy.¢ xX=y
I 2N, x#y,y &FV(s)
(vy-9)}] = § Vz([DE]) x#y.yeFUs)

mit z & FV(s) U FV(¢)
(z frisch)
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Naturliches SchlieBen mit Quantoren

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x nicht frei in offenen Vorbedingungen von ¢ (x beliebig)

> (1) Ggf. Umbenennung durch Substitution

» Gegenbeispiele fiir verletzte Seitenbedingungen
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Der Existenzquantor

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x nicht frei in ¢, oder einer offenenen Vorbedingung auBer ¢

» (f) Ggf. Umbenennung durch Substitution
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Zusammenfassung

» Pradikatenlogik: Erweiterung der Aussagenlogik um

» Konstanten- und Pradikatensymbole
> Gleichheit

» Quantoren

» Semantik der Pradikatenlogik: Strukturen

» Bilden Operationen und Pradikate der Logik ab

» Das natirliche SchlieBen mit Quantoren

» Variablenbindungen — Umbenennungen bei Substitution

» Eigenvariablenbedingung

» Das nachste Mal: Vollstandigkeit und natiirliche Zahlen
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