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Das Tagesmenii

» Logik mit Quantoren
» Von Aussagenlogik zur Pridikatenlogik
» Natiirliches SchlieBen mit Quantoren

> Die Notwendigkeit von Logik hoherer Stufe

Fahrplan

» Teil I: Grundlagen der Formalen Logik
» Einfiihrung
> Natiirliches SchlieBen, Aussagenlogik
» Pradikatenlogik 1. Stufe

> Gleichungslogik und natiirliche Zahlen
» Teil Il: Arbeiten mit Isabelle

» Teil Ill: Modellierung imperative Programme

Pradikatenlogik

» Beschrankung der Aussagenlogik:

» Eine Zahl n ist eine Primzahl genau dann wenn sie nicht 1 ist und nur
durch 1 und sich selbst teilbar ist.

» Eine Zahl m ist durch eine Zahl n teilbar genau dann wenn es eine Zahl p
gibt, so dass m=n- p.

» Nicht in Aussagenlogk formalisierbar.
» Ziel: Formalisierung von Aussagen wie
> Alle Zahlen sind ein Produkt von Primfaktoren.

> Es gibt keine groBte Primzahl.

Erweiterung der Sprache

» Terme beschreiben die zu formalisierenden Objekte.

» Formeln sind logische Aussagen.

» Unser Alphabet:
> Pradikatensymbole: Py, ..., P,, = mit Aritit ar(P;) € N, ar(=) =2
» Funktionssymbole: fi, ..., f, mit Aritdt ar(t;) € N
> Menge X von Variablen (abzahlbar viele)

» Konnektive: A, —, false,V, abgeleitet: V, «—, =, +—,3

Terme

> Menge Term der Terme gegeben durch:

» Variablen: X C Term

> Funktionssymbol f mit ar(f) = nund ti,...,t, € Term, dann
f(t,...,tn) € Term

» Sonderfall: n =0, dann ist f eine Konstante, f € Term

Formeln

» Menge Form der Formeln gegeben durch:
> false € Form
» Wenn ¢ € Form, dann —¢ € Form

> Wenn ¢, € Form, dann ¢ Ay € Form, ¢V 1p € Form,
¢ — p € Form, ¢« 1 € Form

» Wenn ¢ € Form,x € X, dann Vx.¢ € Form,Ix.¢ € Form

v

Pradikatensymbol p mit ar(p) = mund ti, ..., tn € Term, dann
p(ty, ..., tm) € Form

> Sonderfall: t1, t, € Term, dann t; = t, € Form

Beispielaussagen

> Alle Zahlen sind gerade oder ungerade.

> Keine Zahl ist gerade und ungerade.

» Es gibt keine groBte Primzahl.

» Fiir jede Primzahl gibt es eine, die groBer ist.

» Eine Funktion f ist stetig an der Stelle xg, gdw. es fiir jedes € > 0 ein
4 > 0 gibt, so dass fiir alle x mit [x — xp| < 0 gilt |[f(x) — f(x0)| < e.




Freie und gebundene Variable

» Variablen in t € Term, p € Form sind frei, gebunden, oder bindend.

> x bindend in Vx.¢, Ix.1
» Fiir Vx.¢ und 3Ix.¢ ist x in Teilformel ¢ gebunden

> Ansonsten ist x frei
» FV(¢): Menge der freien Variablen in ¢

> Beispiel:

(a(x) v 3x.Vy.p(f(x), z) A q(a)) v Vr(x, z,8(x))

Substitution

> t[] ist Ersetzung von x durch s in ¢
X

» Definiert durch strukturelle Induktion:

s def s X=y
v = {y x#y
Flt,ta) [3] 2 Fa 3], ta[3])
false[5] = false
@A) 3] £ o[f]av[;]
@0—0[] € o[i] —vl[5]
plt, o tn) [1] P[]t [5])
o) Yy & FV(S)
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Natirliches SchlieBen mit Quantoren

) Vx.¢p
m vl (*) é [t]

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x nicht frei in offenen Vorbedingungen von ¢ (x beliebig)

> (1) Ggf. Umbenennung durch Substitution

» Gegenbeispiele fiir verletzte Seitenbedingungen

Der Existenzquantor

def

Ix.p = Vx.¢

s[!] o v
Txg (1) ”

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x nicht frei in 1, oder einer offenenen Vorbedingung auBer ¢

> (1) Ggf. Umbenennung durch Substitution

Zusammenfassung

» Pradikatenlogik: Erweiterung der Aussagenlogik um
» Konstanten- und Pradikatensymbole
> Gleichheit
» Quantoren
» Das natiirliche SchlieBen mit Quantoren
» Variablenbindungen — Umbenennungen bei Substitution

» Eigenvariablenbedingung

» Das nichste Mal: Gleichungen und natiirliche Zahlen




