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Das Tagesmenli
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Logik mit Quantoren

v

Von Aussagenlogik zur Pradikatenlogik

v

Natirliches SchlieBen mit Quantoren

v

Gleichheit und natiirliche Zahlen in Logik 1. Stufe

v

Die Notwendigkeit von Logik hoherer Stufe
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Fahrplan

» Aussagenlogik
» Pradikatenlogik

» Isabelle I: Grundlagen

» Aussagenlogik und natiirlisches SchlieBen

v

Pradikatenlogik und Quantoren

v

Logik hoherer Stufe

v

Definitionen und konservative Erweiterung

v

Automatische Beweisprozeduren

> lIsabelle Il: Anwendungen
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Motivation Pradikatenlogik

» Beschrankte Ausdrucksmachtigkeit der Aussagenlogik:

» Eine Zahl n ist eine Primzahl genau dann wenn sie nicht 1 ist und nur
durch 1 und sich selbst teilbar ist.
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Motivation Pradikatenlogik

» Beschrankte Ausdrucksmachtigkeit der Aussagenlogik:

» Eine Zahl n ist eine Primzahl genau dann wenn sie nicht 1 ist und nur
durch 1 und sich selbst teilbar ist.

» Eine Zahl m ist durch eine Zahl n teilbar genau dann wenn es eine Zahl p
gibt, so dass m=n- p.

» Nicht in Aussagenlogik formalisierbar.

» Ziel: Formalisierung von Aussagen wie

» Alle Zahlen sind ein Produkt von Primfaktoren.

» Es gibt keine groBte Primzahl.
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Erweiterung der Sprache

» Terme beschreiben die zu formalisierenden Objekte.

» Formeln sind logische Aussagen.

» Unser Alphabet:
» Pradikatensymbole: Py, ..., P,,= mit Aritit ar(P;) € N, ar(=) =2
» Funktionssymbole: fi, ..., f, mit Aritat ar(t;) € N
» Menge X von Variablen (abzihlbar viele)

» Konnektive: A, —, false, V, abgeleitet: V, +—, =, —, 3
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Terme

» Menge Term der Terme gegeben durch:

» Variablen: X C Term

» Funktionssymbol f mit ar(f) = nund ty,...,t, € Term, dann
f(ty,...,tn) € Term

» Sonderfall: n = 0, dann ist f eine Konstante, f € Term
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Formeln

» Menge Form der Formeln gegeben durch:
» false € Form
» Wenn ¢ € Form, dann —¢ € Form

» Wenn ¢, € Form, dann ¢ Ay € Form, ¢\ ¥ € Form,
¢ — Y € Form, ¢ <— ¢ € Form
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Formeln

» Menge Form der Formeln gegeben durch:

» false € Form
» Wenn ¢ € Form, dann —¢ € Form

» Wenn ¢, € Form, dann ¢ Ay € Form, ¢\ ¥ € Form,
¢ — Y € Form, ¢ <— ¢ € Form

» Wenn ¢ € Form,x € X, dann Vx.¢ € Form,3x.¢ € Form

» Pradikatensymbol p mit ar(p) = m und ti,...,t, € Term, dann
p(t1,...,tm) € Form

> Sonderfall: ti, t, € Term, dann t; = t» € Form
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Freie und gebundene Variable

» Variablen in t € Term, p € Form sind frei, gebunden, oder bindend.
» x bindend in Vx.¢, Ix.9)
» Fir Vx.¢ und dx.¢ ist x in Teilformel ¢ gebunden

» Ansonsten ist x frei

» FV(¢): Menge der freien Variablen in ¢
» Beispiel:

(q(x) vV 3x.Vy.p(f(x),z) A q(a)) V Vr(x, z, g(x))
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Substitution

» t[2] ist Ersetzung von x durch s in t
X

» Definiert durch strukturelle Induktion:

s def s X=Y
v = {y x#y
(e, ta) [ 2 Fa3], ot [3])
false | ? | ' false
bre)[3] £ o3l Av[]]
06— £ ¢[3] — [
p(tr, .t [J] E Pt [3], o ta[5])
W? X;y ¢ FV(s)
s1  def Vy.(¢ XZ£Yy,y s
(Vy.0)[7] = { } x4 y.y e FVs)

mit z & F\(s) (z frisch)

9 [14]



Naturliches SchlieBen mit Quantoren

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x nicht frei in offenen Vorbedingungen von ¢ (x beliebig)

> (1) Ggf. Umbenennung durch Substitution

» Gegenbeispiele fiir verletzte Seitenbedingungen
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Der Existenzquantor

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x nicht frei in ¢, oder einer offenenen Vorbedingung auBer ¢

» (f) Ggf. Umbenennung durch Substitution
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Regeln fir die Gleichheit

» Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitat:

X=y X=y y=z
x = x refl V=x sym —— =z  trans
» Kongruenz:
X1 =Y1y---5Xn = Yn cong

f(Xl,...,Xn) = f(}’l;"-vyn)

» Substitutivitat:

X1 =Yy s Xm=Ym P(x1,...,Xm)
P(y17"'7ym)
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Axiomatisierung der natirlichen Zahlen

» Operationen: 0, S, +, - mit Aritdt 0,1,2,2
» Peano-Axiome (P1- P3):
> Beschreiben natiirliche Zahlen
» Induktionsschema P3
Pl V¥x.=(x =0)
P2 ¥x.Vy.S5(x)=S(y) — x=y
P3 ¥x.Vy.$(0) A (Vx. p(x) — ¢(5(x))) — ¥x. p(x)
» Presburger-Arithmetik (P1 — P5):
» Konsistent und vollstidndig
» Entscheidbar (Aufwand 22”, n Linge der Aussage)
P4 Vx.x4+0=x
P5 Vx.Vy.x+S(y) = S(x+y)

» Peano-Arithmetik (P1 — P7):

> Konsistent
» Unvollstandig, nicht entscheidbar

P6 Vx.x-0=0
P7 Vx.Vy.x-S(y)=(x-y)+x
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Zusammenfassung

v

Pradikatenlogik: das natirliche SchlieBen mit Quantoren

» Variablenbindungen — Umbenennungen bei Substitution

» Eigenvariablenbedingung

v

Gleichungslogik in natiirlichem SchlieBen:

» moglich, aber umstandlich

v

Entwicklung naturlicher Zahlen benétigt:

» Zusatzliche Axiome,

» Konzepte hoherer Ordnung (Induktion!)

v

Deshalb nachste Woche: Logik héherer Stufe
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