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Fahrplan

» Alles tiber Logik hoherer Stufe (Higher-order Logic, HOL):

» Typen und Terme
» Die Basis-Axiome

» Definierte Operatoren

2 [16]

Fahrplan

» Teil I: Formale Logik

v

Einfihrung

v

Aussagenlogik (PL): Syntax und Semantik, Natirliches SchlieBen

v

Konsistenz & Vollstandigkeit der Aussagenlogik
Préadikatenlogik (FOL): Syntax und Semantik
Konsistenz & Vollstandigkeit von FOL

v

v

v

FOL mit induktiven Datentypen

v

FOL mit rekursiven Definitionen

Logik héherer Stufe (HOL): Syntax und Eigenschaften

v

v

Berechungsmodelle (Models of Computation)

v

Die Unvollstandigkeitssatze von Godel

» Teil Il: Spezifikation und Verifikation

Logik hoherer Stufe

» Ziel: Formalisierung von Mathematik

> "Logik fur Erwachsene”
> Problem: Mégliche Inkonsistenz (Russel's Paradox)
» Losung: Restriktion vs. Ausdrucksstérke
> Alternative Grundlagen:

> Andere Typtheorien (Martin-L&f, Calculus of Constructions)
» Ungetypte Mengenlehre (ZFC)

» HOL: guter Kompromiss, weit verbreitet.
» Kilassische Logik héherer Stufe nach Church

» Schwacher als ZFC, starker als Typtheorien
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Vermeidung von Inkonsistenzen

> Russell's Paradox

» R={X|X¢&X}

> Abhilfe: Typen
> Godel's 2. Unvollstandigkeitssatz:

> Jede Logik, die ihre eigene Konsistenz beweist, ist inkonsistent.
> Unterscheidung zwischen Termen und Aussagen

» Dadurch in HOL keine Aussage iiber HOL
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Warum Logik hoherer Stufe?
» Aussagenlogik: keine Quantoren
» Logik 1. Stufe: Quantoren iiber Terme
Vxy.x=y —y=x
» Logik 2. Stufe: Quantoren iiber Pradikaten und Funktionen
VP.(POAVXx.Px — P(5x)) — Vx.Px
> Logik 3. Stufe: Quantoren tiber Argumenten von Pradikaten
» Logik héherer Stufe (HOL): alle endlichen Quantoren
» Keine wesentlichen Vorteile von Logik 2. Ordnung
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Typen
» Typen Type gegeben durch
» Typkonstanten: ¢ € Crype (Menge Crype durch Signatur gegeben)
> Prop, Bool € Ctype: Prop alle Terme, Bool alle Aussagen
» Typvariablen: & € Vrype (Menge Vrype fest)
» Funktionen: s, t € Type dann s = t in Type
» Konvention: Funktionsraum nach rechts geklammert
a=pB=yfira=(8=7)
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Terme

» Terme Term gegeben durch
> Konstanten: ¢ € C (Menge C durch Signatur gegeben)
> Variablen: v € V
» Applikation: s, t € Term dann st € Term

> Abstraktion: x € V, t € Term dann Ax. t € Term

» Konventionen: Applikation links geklammert, mehrfache Abstraktion
Mxyz fxyzfir Ax. Ay. Az. ((fx)y)z
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Basis-Syntax

» Einbettung (wird weggelassen)
trueprop :: Bool = Prop

= > a= a= Bool
— 1 Bool = Bool = Bool
(o= Bool) = «

~

» Basis-Operatoren: =, —, ¢

:: Bool = Bool . i
.- Bool » Syntaktische Konventionen:
=2 Bool » Bindende Operatoren: V, 3, ¢

tBool=a=a=«
it (a = Bool) = Bool
it (@ = Bool) = Bool
:: Bool = Bool = Bool
:: Bool = Bool = Bool

Vx.P = VY(Ax.P)
> Infix-Operatoren: A,V, —, =

> Mixfix-Operator:
if bthenpelseq=if bpq

<> Ww<<H P o

Basis-Axiome I: Gleichheit

» Reflexivitat:

=% refl
> Substitutivitat:
s=t Ps subst
Pt
» Extensionalitat: p
xX=gx
£ ext (%)

(M. f x)=(A\x.g x)
(*) Eigenvariablenbedingung: x nicht frei in offenen Vorbedingungen

» Einfihrungsregel:

P> @ P - (P=Q "
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Basis-Axiome |l: Implikation und Auswahl

» Einfiihrungsregel Implikation: » Eliminationsregel

Auswahloperator:
[Pl )
. — t
(xx=a)=a e-eq

P S0 impl

» HOL ist klassisch:
» Eliminationsregel Implikation: (P=T)v(P=1)
P—Q P,

) p

true_or_false

9 [16]
Abgeleitete Operatoren
T = (Mx.x)=(Mx.x)
VP = (P=Xx.T)
P = VQ.(Wx.Px — Q) — Q
1l = VPP
-P = P— 1
PAQ = VR(P—Q@—R)—R
PVQ = VR(P—R) —(Q—R)—R
if Pthenxelsey = 1z(P=T —z=x)A(P=L—2z=y)
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Die Basis-Axiome (Isabelle-Syntax)
refl: t=t
subst: [s = t; P(s)] = P(t)
ext: [Ax.fx = gx] = (Ax.fx) = (Ax.gx)
impl: [P=Q=P—Q
mp: [P— QP]l=Q
iffi (P—Q)—(Q—P)—(P=Q)
the_eq: (x.x=a)=a
true_or_false: (P=T)V(P=1)
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Erweiterungen

» Weitere Operatoren

» Weitere Typen: natirliche Zahlen, Datentypen

> Alle Erweiterungen sind konservativ und damit konsistenzbewahrend
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Eigenschaften der Logik hoherer Stufe
> Konsistent (soweit wir wissen)
» Unvollstandig
> ... und damit unentscheidbar
> Beweis: folgt aus den Godelschen Unvollstandigkeitssatzen
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Zusammenfassung
Logik hoherer Stufe (HOL):
» Syntax basiert auf dem einfach getypten \-Kalkiil
» Drei Basis-Operatoren, acht Basis-Axiome
> Rest folgt durch konservative Erweiterung — Donnerstag
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