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Organisatorisches

» Die Ubung am Donnerstag, 21.05.2015 fallt aus!

Fahrplan

» Teil I: Formale Logik

v

Einfihrung

v

Aussagenlogik (PL): Syntax und Semantik, Natirliches SchlieBen

v

Konsistenz & Vollstandigkeit der Aussagenlogik
Préadikatenlogik (FOL): Syntax und Semantik
Konsistenz & Vollstandigkeit von FOL

v

v

v

FOL mit induktiven Datentypen

v

FOL mit rekursiven Definitionen

v

Logik hoherer Stufe (HOL): Syntax und Eigenschaften

v

Berechungsmodelle (Models of Computation)

v

Die Unvollstandigkeitssatze von Godel

» Teil Il: Spezifikation und Verifikation

3015]

Natiirliches SchlieBen mit Quantoren

» (*) Eigenvariablenbedingung:
x nicht frei in offenen Vorbedingungen von ¢ (x beliebig)

> (1) Ggf. Umbenennung durch Substitution

» Gegenbeispiele fiir verletzte Seitenbedingungen
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2[15]
Das Tagesmenii
» Wiederholung: natiirliches SchlieBen mit FOL
> Regeln fir die Gleichheit
» Beispiele: Graphen, natiirliche Zahlen
» Vollstandigkeit von FOL
> Unentscheidbarkeit von FOL
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Der Existenzquantor
Ix.¢ € -Vx.~¢
[¢]
o[ Ixé 9
o ar (1) T JE (%)
> (*) Eigenvariablenbedingung:
X nicht frei in 1), oder einer offenenen Vorbedingung auBer ¢
> (1) Ggf. Umbenennung durch Substitution
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Regeln fiir die Gleichheit

» Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitat:

X = X = =z
refl Y sym X=y y=2 trans
y=x X=Zz

X=X

» Kongruenz:
X1=Y1,.-, Xn = Yn
f(xt,..sxn) =f(y1,..-, ¥n)

cong

» Substitutivitat:

XL =Y1,- - Xm = Ym P(X17-~-7Xm)
P(y1,---Ym)

subst
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Wiederholung: Konsistenz und Vollstandigkeit

» Korrektheit: wenn '+ ¢ dann T |= ¢

> Beweis: Induktion iber Struktur der Ableitung

> Konsistenz: wenn I = ¢ dann I = ¢
> Beweis: Konstruktion der maximal konsistenten Theorie

> Wenn I konsistent, gibt es Valuation die I wahr macht.

» Frage:Korrektheit und Konsistenz fiir Pradkatenlogik?
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Korrektheit des natiirlichen SchlieBens

Lemma 1 (Korrektheit von ND)
WennT ¢, dann T |= ¢

Beweis: Induktion tiber der Ableitung ' - ¢
> Neu hier: Fall Vx.¢(x)

> Beweis folgt durch Definition von 2 = Vx.¢(x)
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Maximal konsistente Theorien

Definition 5
Sei T Theorie zur Signatur X:
Y=Y U{c | Ix.0(x) € T}
T* = T U{3x.¢(x) — é(cg) | Ix.¢(x) geschlossen }

Lemma 6
T* konservative Erweiterung von T

Vorbereitende Definitionen

Definition 2 (Theorien, Henkin-Theorien)
(i) Eine Theorie ist eine unter Ableitbarkeit geschlossene Menge
T C Formys
(i) Henkin-Theorie: Fir jedes 3x.¢(x) € T gibt es Witness ¢ mit
Ix.p(x) — ¢(c) e T

Definition 3
T’ ist konservative Erweiterung von T wenn T'NX(T) =T

> Alle Theoreme in T’ in der Sprache von T sind schon Theoreme in T

> Beispiel: A, —, L und volle Aussagenlogik

Lemma 4 (Konservative Erweiterung bewahrt Konsistenz)

T konsistent, T' konservative Erweiterung, dann T’ konsistent.

J
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Konstruktion maximal konsistenter Theorien

Lemma 7
Sei T Theorie, und seien
T0= T’ Tn+1 = T:’Tw = U Tn
n>0
Dann ist T, eine Henkin-Theorie und konservativ iber T

Lemma 8 (Lindenbaum)

Jede konsistente Theorie ist in einer maximal konsistenten Theorie
enthalten (Henkin-Erweiterung)
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Volistandigkeit von ND

Lemma 9 (Existenz von Modellen)
Wenn T konsistent, dann hat I ein Modell.

» Beweis: Maximal konsistente Henkin-Erweiterung als Modell
» Herbrand-Modell, universelles Term-Modell
> Korrollar: Wenn Tt/ ¢, dann T [~ ¢

Theorem 10 (Vollstandigkeit von ND)
Mo gdw. T = ¢
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Entscheidbarkeit

Theorem 11 (Kompaktheit)
[ hat ein Modell gdw. jede endliche Teilmenge A C I hat ein Modell

> Aus Vollstandigkeit folgt nicht Entscheidbarkeit:

Theorem 12 (Church)
Prédikatenlogik ist unentscheidbar.

Beweis:
» Kodierung eines unentscheidbaren Theorie in FOL

» Hier: Kodierung von Turing-Maschinen — konstruiere Formel U so
dass - U gdw. Turing-Maschine M akzeptiert Eingabe w
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Zusammenfassung

» Pradikatenlogik erster Stufe (FOL)

» Natirliches SchlieBen in FOL: Substitution und
Eigenvariablenbedingung.

» FOL ist
» konsistent,
» vollstandig,

> aber nicht entscheidbar.
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